0.1. SOUVISLOST 1

0.1 Souvislost

Definice 0.1.1. Bud’ G = (V, E) graf. Posloupnost vrchola vy, vy, ..., vx nazyvime sledem (angl. walk)
délky k, jestlize plati

(Vi € I%) ({vi—1,v;} € E).

Sled vg, vy, ..., v nazveme cestou (angl. path) délky k, pokud navic

(VZ,] € {03 17 23 k}) (Z #] = Vi—1 7é vi) .

Sled vg, vy, ..., Uk, pro ktery plat{ vg = vg, nazyvame cyklem (angl. closed path) délky k. Cyklus vg, vy, ..., v
nazveme kruznici (angl. cycle (1)) délky k, pokud

(VZ,j € {0, 172,]6 — 1}) (’L #] = Vij—1 # ’Ui) .

Definice 0.1.2. Bud' G = (V, E) graf, u,v € V. Rekneme, Ze vrcholy u a v jsou spojeny (angl. linked) v
G, existuje-li sled v G s pocateénim vrcholem u a koncovym vrcholem v, tj. sled

U ="vY,V1y..y V-1,V = 0.

Poznamka. Relace ,byt spojen” je ekvivalence na mnoziné vrcholu V. Pritom kazdy vrchol je spojen sém
se sebou sledem délky O.

Definice 0.1.3. Tfidy ekvivalence podle uvedené relace nazyvdme komponenty (angl. component) grafu
G. Jejich pocet znacime ¢(G). Jestlize ¢(G) = 1, fikdme, ze graf G je souvisly (angl. connected).

Pozndmka. Graf G je souvisly, pravé kdyz mezi dvéma libovolnymi vrcholy existuje sled.

Priklad. Z 8 grafii na 3 vrcholech jsou 4 souvislé. Pfitom pro #V = 3 plati, Ze G je souvisly, pravé kdyz
G neni souvisly.

Pozndmka 0.1.4. Plati: G neni souvisly = G je souvisly. Opaénd implikace neplati.

Diikaz. Mnozinu vrcholu grafu G rozdélime na jednu komponentu Vi C V' a zbytek Vo C V. Potom
mezi témito dvéma podmnozinami neexistuji zadné hrany. Naopak v dopliiku grafu G existuji hrany mezi
libovolnym v € V} a v € V5. Proto mezi libovolnymi dvéma vrcholy existuje sled, a to maximalné délky

2.
Piikladem vyvracejicim platnost opaéné implikace jsou grafy H a H na obrazku ??. O

0.1.1 Pocet souvislych grafii na n vrcholech

Oznacme s,, pocet ruznych souvislych grafi na n vrcholech.

Priklad. Obrazek ukazuje v8echny typy souvislych grafu na 4 vrcholech, ptricemz ¢&isla pod jednot-
livymi grafy udavaji pocet izomorfnich grafi stejného typu. I kdyz to neni pro vyklad dulezité, ukazeme
pro dplnost, jakym zpusobem lze na uvedend ¢isla prijit (grafy okomentujeme zleva doprava):

1. Jasné.
2. Chybfi jedna hrana. Moznosti, jak z iplného grafu odebrat hranu, je zjevné 6.

3. Dvé ruzné dvojice nejsou spojeny hranou. Prvni dvojici vybereme (;1) = 6 zpusoby, druhd je jiz
jednozna¢né déna. Poradi vybéru dvojic vSak nehraje roli, proto je pocet souvislych grafu tohoto
typu roven g =3.

4. 7 jednoho vrcholu (,zdroje“) nevedou dvé hrany (do dvou vrcholt ,,cilt*). Zdroj lze vybrat 4 zptsoby,
cile lze vybrat (;’) = 3 zpusoby.

5. Prostiedn{ hrana (mezi vrcholy a,b) lze vybrat 6 zpusoby, hrany do zbylé dvojice vrcholu lze zvolit
2 zpusoby.



1x 6x 3x 12x 12x 4x
Obrazek 0.1.1: Souvislé grafy na 4 vrcholech

6. Jeden vrchol je spojen se tfemi ostatnimi. Tento vrchol lze vybrat 4 zpusoby.

Celkem mame na 4 vrcholech
s4=14+6+3+12+124+4=238

souvislych graft. Jak snadno spocitat s,, pro libovolné n ukazuje nasledujici véta.
Véta 0.1.5. Bud’ s, pocet souvislych grafi na n vrcholech. Potom plati
n n n—k
.2(2) = k 2( 2 )
=3 (e

Diikaz. Uvedenou rovnost dokdzeme zajimavou tvahou. Vyjadiime pocet vSech uspoiadanych dvojic
(G,x) kde G je graf na n vrcholech a x je jeden z vrcholu tohoto grafu, a to dvéma zpusoby.

1. Pocet vsech grafu je 2(3), v kazdém z nich 1ze vrchol z zvolit n zpusoby, uvedenych dvojic je tedy
P=n- 2(2)

2. Zvolme pevné k € . Pocet dvojic (G, z), kde = se nachézl v komponenté grafu G, kterd ma k

vrcholu, je
po= (23,

protoze:

(a) () zpusoby lze vybrat k vrcholi z n,
(b) k zpusoby lze z vybranych vrcholu zvolit vrchol z,
(¢) sk je pocet ruznych komponent (souvislych podgrafu), které lze na vybranych k vrcholech

vytvorit

n—k

(d) a 2("2") je pocet viech grafi (na n — k vrcholech), které mohou byt vytvoreny na vrcholech,
které jsme nevybrali.

Protoze pro pro kazdou dvojici (G, x) se x zFejmé nachdzi v komponenté o poc¢tu vrcholu alespon 1 a
nejvyse n, plati

o) = 3 (:: Ds,@("x),
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Piiklad. Protoze uz vime, ze
S1 = 1,82 = 1,83 :4,

1ze dosazenim do rekurentniho vzorce pro n = 4 ziskat postupné

20 = 3 (P s

k=1
64 = 8+6+12+ sy
38 = Sa

Je vidét, ze jsme se v naich tvahach pfedvedenych v predchozim piikladu nespletli.

0.1.2 Adjacenc¢ni matice souvislého grafu

Véta 0.1.6. Bud’ Ag adjacencni matice grafu G, necht’ k € n. Potom prvek (Ag) ~ je roven poctu sledi
ij
délky k z vrcholu v; do vrcholu v;.

Dukaz. Tvrzeni snadno dokdzeme indukei podle k:

e pro k = 1: Podle definice plati

1 pro {v,v;} € E
A — >
( G)Z] {0 jinak,

coz zjevné piedstavuje pocet sledu délky 1 (coz jsou piimo hrany) z v; do v;.

e indukéni krok £ — k + 1: Plati
n n
k+1 k k
(467), =2 (46), (aen, = 2 (48),
{Ul sUj }EE
() predstavuje pocet sledu délky k z v; do v;. S¢itd se vSak pouze pres takové vrcholy v, z nichz
vede hrana do vrcholu vj. Proto (%) rovnéz predstavuje pocet sledu délky k+1 z v; do v; takovych,
ze predposlednim vrcholem v sledu je v;. Souctem pies vSechny takové v; dostaneme celkovy pocet
sledt délky k + 1 z v; do v;.

O

Dausledek. Necht’ Aq je adjacencnd matice grafu G = (V, E),n = #V. Potom G je souvisly prdvé tehdy,

kdyz
n—1
Z A% >0,
k=0

tj. pravé kdyz vsechny prvky uvedené matice jsou kladné.

Dikaz. Je zfejmé, ze mezi dvéma ruznymi vrcholy existuje sled, pravé kdyz mezi nimi existuje cesta.
(Ze sledu obsahujiciho vicekrét stejny vrchol lze odstranit vSechny tseky, které lezi mezi dvéma vyskyty
tohoto vrcholu ve sledu, ¢imz nakonec ziskdme cestu.) Kazda cesta v grafu na n vrcholech méa délku
maximélné n — 1.
G je souvisly = pro Vi, j € n, i # j, existuje cesta (a tedy i sled) z v; do v; néjaké délky k < n — 1.
~(4¢),
Vi, j € n( n-l A’g) >0.= 3k e{l,...n—1} tak, Ze (Ag)u > 0 = existuje sled (délky k) z v;
ij ij
do v; =G je souvisly. O

; >0= ( Z;é Ag)ij > 0. Kazdy prvek uvedené matice je tedy kladny.
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