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0.1 Vlastńı č́ısla adjacenčńı matice grafu

V této posledńı části prvńı kapitoly shrneme některé vlastnosti adjacenčńı matice grafu. Budeme zde
použ́ıvat poznatk̊u z předmětu Teorie matic (TEMA), který je ve studijńım plánu zařazen do zimńıho
semestru třet́ıho ročńıku a je povinný pro zaměřeńı Matematické modelováńı a Softwarové inženýrstv́ı.
Tyto poznatky nebudeme dokazovat, uvedeme je však ve formě poznámek a neoč́ıslovaných definic. Rovněž
pro úplnost stručně zopakujeme definici ?? a větu ??.

Definice. Bud’ G = (V,E) graf, n = #V . Adjacenčńı matićı grafu G rozumı́me matici AG ∈ {0, 1}n,n,
pro jej́ıž prvky plat́ı

(AG)ij =

{
1 pro {vi, vj} ∈ E

0 jinak

Poznámka 0.1.1. Adjacenčńı matice má následuj́ıćı vlastnosti:

• A je reálná, nezáporná, symetrická. Ze symetrie plyne, že má reálné spektrum, a podle Schurovy
věty pro normálńı matice (viz [?]) je unitárně diagonalizovatelná, tj. existuje unitárńı matice P
(PPT = I, neboli PT = P−1) tak, že

P−1AGP = Λ = diag (λ1, ..., λn).

Protože AG je reálná, jsou matice P ,Λ (konstruované v d̊ukazu Schurovy věty) také reálné a tedy
P je ortogonálńı. Jej́ı sloupce i řádky tvoř́ı ortonormálńı (ON) bázi prostoru Rn. Z toho, že Λ je
reálná, je vidět i σ(A) ⊂ R, i když reálnost vlastńıch č́ısel symetrické matice je možné dokázat
snadno i bez Schurovy věty.

• Protože spektrum matice ani stopa se podobnostńımi transformacemi neměńı, plat́ı TrAG =
∑

λi

, kde λi jsou všechna vlastńı č́ısla matice AG. Protože ovšem (∀i ∈ n̂) (Aii = 0), tak 0 = TrAG =∑
λi.

• Necht’ k ∈ n̂. Potom prvek
(
Ak

G

)
ij

je roven počtu sled̊u délky k z vrcholu vi do vrcholu vj . (věta

??)

• Uvědomı́me-li si, jakým zp̊usobem vzniká (i, j)-tý prvek matice AGAG = A2
G, tak ze symetrie AG

plyne
(
A2

G

)
ii
= dG(vi). Lze uvažovat i podle předchoźıho bodu, že totiž

(
A2

G

)
ii
je počet sled̊u délky

2 z vi do vi, a to je zřejmě právě dG(vi).

• Protože

Tr
(
A2

G

)
= Tr

(
P−1A2

GP
)
= Tr

P−1AGP︸ ︷︷ ︸
Λ

P−1AGP︸ ︷︷ ︸
Λ

 = TrΛ2 =

n∑
i=1

λ2
i ,

tak z předchoźıho bodu máme

n∑
i=1

λ2
i = Tr

(
A2

G

)
=

n∑
i=1

dG(vi) = 2#E.

Úmluva. Vlastńı č́ısla matice AG označme tak, aby byla uspořádána podle velikosti. Největš́ı vlastńı č́ıslo
označ́ıme Λ:

λ1 ≤ λ2 ≤ ... ≤ λn = Λ.

Ze Schurovy věty plyne, že pořad́ı diagonálńıch prvk̊u matice Λ = P−1AGP je možné volit libovolně,
proto BÚNO můžeme uvažovat

Λ =


λ1

. . .

λn−1

Λ

 .
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Poznámka. Spektrálńı normou matice A nazýváme č́ıslo

∥A∥ = max
∥x∥=1

xTAx.

Jej́ı název pocháźı z platnosti vztahu
∥AG∥ = ρ(A),

kde ρ(A) je spektrálńı poloměr matice A.

D̊ukaz. (pro symetrickou nezápornou matici AG). Plat́ı
xTAGx = xTP︸ ︷︷ ︸

yT

PTAGP︸ ︷︷ ︸
Λ

PTx︸ ︷︷ ︸
y

. Protože P je ON, má y = PTx také normu 1. Proto

max
∥x∥=1

xTAGx = max
∥y∥=1

yTΛy = max
∥y∥=1

(y1, ..., yn)

 λ1

. . .

λn


 y1

...
yn

 =

= max
∥y∥=1

n∑
i=1

λiy
2
i ≤

n∑
i=1

Λy2i = Λ

n∑
i=1

y2i = Λ.

Ukázali jsme tedy
max
∥x∥=1

xTAGx ≤ Λ.

Pokud ovšem zvoĺıme

y =



0
0
...
0
1


,

tj. jednička bude na posledńım řádku odpov́ıdaj́ıćım pozici vlastńıho č́ısla Λ, tak

n∑
i=1

λiy
2
i = Λ,

a tedy plat́ı
∥A∥ = max

∥x∥=1
xTAGx = Λ = ρ(AG).

Věta 0.1.2. Je-li graf G bipartitńı, je spektrum jeho adjacenčńı matice symetrické kolem počátku na reálné
ose.

D̊ukaz. Adjacenčńı matice bipartitńıho grafu má při vhodném uspořádáńı vrchol̊u tvar

AG =

(
0 B

BT 0

)
.

Necht’ nyńı λ ∈ σ(AG). Potom AGx = λx pro nějaké x ̸= 0. Blokově(
0 B

BT 0

)(
y
z

)
= λ

(
y
z

)
,

kde

x =

(
y
z

)
.
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Porovnáme-li jednotlivé bloky, dostaneme rovnosti

Bz = λy,

BTy = λz.

Nyńı mı́sto vektoru

(
y
z

)
vezmeme vektor

(
y
−z

)
. Pro něj plat́ı

AG

(
y
−z

)
=

(
−Bz

BTy

)
=

(
−λy
λz

)
= −λ

(
y
−z

)
.

To ale znamená, že −λ ∈ σ(AG) a k němu př́ıslušný vlastńı vektor je

(
y
−z

)
̸= 0.

Poznámka. Otázkou je, zda jsme mohli BÚNO předpokládat, že matice AG má již vhodný blokový tvar,
tj. zda při jiném uspořádáńı vrchol̊u se nezměńı spektrum adjacenčńı matice grafu. Abychom dokázali
odpovědět, nejdř́ıve si uvědomme, že permutaci vrchol̊u grafu G odpov́ıdá současná permutace řádk̊u i
sloupc̊u jeho adjacenčńı matice. Tato dvojitá permutace lze však vyjádřit součinem

A′
G = PTAGP ,

kde P je tzv. permutačńı matice.

Definice. Permutačńı matice je regulárńı matice P ∈ {0, 1}n,n taková, že obsahuje právě n jedniček, tj.
vznikne permutaćı řádk̊u nebo sloupc̊u jednotkové matice.

Poznámka. Je snadno vidět, že každý sloupec P má normu 1 a každé dva r̊uzné sloupce jsou navzájem
kolmé. Proto plat́ı

PTP = I,

neboli PT = P−1, takže P je ortogonálńı. T́ım pádem ovšem A′
G = PTAGP = P−1AGP , což znamená,

že adjacenčńı matice G, kterou po zpermutováńı vrchol̊u označujeme A′
G, je podobná p̊uvodńı matici AG.

Proto má stejné spektrum.

Definice. Řekneme, že matice A ∈ Cn,n je rozložitelná, právě když existuje permutačńı matice P tak, že

PTAP =

(
B11 B12

0 B22

)
,

kde B11,B22 jsou čtvercové bloky řádu nejméně 1. V opačném př́ıpadě se A nazývá nerozložitelnou
matićı.

Věta. Adjacenčńı matice grafu G je nerozložitelná právě tehdy, když G je souvislý.

Věta. Bud’ A nezáporná nerozložitelná matice řádu n ≥ 2. Potom ρ(A) ∈ σ(A) (to je (mimo jiné)
obsahem Perron-Frobeniovy věty). Jestlǐze nav́ıc existuje α ∈ C, |α| = 1, α ̸= 1 takové, že i αρ(A) ∈ σ(A),
potom existuje diagonálńı matice D = diag (δ1, ..., δn), |δi| = 1 ∀i ∈ n̂, taková, že

AD = αDA.

Věta 0.1.3. Graf G je bipartitńı, právě když je spektrum jeho adjacenčńı matice symetrické kolem počátku
na reálné ose.

D̊ukaz. Jeden směr ekvivalence již obsahuje věta 0.1.2. Zbývá dokázat implikaci ⇐: .

1. Necht’ G je souvislý, tj. AG = (aij) je nerozložitelná. Potom lze použ́ıt předchoźı větu. Z předpo-
kladu symetrie σ(A) plat́ı, že existuje matice D = diag (δ1, ..., δn) taková, že

AD = DA. (0.1.1)
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Protože potom samozřejmě i AγD = γDA pro každé γ ̸= 0, lze BÚNO předpokládat δ1 = 1. Pokud
nyńı porovnáme prvky v (0.1.1) na (i, j)-tém mı́stě takovém, že {i, j} ∈ E, tj. aij = 1, dostaneme

aijδj = −δiaij ,

takže δj = −δi. Protože G je souvislý, lze se z každého vrcholu dostat do každého, a tak postupnou
aplikaćı právě odvozeného pravidla (s uvážeńım δ1 = 1) dostaneme

(∀i ∈ n̂) (δi = ±1) .

Nyńı provedeme rozklad množiny vrchol̊u:

V1 = { i| δi = +1} ,
V2 = { i| δi = −1} .

Je zřejmé, že V1 ani V2 nejsou prázdné a že uvnitř V1ani V2 nevede hrana, protože

(∀i, j ∈ n̂) ({i, j} ∈ E ⇒ δj = −δi) .

2. Necht’ G neńı souvislý, tj. G = G1∪ ...∪Gl, kde Gi (i ∈ l̂) jsou jednotlivé komponenty grafu. Potom
jeho vrcholy oč́ıslujeme tak, že vrcholy z jedné komponenty jsou bezprostředně za sebou. AG bude
mı́t tvar

AG =


AG1 0

AG2

. . .

0 AGl

 .

Necht’ −Λ ∈ σ (AGi
). Potom protože Gi je komponenta, tak AGi

je nerozložitelná a z Perron-
Frobeniovy věty také Λ ∈ σ (AGi

). Podle prvńıho bodu je tedy Gi bipartitńı graf, a podle druhé
implikace věty je celé spektrum AGi

symetrické. Komponentu Gi můžeme tedy z G odstranit a
adjacenčńı matice výsledného grafu bude mı́t stále symetrické spektrum. Tak postupně dokážeme,
že všechny komponenty jsou bipartitńı grafy. T́ım pádem je i G bipartitńı, stač́ı totiž definovat

V1 =

l⋃
i=1

V i
1 , V2 =

l⋃
i=1

V i
2 .

Věta. Necht’ A ≥ 0. Potom ρ(A) je vlastńı č́ıslo A a vlastńı vektor k němu lze volit nezáporný.

Věta 0.1.4. Necht’ G je graf, AG jeho adjacenčńı matice, Λ = maxσ(AG). Potom plat́ı

δ(G) ≤ Λ ≤ ∆(G).

D̊ukaz. Necht’ x je nezáporný vlastńı vektor matice AG př́ıslušný k vlastńımu č́ıslu Λ. Zvolme jej tak,
aby maxi∈n̂ xi = 1 a označme k = argmaxi∈n̂ xi. Potom (když k jako index dole udává k-tou složku)

Λ = (Λx)k = (AGx)k ≤

AG

 1
...
1




k

=

 dG(v1)
...

dG(vn)


k

≤ ∆(G). (0.1.2)

Pro d̊ukaz druhé nerovnosti lze použ́ıt vlastnosti spektrálńı normy matice:

Λ = max
∥x∥=1

xTAx ≥ 1√
n
(1, ..., 1)︸ ︷︷ ︸
xT

0

AG
1√
n

 1
...
1


︸ ︷︷ ︸

x0

=
1

n
(1, ..., 1)

 dG(v1)
...

dG(vn)

 =
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=
1

n

n∑
i=1

dG(vi) ≥
1

n

n∑
i=1

δ(G) = δ(G).

Poznámka. Kdy plat́ı Λ = ∆(G)? V (0.1.2) jsou celkem dvě nerovnosti, v obou muśı platit rovnost. Co
se týká pravé nerovnosti, muśı dG(vk) = ∆(G). Rovnost v levé nerovnosti, tj.

(AGx)k ≤

AG

 1
...
1




k

,

znamená

(ak1, ..., akn)

 x1

...
xn

 = (ak1, ..., akn)

 1
...
1

 .

Vı́me, že xk = 1. Uvedená nerovnost vynucuje, aby xj = 1 pro každé i takové, že aki = 1. Potom lze ale
(0.1.2) napsat i pro k = i, opět muśı platit v obou nerovnostech rovnost, a z té pravé plyne dG(vi) = ∆(G).
Jinými slovy, vrchol k i všichni jeho sousedi vi muśı mı́t stupeň roven ∆(G), přičemž xk = 1, xi = 1 pro

každé i ∈ {j ∈ n̂| vj ∈ N(vk)}. Úvahu lze tedy zopakovat pro všechny sousedy vrcholu vk, takže i všichni
sousedi všech soused̊u vk muśı mı́t stupeň ∆(G) atd.

Důsledek 0.1.5. Je-li G souvislý graf, tak plat́ı

(Λ = ∆(G)) ⇔ (δ(G) = Λ = ∆(G)) .
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