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0.1 Vrcholové obarveni grafu

Definice 0.1.1. Necht’ G = (V, E) je graf, k € N. k-vrcholovym obarvenim (angl. k-vertex colouring) grafu
G nazveme zobrazen{ ¢ : V — k. ¢ se nazyva vlastni (angl. proper) k-vrcholové obarveni grafu G, jestlize
plati

(Vu,v € V) (p(u) = ¢(v) = {u,v} ¢ E),

tj. jestlize stejné barevné vrcholy nejsou spojeny hranou. Minimalni k£ takové, Zze existuje k-vrcholové
vlastn{ obarveni grafu G, se nazyva barevnost (angl. chromatic number) grafu G a znaci se x(G).
Priklad. Jestlize vrcholy reprezentuji icastniky reality show a hrany vedou mezi témi, ktefi se nesnéseji,
pak x(G) je minimaln{ pocet skupin, do nichz lze soutézici rozdélit tak, aby v zZaddné skupiné nebyli dva,
ktefi se nesnaseji.
Poznamka.

e X(G)=1& G=(V,0).

e X(G) =2 & G je bipartitn{ s alespon jednou hranou (< v G nen{ kruznice liché délky).

e X(G)=p,p>23&77
Rozhodnout o tom, zda x(G) = p, je pro obecny graf NP-uplnd dloha. Podle pfedchozich bodi muzeme
jen ovérit, jestli x(G) > 3 nebo ne.

Poznamka 0.1.2. Ziejmé vzdy plati x(G) < n = #V. Jestlize obarvime kazdy vrchol jinou barvou,
dostaneme vlastni obarveni. Pritom kdyz G = K, tj. je-li G iplnym grafem na n vrcholech, tak x(G) = n.
Plati i opa¢né implikace, protoze chybi-li mezi dvéma vrcholy hrana, lze je obarvit stejnou barvou a zbylé
vrcholy opét obarvit ruzné. Celkem tedy

X(G)=n< G=K,.
Definice 0.1.3. Necht’ G = (V, E) je graf, k € N.

e Klikou (angl. cligue) velikosti k v G rozumime mnozinu vrcholu S C V takovou, ze podgraf G[S] =

(S, EN (g)) indukovany mnozinou S je uplny, tj. kazdé dva vrcholy z S jsou spojeny hranou v G.

e S C V se nazyvé nezavisla mnozina (angl. independent set) velikosti k v G, jestlize E N (g) =0, tj.
jestlize zadné dva vrcholy z S nejsou spojeny hranou v grafu G.

e S C V se nazyva vrcholové pokryti (angl. covering) grafu G, jestlize (Ve € E) (v € S) (v € e), tj.
jestlize kazda hrana v G ma alespon jeden konec v S.
Maximaln{ velikost kliky v grafu G zna¢ime w(G), maximalni velikost nezdvislé mnoziny znacime «(G).
Pozndmka. V prednésce nékdy klikou velikosti k nazyvame téz tiplny podgraf Kj = G[S], ktery mnozina
S indukuje.

Pozndmka 0.1.4. Je-li S nezévisla mnozina v G, pak S je klika v G a naopak. Proto ziejmé plati
a(G) = w(G)
w(@) = aG).

Pozndmka. Klikami a nezavislymi mnozinami se budeme v ruznych souvislostech zabyvat pfedevsim v
druhé c¢asti prednasky. Nyni tuto definici budeme potiebovat jen na nékolika malo mistech.

—

Poznamka. Necht’ ¢ je vlastni x(G)-vrcholové obarveni grafu G = (V, E), i € x(G). Potom mezi vrcholy
7z ¢~ 1(i) nevede hrana, neboli ¢ ~1(i) je nezavisl4 mnozina. T{m padem

#o7'(i) < a(G)

a pritom plati
x(G)

U #o (i) = V.



Véta 0.1.5. Necht’ G = (V, E) je graf. Potom plati

w(G) x(G).
Diikaz. Prvni tvrzeni plyne okamzité z predchozi poznamky. Druhé tvrzeni je ziejmé: V G existuje klika
velikosti w(G), jejiz vrcholy musi mit pfi vlastnim obarveni grafu G w(G) ruznych barev. O
Poznamka.

1. Jestlize H C G, potom x(H) < x(G).

2. Plati-i G = G UG2 U ... UG, kde G; jsou komponenty grafu G, potom ziejmeé

X(G) = max x(Gy).

ier
Véta 0.1.6. Necht’ G = (V, E) je graf. Potom x(G) < A(G) + 1.

Dikaz. Tvrzeni je formalné shodné s Vizingovou vétou ?? pro hranovou barevnost. Zde je vSak dukaz
snadny. ,Poctivé” jej 1ze provést indukei podle n = #V.

Pro n =1 je to jasné: A(G) =0, x(G) =1=A(G) + 1.

Indukéni krok n — 1 — n: V G najdeme vrchol u € V takovy, ze dg(u) = A(G). Samoziejmé je
A(G\u) < A(G). Z indukéniho piedpokladu je x(G\u) < A(G\u) +1 < A(G) + 1. Najdeme tedy vlastni
obarven{ grafu G\u pomoci A(G) + 1 barev. Pokud nyn{ pfiddme zpét vrchol u, ktery méd A(G) sousedu,
bude mozné jej rovnéz obarvit jednou z A(G)+1 barev. Cely G je tak obarven pomoci A(G)+1 barev. [

Pozndmka. Myslenku predchoziho dukazu lze shrnout jednoduse: Postupné barvime jeden vrchol za dru-
hym prvni dostupnou barvou. Nikdy se nemuze stat, ze bychom neméli k dispozici zadnou volnou barvu,
protoze kazdy vrchol ma méné sousedil, nez kolik mame barev.

Pozndmka. Dolni odhad na x(G) neni mozné pomoci A(G) nijak vyjadrit:
e Uplny graf K,, na n vrcholech mé y(K,) =n = A(G) + 1.

e Uplny bipartitn{ graf na 1+ (n — 1) vrcholech, tj. graf S,,_;1 (viz definice ??) m& A(S,—1) =n — 1,
ale x(G) = 2.
Véta 0.1.7. Pro kazdy graf G = (V, E) plati:
1. x(G)+x(G) <n+1,
2. x(G) - x(G) = n.
Piipravime si dvé pomocnd tvrzeni, z nichz jiz plynou jednotlivé nerovnosti.

Lemma 0.1.8. Bud’te G; = (V1, E1),Go = (Va, Ea) dva grafy. Potom plati
X(G1UG2) < x(G1) - x(G2).

Dukaz. Ziejme plati x(Gy) = X(Gl), kde G; = (Vi U Va, Ey), a stejné x(Ga2) = X(ég), kde Gy =
(V1 U Vo, E). BUNO je proto mozné piedpokladat V; = Va(:= V).
7 piedpokladu existuji obarveni grafi G; a Gs

©1 D Vi {1,2,...,X(G1)}7
(%25, V= {1,2,,X(G2)}

Najdeme obarveni grafu G1 U G5 pomoc{ x(G1) - x(G2) barev. Definujme nyn{ pro kazdé v € V
P(v) = (p1(v), p2(v)) .
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Potom pro kazdé u,v € V plati (¢(u) = ¥ (v))=(p1(u) = ©1(v) A pa(u) = p2(v))=
={u,v} ¢ E1 A {u,v} ¢ E2)={u,v} ¢ E1 U Ey. Zobrazeni 1 je

Vi {1,2,..,x(G1)} x{1,2,...,x(G2)}.

Obor hodnot zobrazeni ¢ je vSak (mnozinové) izomorfni s mnozinou {1,2, ..., x(G1) - x(G2)}. Abychom
korektné definovali vrcholové obarveni grafu G; U G2, ozna¢me

B:{1,2,...,x(G1)} x {1,2,...,x(G2)} = {1,2,...,x(G1) - x(G2)}

bijekci mezi uvedenymi mnozinami. Potom lze pro kazdé v € V definovat x(G1)-x(G2)-vrcholové obarven{
grafu G1 U G4 takto:

p(v) = B(¢(v)).
Pro ¢ plati (Vu,v € V) (¢(u) = ¢(v) = {u,v} ¢ E1 U E3), takze se skuteéné jednd o vrcholové obar-
veni. 0

Disledek. Plati tvrzend (2) veéty[0.1.7
Diikaz. Protoze GU G = K,, tak

n=x(K,) = x(GUG) < x(G) - x(G).
O

Lemma 0.1.9. Bud’G = (V, E) graf. Necht’ existuje disjunktni rozklad mnoZiny vrchola V.= V1UVoU...UV}
takovy, Ze

(w,j € ki ;éj) (Fue Vi) (Fve V) ({u,0} ¢ E).
Potom x(G) <n+1—k.

Dukaz. Indukef podle k. Pro k = 1 méme x(G) <n+1—1=n, coz je pravda.

Indukénf krok k£ — 1 — k: Plati x(G\Vix) = (n—#Vi) +1— (k—1) = (n—#Vi) + 2 — k. Nyni
vezmeme #V; novych barev a obarvime vrcholy z Vi, témito barvami, kazdy vrchol jinou barvou. Mame
tak obarveny cely graf, a to < (n — #V;) +2 — k+ #V;, = n+2 — k barvami. Pokud je tento pocet barev
<n+1-—k, je hotovo. Jestlize je pouzito pravé n + 2 — k barev, musime pokracovat a obarveni upravit.
Z predpokladu plati

(Vie{1,2,....k=1}) 3z; € Vi) Tys € Vi) {zs, v} ¢ E).

Mnozina V\{z1, xa, ..., 2x_1} mé pocet vrcholu n — (k— 1) = n+1—k, coz je méné, nez pocet pouzitych
barev. Proto existuje barva b, kterd se vyskytuje pouze na vrcholech z1, xs, ..., xx_1. Této barvy se zbavime
tak, ze kazdy vrchol x; (i € {1,....,k — 1}), ktery m4a barvu b, pFebarvime na barvu vrcholu y;. Potom
nové obarventi je stale vlastni. {z;,y;} totiz nejsou v hrané, a i kdyby ruznym =z;, z; piislusel stejny vrchol
Yi = Yj, potom, protoze oba vrcholy z;,x; mély stejnou barvu b, lze je opét obarvit stejnou barvou -
barvou vrcholu ;. O

Diisledek. Plati tvrzeni (1) veéty[0.1.7
Diikaz. Oznaéme k = x(G). Necht’ ¢ je vlastni k-vrcholové obarveni G. Pro kazdé i € k oznacme
Vi =@ 1 (4).

Potom plati, ze
(W,j chl<i<j< k) (Jue Vi) Qv e V) ({u,v} € B). (0.1.1)

Kdyby tomu tak nebylo, tj. kdyby

(ai,jel%,lgz'gjgk)(Vuew)(Vver)({u,v}¢E),



Obrézek 0.1.1: 4-kriticky graf

bylo by mozné vrcholy z V; i z V; obarvit stejnou barvou, a tak by x(G) < k, coz je spor. Vezméme
nyni graf G a definujme na ném stejny rozklad V = Ule V;i. Potom z vznikne pro graf G pifmo
predpoklad lemmatu. Proto

X(G)<n+1l-k=n+1-x(G),

coz uZ je prvni tvrzeni véty O

0.1.1 k-kritické grafy

Definice 0.1.10. Rekneme, 7e graf G = (V, E) je k-kriticky, jestlize x(G) = k a pro kazdy vlastni podgraf
H S G jex(H) <x(G).

Pozorovani 0.1.11. k-kriticky graf je souvisly.

Dikaz. Vime, ze mé-li G komponenty Gy, ..., G,, tak potom

X(G) = max x(Gy).

ier

Je-li 7 > 2, existuje jedna nebo vice komponent, které lze z grafu G odebrat, aniz se snizi jeho barevnost.
Proto takovy G neni k-kriticky. O

Pozndmka 0.1.12.
e 1-kriticky graf je G = {{v},0}.
o 2-kriticky graf je G = {{u, v}, {{u,v}}}.
e 3-kriticky graf je Co,,—1 (kruznice liché délky).

Diikaz. Prvni dvé tvrzeni jsou ziejmd. Déle vime, ze x(G) = 2, pravé kdyz G je bipartitn{ graf. 3-kriticky
graf tedy nesmi byt bipartitni, ale odebranim ¢ehokoliv z néj musi bipartitni graf vzniknout. Jediny graf,
ktery to spliuje, je kruznice liché délky bez dalsich odbocek. O

Pozndmka. 4-kriticky graf vidime na obrazku [0.1.1] Odebereme-li totiz hranu z obvodu, 1ze vrcholy po
obvodé obarvit jen barvami 1 a 2 a vrchol uprostied barvou 3. Odebereme-li hranu vedouci do stredu,
obarvime vrcholy po obvodu kromé vrcholu vg, ze kterého jsme odebrali hranu, barvami 1 a 2. Vrchol v
a stfed pak obarvime barvou 3.

Poznamka 0.1.13. Kazdy graf G s barevnosti k = x(G) obsahuje k-kriticky podgraf.

Dikaz. Staéi z G postupné odebirat hrany takové, ze neklesne barevnost. Jestlize uz to nejde, mame
k-kriticky podgraf G. O
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Obrazek 0.1.2: Jednoprvkovy fez grafem

©
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Obrazek 0.1.3: K dukazu véty [0.1.10]

Véta 0.1.14. Necht’ G = (V, E) je k-kriticky graf. Potom §(G) > k — 1.

Diikaz. Sporem: necht’ (Ju € V) (dg(u) < k — 2). Potom z u vede méné hran, nez kolik je potfeba barev
na obarveni G, a to alespoii o 2. Pii kazdém vlastnim obarveni neni barva u uréena jednoznacné. Odeberme
tedy vrchol w. Z k-kriti¢nosti G lze zbytek grafu obarvit & — 1 barvami. Jestlize nyni pfiddme vrchol u
zpét, lze dat vrcholu u alespon 2 ruzné barvy z dostupnych k barev. Proto nemusime nutné vybrat novou
(k-tou) barvu a G se ndm podaii obarvit k — 1 barvami, coz je spor. O

Definice 0.1.15. Rekneme, ze mnozina S C V je fezem (angl. cut) v grafu G = (V, E), jestlize pro pocty
komponent plati ¢(G) < ¢(G\S).

Pozndmka. Kdyz S = {u} je fez v souvislém grafu, pak graf musi vypadat jako na obrézku
Véta 0.1.16. Rez k-kritického grafu nent klika.

Dikaz. Sporem: necht’ G je k-kriticky, S je fez v G a zdroven klika v G. Predpoklidejme, ze S =
{v1, ...y vr}, tj. #S = r. Kazdé vlastni k-vrcholové obarven{ musi pfifadit vrcholum z S r ruznych barev.
Necht’ G\S = G; UG2 U ... U G;. Potom vezmeme pro kazdé ¢ € § podgrafy S UG, (viz. obrazek
a obarvime je k — 1 barvami tak, aby barvy pouzité na vrcholech S byly pravée barvy 1,2, ...,r. (Vime,
ze existuje vlastni (k — 1)-vrcholové obarveni téchto podgrafu, takze dodateény pozadavek lze zajistit jen
vhodnou permutaci barev.) Jestlize nyni viechny takto obarvené komponenty sjednotime, ziskdme vlastn{
(k — 1)-vrcholové obarveni grafu G, coz je spor.

O

Pozndamka. V predchozim dukazu je skutecné dulezité, aby S byla klika. Pokud budeme stejné postupovat
v piipadé obecné S, muze se stat, ze vlastni (k — 1)-vrcholové obarven{ podgrafu S U G; vynucuje, aby
nékteré prvky S byly obarveny stejnou barvou, pficemz pro ruznd i € § se jednd o ruzné prvky. Nebude
potom mozné vhodné zpermutovat barvy, aby vrcholy z S mély stejnou barvu nezdvisle na 1.

0.1.2 Brooksova véta

Lemma 0.1.17. Necht’ G je k-kriticky graf s fezem S = {u,v}. Potom plati

dg(u) + dg(v) > 3k — 5.



Diikaz. Nez dokdzeme samotnou nerovnost, pripravime si tfi pomocnd tvrzeni. Mé&jme pii tom na paméti,
ze vrcholy u, v nejsou podle pfedchozi véty [0.1.16[spojeny hranou.

Tvrzeni 1.
Graf G\{u,v} (kde {u,v} nemd smysl hrany, ale mnoziny vrcholi odebirané z V(G)) se sklddd z prdvé
2 komponent G1 = (V1, E1), Gy = (Va, E3) takovyjch, Ze

o Kazdé vlastni (k — 1)-vrcholové obarveni (vlastniho) indukovaného podgrafu A = G[Vi U {u,v}]
pritazuje vrcholum u,v stejnou barvu. (Jingmi slovy: barvime-li A pomoci k — 1 barev, musime ddt
u a v stejnou barvu)

o Kazdé vlastni (k — 1)-vrcholové obarveni (vlastniho) indukovaného podgrafu B = G[Va U {u,v}]
prirazuje vrcholum u,v ruznou barvu.

Dikaz tvrzent 1:

Zpocatku nevime, zda G\{u,v} obsahuje jen dvé komponenty. Lze vSak tvrdit, ze G\{u,v} musi
obsahovat alesponi jednu komponentu s vlastnost{ komponenty G;. Kdyby to tak nebylo, mohli bychom
kazdy podgraf grafu G indukovany vrcholy jedné z komponent a vrcholy w, v obarvit k — 1 barvami tak,
7ze u a v by meély ruzné barvy. Potom bychom barvy zpermutovali tak, aby u,v mély vzdy barvy 1,2.
Takto obarvené podgrafy bychom sjednotili a ziskali tak cely graf G obarveny k — 1 barvami, coz je spor.

Ze stejného duvodu obsahuje G\{u, v} alespon jednu komponentu s vlastnosti Go. Nyn{ si tyto kom-
ponenty oznacime piimo jako Gy a Ga. Ukdzeme, 7e 74dné jiné komponenty uz v G\{u, v} neexistujf:
Indukovany podgraf AU B = G[V; U Vo U {u,v}]| podle vlastnosti komponent G; a Ga nejde (vlastnim
obarvenim) obarvit k£ — 1 barvami, protoze vrcholy «, v nemohou mit sou¢asné podle Gy stejnou a podle
G4 ruznou barvu. Proto x(A U B) = k. Protoze G je k-kriticky, musi platit G = AU B.

Tvrzeni 2.
Podgraf C = AU {{u,v}}, ktery vznikne priddnim hrany {u,v} do A, je jiz k-kriticky.

Dikaz tvrzeni 2:

Ziejme plati x(C) = k, protoze A lze obarvit k — 1 barvami jen tak, ze u, v maji stejnou barvu. Kdyz
je tedy spojime hranou, tak uz to nejde.

Ubereme-li z G libovolnou hranu, Ize jej obarvit k£ —1 barvami. Pokud navic tato hrana lezi v podgrafu
A, zustava ve vysledném grafu cely podgraf B, takze v uvedeném vlastnim obarveni musi mit u, v ruznou
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barvu. Proto nezélezi na tom, zda je navic spojime hranou. Tim jsme dokézali, ze po ubréni ¢ehokoliv z
C vznikne graf s barevnosti k — 1, takze C je k-kriticky.

Tvrzeni 3.
Oznaéme jako D graf, ktery vznikne z grafu B slouc¢enim vrchold u,v do nového vrcholu w. Potom D
je k-kriticky.

Dikaz turzeni 3:

Analogicky jako tvrzeni 2. x(D) = k, nebot’ B lze obarvit k — 1 barvami, jen kdyz u,v maji{ ruznou
barvu. Jejich spojenim do w vsak vynucujeme stejnou.

Ubereme-li z G libovolnou hranu, lze jej obarvit k— 1 barvami. Pokud navic tato hrana lezi v podgrafu
B, zustava ve vysledném grafu cely podgraf A, takze v uvedeném vlastnim obarveni musi mit u, v stejnou
barvu. Proto (z hlediska obarveni) nezédlez{ na tom, zda je navic slou¢ime do w. Tim jsme dokdzali, ze po
ubrani ¢ehokoliv z D vznikne graf s barevnosti k — 1, takze D je k-kriticky.

Nyni konecné muzeme dokdzat uvedenou nerovnost. Zrejmé plati ndsledujici vztahy:

|
Q.
>
<

U
Q
—~ N~
\_/\_/\S\_/\_/
I
U
hS
—~ T~~~

Protoze v k-kritickém grafu plati 6 > k& — 1, dostavame
da(u) +dg(v) =da(u) +dg(u) + da(v) + dg(v) =

=dc(u)+de(v) =2+ dp(w) > 3k — 5.
S—— = S~——
>k—1  >k-1 >k—1

Véta 0.1.18. (Brooks)
Necht’ G je souvisly graf , a pritom G neni ani klika ani kruznice liché délky. Potom x(G) < A(G).

Poznamka. Velmi snadno jsme jiz dokdzali, ze pro kazdy graf plati x(G) < A(G) 4 1. Nyni bude dukaz

VVVVVV

Diikaz. Nejprve ukézeme, ze BUNO lze dikaz provést pouze pro k-kritické grafy. Majme tedy souvisly
graf, ani kliku ani lichou kruznici, ktery navic meni k-kriticky. Potom najdeme jeho vlastni k-kriticky
podgraf H. Plati tedy x(H) = x(G) = k a ziejmé téz A(H) < A(G). Mohou nastat nésledujici moznosti:

1. H neni klika ani lichd kruznice. Potom pouzijeme nase tvrzeni dokdzané pro k-kritické grafy: y(H) <
A(H). Z toho plyne
xX(G) = x(H) < A(H) = A(G).



2. H je klika. Nage tvrzeni pouzit nemuzeme, zato je nyni ziejmé A(H) < A(G), protoze H je vlastnim
podgrafem souvislého grafu G. Protoze pro libovolny graf G plati x(G) < A(G) + 1, tak

X(G) = x(H) < A(H) + 1 < A(G).

3. H je lichd kruznice. Zde je zdivodnéni obdobné tomu v piedchozim bodé: Kazdy vrchol grafu H
mé stupen 2 a tak A(H) = 2. Protoze ale G je souvisly a H je vlastnim podgrafem G, tak v G
musi byt na néjaky vrchol z kruznice H napojena alesponn jedna dals$i hrana. To opét znamena
A(H) < A(G), zbytek je stejny.

Nyni dokdzeme samotné tvrzeni pouze pro k-kritické grafy, které ovsem budeme oznacovat opét jako
»,G“. Plati tedy k = x(G). Podle pozndmky je ziejmé, ze k > 4, protoze jinak by nebyly splnény
predpoklady véty. Mohou nastat dvé moznosti:

a) Necht’ v G existuje fez S = {u, v}. Potom podle pfedchozi véty plati

2A(G) > d d, >3k—5=2k—1+k—-—4>2k—-1.
(G) > dg(u) + dg(v) > + >
>0

Na levé strané nerovnosti vsak mame sudé ¢islo a na pravé strané je liché ¢islo. Proto samoziejmé musi
platit i 2A(G) > 2k, neboli
A(G) > k= x(G).

b) Necht’ v G neexistuje dvouprvkovy fez. To znamend, ze po odebrin{ libovolnych dvou vrcholu u, v
zustavd graf G\{u,v} souvisly. Z predpokladu ,,G neni klika“ najdeme v G vrcholy u,v, které nejsou
spojeny hranou, takze jejich vzdalenost d(u,v) > 2. Tim pddem najdeme wu,v i tak, ze d(u,v) = 2.
Oznacme jako w vrchol, pfes ktery jsou spojeny.

Nyni oéislujeme vrcholy grafu G specidlnim zpusobem.

e Oznacime vy = u,v9 = v, v, = W.

® U3, Uy4,Us, ..., Uy, = w budou vrcholy grafu G\{u, v} usporddané tak, ze
(Vie {3,4,...,n—1}) (3j > i) {vi,v;} € E),

neboli z kazdého vrcholu vs, vy, vs, ..., vp—1 vede v grafu G\{u, v} hrana do né&jakého vrcholu, ktery
je v usporddani az za nim. Takové usporddani vznikne napiiklad tak, ze vrcholy wvs, vy, vs, ..., v,
sefadime sestupné podle jejich vzddlenosti od vrcholu w v grafu G\{u, v}, tj. budou spliiovat

(Vi,j € {3,4,...n}) (1 < j = de\{u} (Vi W} = de fu,0y (v, w}) -
V tom piipadé ziejmé v,, = w.
Takto uspofadané vrcholy vy, ..., v, grafu G uz lze obarvit nejvyse A(G) barvami, a to takto:
e Vrcholy v; = u,vo = v dostanou barvu 1, coz je mozné, nebot’ spolu nesousedi.

e Vrcholy vs, vy, ...,v,_1 obarvujeme postupné prvni barvou, kterou je mozné pouzit. Protoze z kaz-
dého z nich vede hrana do jesté neobarvenych vrcholu, mé kazdy z nich ve chvili, kdyZz na néj piijde
fada, nejvyse A(G) — 1 jiz obarvenych sousedt, a tak existuje barva b € {1,2,..., A(G)}, kterou jej
1ze obarvit.
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e Vrchol v, = w sousedi s vrcholy u, v, které maji oba barvu 1, a déle s nejvyse A(G) — 2 dalsimi
vrcholy, které maji nejvyse A(G) — 2 ruznych barev. Celkem tedy sousedi s nejvyse A(G) vrcholy,
které maji nejvyse A(G) — 1 ruznych barev, a tak jej lze také obarvit.

O
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