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0.1 Hranové obarveńı grafu

Definice 0.1.1. Necht’ G = (V,E) je graf, k ∈ N. Zobrazeńı φ : E 7→ k̂ nazveme k-hranové obarveńı grafu
G (angl. k-edge colouring). φ se nazývá vlastńı (angl. proper) k-hranové obarveńı grafu G, pokud

(∀e, f ∈ E, e ̸= f) (φ(e) = φ(f) ⇒ e ∩ f = ∅) ,

tj. pokud hrany se stejnou barvou nemaj́ı společný konec. Hranová barevnost (angl. edge chromatic
number) χ′(G) grafu G je minimálńı k takové, že G má vlastńı k-hranové obarveńı.

Poznámka. χ′(G) ≥ ∆(G).

Poznámka. φ je vlastńı k-hranové obarveńı gafu G, právě když pro každé i ∈ k̂ φ−1(i) (všechny vrcholy
barvy i) představuje párováńı.

Důsledek. Hranová barevnost grafu G = (V,E) je minimálńı počet disjunktńıch párováńı, jejichž sjedno-
ceńım je celé E.

Úmluva. V d̊ukazech budeme často použ́ıvat obrat
”
G lze obarvit k barvami“. Máme t́ım vždy na mysli

”
existuje vlastńı k-hranové obarveńı grafu G“. Stejným zp̊usobem budeme hovořit o grafech i v daľśı
kapitole, zabývaj́ıćı se vrcholovým obarveńım.

0.1.1 Problém rozvrhu hodin

Př́ıklad. Uvažujme bipartitńı graf G = (V1 ∪ V2, E), kde V1 představuje množinu učitel̊u a V2 množinu
kroužk̊u. Z u ∈ V1 vede do v ∈ V2 m hran, pokud učitel u uč́ı v kroužku v m hodin (např. týdně).
Nalezneme obarveńı grafu G, a potom hrany stejné barvy, představuj́ıćı párováńı v G, znamenaj́ı stejný
čas (hodinu, termı́n) přednášky. Zat́ım však neuvažujeme omezeńı počtem volných mı́stnost́ı.

Věta 0.1.2. Je-li G = (V1 ∪ V2, E) bipartitńı graf, tak plat́ı χ′(G) = ∆(G).

Úmluva. Vzhledem k velmi častému výskytu symbolu ∆(G) označuj́ıćıho maximálńı stupeň grafu G v
následuj́ıćım výkladu budeme mı́sto ∆(G) psát jen ∆.

D̊ukaz. Využijeme d̊usledku ?? (sňatkového problému), který ř́ıká, že r-regulárńı bipartitńı graf má per-
fektńı párováńı. Z G nejdř́ıve takový graf vyrob́ıme, a to takto:

1. Necht’ BÚNO #V1 > #V2. Potom doplńıme do V2 potřebný počet izolovaných vrchol̊u, vznikne tak
V ′
2 , #V1 = #V ′

2 .

2. Ve V1 vybereme libovolný vrchol u se stupňem dG(u) < ∆. Potom i ve V ′
2 muśı existovat vrchol v

se stupňem dG(v) < ∆. Vrcholy u, v spoj́ıme hranou. Tento krok opakujeme, dokud je to možné,
přičemž skonč́ıme zřejmě právě tehdy, když všechny vrcholy budou mı́t stupeň roven ∆.

Dostaneme nový ∆-regulárńı graf G̃ = (V1∪V ′
2 , Ẽ). Najdeme v něm perfektńı párováńıM , všechny hrany

z M obarv́ıme barvou ∆ a následně je z grafu G̃ odstrańıme. T́ım źıskáme (∆− 1)-regulárńı graf a úvahu
můžeme opakovat, dokud zbývaj́ı nějaké hrany. Výsledkem bude, že nakonec p̊uvodńı ∆-regulárńı graf
G̃ bude obarven ∆ barvami. To znamená, že i jeho podgraf G lze obarvit ∆ barvami, takže χ′(G) ≤ ∆.
Vı́me však, že vždy plat́ı χ′(G) ≥ ∆, a tvrzeńı je tedy dokázáno.

Lemma 0.1.3. Necht’ M1,M2 jsou dvě disjunktńı párováńı v grafu G = (V,E) taková, že #M1 > #M2.
Potom existuj́ı disjunktńı párováńı N1, N2 v G taková, že:

1. N1 ∪N2 =M1 ∪M2,

2. #N1 = #M1 − 1, #N2 = #M2 + 1, tj. N1, N2 maj́ı menš́ı rozd́ıl v počtu prvk̊u.
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D̊ukaz. Definujme graf H = (V,M1 ∪M2). Potom zřejmě (∀v ∈ V ) (dH(v) ≤ 2). H je sjednoceńım izo-
lovaných vrchol̊u, cest a kružnic sudé délky, čehož jsme již jednou využili v d̊ukazu Bergeovy věty ??.
Protože #M1 > #M2, muśı v H existovat cesta liché délky 2k+ 1, která má k hran z M2 a k+ 1 hran z
M1. Tuto cestu označ́ıme P . Nyńı definujeme

N1 = (M1\P ) ∪ (P ∩M2),

N2 = (M2\P ) ∪ (P ∩M1),

tj. na cestě P vyměńıme hrany mezi M1 a M2, mimo cestu zařad́ıme do Ni stejné hrany jako jsou
v Mi. N1, N2 jsou opět párováńı a přitom si lze snadno rozmyslet, že splňuj́ı oba body dokazovaného
lemmatu.

Př́ıklad. Vrat’me se nyńı k problému rozvrhu hodin. Necht’ l je počet dostupných mı́stnost́ı a m = #E,
tj. celkový počet r̊uzných vyučovaćıch hodin všech kroužk̊u. Potom počet r̊uzných čas̊u (termı́n̊u, angl.
period) P potřebných pro výuku muśı splňovat P ≥

⌈
m
l

⌉
. Rovněž plat́ı P ≥ ∆, protože ∆ = χ′(G), tj.

počet r̊uzných barev v nejlepš́ım možném obarveńı bipartitńıho grafu G. Celkově tedy plat́ı

P ≥ max
{⌈m

l

⌉
,∆
}
.

Předpokládejme, že l = 6. Snadno si lze představit př́ıpad bipartitńıho grafu, pro který plat́ı ∆ = 2 a
v němž najdeme jeho hranové obarveńı dvěma barvami, tj. dvě disjunktńı párováńıM1,M2, pro něž plat́ı
#M1 = 8,#M2 = 2 a M1 ∪M2 = E. Potom počet potřebných čas̊u pro výuku bude P = 3, protože blok
přednášekM1, které by teoreticky (bez daľśıch omezeńı) mohly prob́ıhat současně, bude nutné rozdělit na
dvě části kv̊uli nedostatku mı́stnost́ı. Opakovanou aplikaćı minulého lemmatu však lze postupně upravit
párováńı M1,M2 tak, že #M1 = #M2 = 5. Potom již bude potřeba pouze P = 2 = max

{⌈
10
6

⌉
, 2
}

r̊uzných čas̊u.
V následuj́ıćım ukážeme, že vždy existuje takový rozvrh, pro nějž plat́ı

P = max
{⌈m

l

⌉
,∆
}
.

Začneme obecnou úvahou. Necht’ existuje p disjunktńıch párováńıM1, ...,Mp vG, pro něž plat́ı
⋃
i∈p̂Mi =

E. Potom opakovaným použit́ım předchoźıho lemmatu lze tato párováńı upravit tak, že

((∀i, j ∈ p̂) (|#Mi −#Mj | ≤ 1)) ,

tj. hrany jsou co nejrovnoměrněji rozděleny do jednotlivých párováńı, a tak v každém párováńı je nejvýše⌈
m
p

⌉
hran. V takovém př́ıpadě je maximálńı počet hran v párováńı, tj. č́ıslo maxi∈p̂#Mi, nejmenš́ı možné.

Nyńı již dokážeme uvedený vztah. Najděme obarveńı grafu G ∆ barvami. Potom źıskáme ∆ disjunkt-
ńıch párováńı

M1 = φ−1(1), ...,M∆ = φ−1(∆).

1. Necht’
⌈
m
l

⌉
< ∆. Potom chceme dokázat P = ∆. Párováńı M1, ...,M∆ uprav́ıme popsaným postu-

pem tak, že (
∀i ∈ ∆̂

)(
#Mi ≤

⌈m
∆

⌉)
.

Z předpokladu však postupně plat́ı, že⌈m
l

⌉
< ∆ ⇒ m

l
< ∆ ⇒ m

∆
< l ⇒

⌈m
∆

⌉
≤ l.

To znamená, že každé párováńı Mi lze považovat za blok současně prob́ıhaj́ıćı výuky, protože se
vždy vejde do dostupných mı́stnost́ı. Proto P = ∆.

2. Necht’
⌈
m
l

⌉
≥ ∆. Potom chceme dokázat P =

⌈
m
l

⌉
. Je jasné, že existuje-li v G ∆ disjunktńıch

párováńı, pak existuje i
⌈
m
l

⌉
disjunktńıch párováńı. Stač́ı totiž potřebný počet párováńı rozdělit
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na dvě nebo v́ıce disjunktńıch párováńı, nebo definovat Mi = ∅ pro každé ∆ < i ≤
⌈
m
l

⌉
. Párováńı

M1, ...,M⌈m
l ⌉ pak uprav́ıme tak, aby

(
∀i ∈

{
1, 2, ...,

⌈m
l

⌉})(
#Mi ≤

⌈
m⌈
m
l

⌉⌉) .
Nyńı opět ukážeme, že tato párováńı už lze brát jako bloky současně prob́ıhaj́ıćı výuky, protože se
vejdou do l mı́stnost́ı. Plat́ı totiž: ⌈

m⌈
m
l

⌉⌉ ≤

⌈
m(
m
l

)⌉ = ⌈l⌉ = l.

0.1.2 Vizingova věta

Věta 0.1.4. (Vizing)
Pro libovolný graf G plat́ı χ′(G) ≤ ∆(G) + 1.

Poznámka. Protože v́ıme χ′(G) ≥ ∆, tak Vizingova věta znamená, že hranová barevnost grafu může
vlastně nabývat jen dvou hodnot: ∆ a ∆ + 1. Důkaz této věty provedeme až poté, co si připrav́ıme dvě
pomocná tvrzeńı.

Lemma 0.1.5. Necht’ G = (V,E) je souvislý graf, G neńı kružnice liché délky. Potom existuje 2-hranové
obarveńı G takové, že na každém vrcholu se stupněm alespoň 2 se vyskytuj́ı hrany obou barev.

D̊ukaz. V d̊ukazu využijeme znalost́ı o eulerovských grafech.

1. Necht’ G je eulerovský. Potom

(a) všechny stupně jsou 2. Z předpokladu se pak jedná o kružnici sudé délky. Hrany obarv́ıme
stř́ıdavě oběma barvami, a každý vrchol pak spojuje dvě hrany dvou r̊uzných barev.

(b) existuje vrchol se stupněm ≥ 4. Z tohoto vrcholu pak začneme eulerovský cyklus, barv́ıme
opět stř́ıdavě. Proč zrovna tento vrchol voĺıme za počátečńı plyne z následuj́ıćıho. Do každého
vrcholu kromě počátečńıho totiž vstouṕıme po hraně jedné barvy a okamžitě jej opoušt́ıme
po hraně druhé barvy. Pokud bychom za počátečńı vrchol zvolili vrchol se stupněm 2, tak
bychom u něj tuto jistotu neměli. Má-li však počátečńı vrchol stupeň alespoň 4, potom j́ım v
eulerovském cyklu projdeme alespoň jednou stejným zp̊usobem jako ostatńımi vrcholy.

2. Necht’ G neńı eulerovský, tj. podle věty ?? má vrchol s lichým stupněm. Protože ale∑
v∈V

dG(v) = 2#E

je sudý, je vrchol̊u s lichým stupněm sudý počet. Když ke grafu G přidáme vrchol x /∈ V a napoj́ıme
ho na všechny vrcholy s lichým stupněm, bude mı́t x sudý stupeň a nový graf G̃ bude eulerovský.
Tento graf obarv́ıme podle bodu 1 a nakonec vše, co jsme přidali, opět odebereme. Každý vrchol v
G̃ kromě x však má u sebe obě barvy hran zastoupeny v stejném počtu: do každého vrcholu jsme
přǐsli a zase odešli. Při odebráńı hran z G̃ u vrchol̊u se sudým stupněm už nic nezměńıme, u vrchol̊u
s lichým stupněm (v G), který je alespoň 3, pak nezmiźı žádná z barev, protože v G̃ u něj byla
každá alespoň dvakrát.

Definice 0.1.6. k-hranové obarveńı φ : E 7→ k̂ grafu G = (V,E) se nazývá optimálńı, jestliže pro každé

jiné k-hranové obarveńı φ̃ : E 7→ k̂ plat́ı ∑
v∈V

cφ(v) ≥
∑
v∈V

cφ̃(v),

kde cφ(v) je počet r̊uzných barev hran vedoućıch z vrcholu v.
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Poznámka. Obarveńı φ je vlastńı, právě když (∀v ∈ V ) (cφ(v) = dG(v)).

Poznámka. Pojem optimálńı obarveńı nevyužijeme nikde jinde než v d̊ukazu Vizingovy věty.

Lemma 0.1.7. Necht’ φ je optimálńı obarveńı grafu G = (V,E) a necht’ existuje vrchol u ∈ V a barvy i, j
takové, že barva i se na vrcholu u nevyskytuje v̊ubec a barva j se na u vyskytuje alespoň dvakrát. Potom
komponenta U grafu

G̃ =
(
V, φ−1(i) ∪ φ−1(j)

)
,

která obsahuje vrchol u, je kružnice liché délky.

D̊ukaz. Sporem: V G̃ určitě plat́ı dG̃(u) ≥ 2 a počet barev u vrcholu u v grafu G̃ (při obarveńı φ grafu
G) je 1. Kdyby U nebyla lichá kružnice, pak lze podle lemmatu 0.1.5 naj́ıt 2-hranové obarveńı φ̃ grafu
G̃ barvami i, j takové, že cφ̃(u) = 2 a u ostatńıch vrchol̊u v grafu G̃ počet barev neklesne. Definujeme-li
pak nové obarveńı ψ grafu G jako

(∀e ∈ E)

(
ψ(e) =

{
φ(e) pokud φ(e) /∈ {i, j}
φ̃(e) pokud φ(e) ∈ {i, j}

)
,

tak bude platit ∑
v∈V

cφ(v) <
∑
v∈V

cψ(v),

což je spor s optimalitou φ.

Nyńı máme již vše připraveno pro d̊ukaz Vizingovy věty 0.1.4.

D̊ukaz. Mějme libovolný graf G = (V,E). Ukážeme, že χ′(G) ≤ ∆ + 1. Vezmeme optimálńı (∆ + 1)-
hranové obarveńı φ grafu G a sporem o něm dokážeme, že je vlastńı.

Necht’ φ neńı vlastńı. Potom existuje u ∈ V takový, že cφ(u) < dG(u). Proto

• existuje barva i0, která na u scháźı (taková barva existuje na každém vrcholu) a

• existuje barva i1, která je na u aslespoň dvakrát.

Označme v1 vrchol, do nějž vede z u hrana barvy i1. Dále označme i2 barvu, která se nevyskytuje na v1.
Potom i2 se vyskytuje na u. V opačném př́ıpadě totiž přebarv́ıme hranu {u, v1} na i2, t́ım se počet barev
na u zvýš́ı (i1 je na u dvakrát), ale počet barev na v1 neklesne. To je spor s optimalitou φ.

v
v

vppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppp
pppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppi1

i2

v2

v1

u

Označme rekurzivně pro rostoućı k = 2, 3, ... jako ik barvu, která neńı na vk−1. Potom plat́ı, že pro
každé k tato barva muśı být na u. Dı́ky tomu lze označit vrchol, do nějž vede z u hrana barvy ik, jako
vk. Zd̊uvodněńı uvedeného tvrzeńı provedeme indukćı podle k: Pokud ik na u chyb́ı, přebarv́ıme hranu
{u, vk−1} na ik, č́ımž se počet barev na vk−1 nesńıž́ı. Počet barev na u se zvýš́ı (a tak ihned dostaneme
spor) jen tehdy, pokud ik−1 je stále na u, jinak pouze neklesne. V druhém př́ıpadě však źıskáme jiné
optimálńı obarveńı grafuG, při němž ik−1 neńı na u, což je zase spor s indukčńım předpokladem. Počátečńı
krok pro k = 2 jsme již dokázali nad obrázkem.

Pro určité k nastane situace, že barva ik+1, která scháźı na vk, se již vyskytuje mezi barvami i1, ..., ik−1.
Označ́ıme jako l takový index, že ik+1 = il. To je zobrazeno na následuj́ıćım obrázku:
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v

vv

v
v

vpppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppp
ppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppp

ppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppp

ppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppp

pppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppp
ppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppp

il−1

vl−1

il = ik+1

ik

vl

vk i1

i2

v2

v1
u

Nyńı definujeme nové obarveńı φ̃, které bude pro všechny hrany stejné jako φ, až na následuj́ıćı změny:

(∀j ∈ {1, ..., l − 1}) (φ̃ ({u, vj}) = ij+1) .

Potom bude při obarveńı φ̃ situace následuj́ıćı:

v

vv

v
v

vpppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppp
ppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppp

ppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppp

ppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppp

pppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppp
ppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppp

il il

i3

i2

vl−1

ik

vl

vk

v2

v1
u

Každý vrchol vj , j ∈ {1, ..., l − 1}, dostal na hraně {u, vj} barvu, kterou předt́ım neměl. Vrchol u ztratil
v1, ale tu měl dvakrát. Nyńı ji má jen jednou, ale zase má alespoň dvakrát il. Z toho je jasné, že φ̃ je
opět optimálńı obarveńı grafu G.

Definujeme ještě jedno obarveńı ˜̃φ, které bude pro všechny hrany stejné jako φ, až na následuj́ıćı
změny:

(∀j ∈ {1, ..., k})
(
˜̃φ ({u, vj}) = ij+1

)
.

Potom při obarveńı ˜̃φ dostaneme situaci:

v
v

vv

v
v

vpppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppp pppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppp
ppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppp

ppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppp

ppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppp

pppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppp
pppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppik+1 = il

ik

vk−1

il+1 il

i3

i2

vl−1vl

vk

v2

v1
u

Rovněž obarveńı ˜̃φ je zřejmě optimálńı. Nyńı již snadno dojdeme ke sporu, když použijeme lemma
0.1.7. Komponenta podgrafu

G̃ =
(
V, φ̃−1(i0) ∪ φ̃−1(il)

)
,
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obsahuj́ıćı vrchol u, má totiž být lichá kružnice. Z vrcholu vl−1 nás tato kružnice přivede po hranách
barvy i0 a il do vrcholu vl.

v
v

v

v v

v

ppppppppppppppppppppppppppppppppppppppp
ppppppppppp

pppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppp
ppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppp

ppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppp

ppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppp

pppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppp
ppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppp

u
v1

v2

vk

vl

ik

vl−1

i2

i3

ilil

Zároveň však plat́ı, že i komponenta podgrafu

˜̃G =
(
V, ˜̃φ−1(i0) ∪ ˜̃φ−1(il)

)
,

obsahuj́ıćı vrchol u, je lichá kružnice. Z vrcholu vl−1 nás tato kružnice přivede po hranách barvy i0 a il
do vrcholu vk.

v
v

vv

v
v

v

pppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppp
pppppppppppppppp

pppppppp
pppppp
ppppp p p p

p p p p p p p p p p
p p p p p ppppppppp pppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppp pppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppp

ppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppp
ppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppp

ppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppp

pppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppp
pppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppppik+1 = il

ik

vk−1

il+1 il

i3

i2

vl−1vl

vk

v2

v1
u

To je ale spor, protože jediné hrany, které maj́ı v obarveńı ˜̃φ barvu odlǐsnou od barvy v obarveńı φ̃, jsou
hrany {u, vl}, {u, vl+1}, ..., {u, vk}, takže kružnice vedoućı přes vl−1 se nemůže t́ımto zp̊usobem změnit
jen d́ıky změně obarveńı z φ̃ na ˜̃φ.
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