1. KONVERGENCE NA PROSTORU NAHODNYCH VELICIN

Definice 1. Bud (X,);° posloupnost ndhodnych veli¢cin. Potom X, konverguje k X podle
pravdépodobnosti — znac¢ime X, 5x— pokud pro kazdé € > 0 je

ILm P({w]|X, —X|>¢€})=0.

Véta 2. Pro limitu podle pravdépodobnosti plati:
(1) Jestlize X, 5 X a ¥, =Y, pak X, +V, = X + V.
(2) Jestlize X,, = X, pak X, — X = 0.
(3) Jestlize X,, 0> X, pak aX, — aX.
(4) Jestlize X,, & K, pak X2 2 K2.
(5) Jestlize X,, = a a Y, = b, pak X,,Y,, — ab.
(6) Jestlize X, = a a Yy, > b, pak X,,/Y; — a/b.

Dukaz. (1) Plat{
(W |(Xp = X)+ (Y, = V)| > e} C {w| [ X — X| + Y, — Y| > e} C
o2 Shfuln 1= )
Daéle z Booleovy nerovnosti vyplyva, ze
P(I(X0 = X) + (Y = ¥)| 2 ) < P(IXo = X| 2 5) + P(Ya Y| 2 3).

P(|Xn*X*O| 25):P(|Xn*X| 25)
(3) P(laX, —aX|>e) = P(|X, - X| > %).

P(|X, — 0] > £) = P(|X,| > v/€). Potom pokud X,, — K 2 0, pak Z, = (X,,— K)? 2 0,
Zn = X2 — 2K X, + K2 5 0. Dile ozna¢me U, = 2K X,, — K2. Protoze X,, — K, plati

2K X, 5 2K? a 2K X,, — K2 5 K2 Koneéné X2 = Z, + U, = K2.
(5) Z piedchozich pravidel vyplyvéa, ze

1 p 1
XYy = 2 ((Xn + V)2 — (X, - Y,)?) — F(a+ b)? — (a —b)?) = ab.
(6) Nejprve dokdzeme, ze X, Pl = % L Plati, ze

e e B U S e L b |

Z BOOleovy nerOVHOSli
4<n ‘in 4(n .

P(lgo):P(XngO)gP(Xn§O)+P(Xn22):

1
Pl|l— -1
(I

n

Dale plati

= P(|Xn—1|>1) >0,

1 €
— <] - = —-1> —1] =
P<O<Xn_1 5) P<Xn 1‘1—5) 0,

1 €
_ > = — > — .
P<Xn1+6> P(l Xn1_5>—>0

Potom Y= Ty 1, podle lemmatu - Plaz predchozich pravidel pak XnXL — 1.
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Priklad. Budte (X,,)7° iid ~ N(p,0?),

Ukazeme, ze Y, L u. Pro Y, plat{ Y, ~ N(yu, %2)
P(Ya — il 2 &) =1 = P([Yy —n] < &) =
1 N
e[ g (L,
o

27 202
Sn:lyn_/"|<€

ev/n
o1 #2 1 #2
=1- ——exp|—— ) 21— ——exp|——=]=0
/ V2T p( 2> /\/27T p( 2)
_evn R

Definice 3. Posloupnost ndhodnych veli¢in X,, konverguje skoro jisté (X, Sy x ), pravé kdyz
P{w lim X, :X} —1.

n—oo
Definice 4. Posloupnost ndhodnych veli¢in X, konverguje podle a-stiedu (X, S x ), préve kdyz
E|X, - X|" —0.

Definice 5. Posloupnost ndhodnych veli¢in X,, konverguje v distribuci (X, Dx ), prave kdyz
Fx, (x) — Fx pro kazdé = € R, kde Fx je spojité.

Definice 6. Kolmogorovova vzdélenost distribu¢nich funkei
K(F,G) =sup|F(z) — G(z)|.
z€R

Piseme X,, — X, pravé kdyz K (Fx,, Fx) — 0.
Véta 7. Bud X,, posloupnost ndhodnych veliéin. Potom plati:
(1) XH%X — X, 5 X;
2 X, x = x,5x = x, 5 x.
Diikaz. (1) Bud e > 0 libovolné, potom
P{|X, —z|>¢} = / fx, x depde <

S|z, —x|>e

PRY)
M fx, x de,de <

——
S:|z,—z|>e M|

<

1 1
< 2 /(xn - 13>2an,X = ?E(Xn - X)2~
R2

Fx, @) =P(Xn <) =
=PX,<zA|X,—-X|<e)+P(X,<zA|X,—X|>¢)<
<PX-e<zN|X,—X|<e)+P(|X,—X|>¢) <
<P(X <z+e)+P(X,— X|>¢)

Z toho vyplyvé, ze limsup Fx, () < Fx(z + ). Analogicky se dokdze, ze Fx, (x) >
Fx(z—¢)— P(|X,, — X| > ¢) aliminf Fx, () > Fx(xz —¢).
Pokud je x bod spojitosti Fx, pak Fx, (x) — Fx(x).



(b) X, 25 X, préve kdyz

X, x1 = U ﬁ{w

k=1n=1p=n

p<M0>—P<G N U {|X,,X > ;}) 0,

k=1n=1p=n

z ¢ehoz vyplyva, ze Vk € N

P(ﬁ G{IXP—XQ;}) 0

n=1p=n

a z véty o spojitosti pravdépodobnosti

. = 1)
nlgr;OP<U {|X,,—X >k}> =0,

p=n

dale (Vk)(V6)(Ing)(¥n > ngp)

a (Vk)(V0)(Vp > no)
> < 0.

P <|X,, —X|>

T =

1
|Xp—X§k}:MaP(M):1.



