
1. Úvod

1.1. Prostor elementárńıch jev̊u, algebra jev̊u.

Definice 1. Označme Ω prostor elementárńıch jev̊u, ω ∈ Ω elementárńı jev, A ⊂ Ω jev.

Definice 2. Bud’te A,B jevy, potom

• A = Ω je jev jistý.
• AC je jev opačný k jevu A. Plat́ı ω ∈ A ⊻ ω ∈ AC.
• A ∪B je jev, kdy nastává A nebo B.
• Pokud A a B nenastávaj́ı současně, ř́ıkáme, že jde o jevy navzájem neslučitelné.
• Jsou-li A,B neslučitelné, ṕı̌seme + mı́sto ∪: A+B.
• A ⊂ B, právě když plat́ı ω ∈ A =⇒ ω ∈ B.
• A ∩B (A ·B) je jev, kdy A a B nastávaj́ı současně.
• ∅ je jev nemožný.
• A = B, právě když A ⊂ B a B ⊂ A.
• A−B je jev, kdy A nastane a B nenastane.
• Symetrická diference A △ B = (A−B) ∪ (B −A).

Pozorováńı. Je-li A ∪B = ∅, pak A a B jsou neslučitelné.

Věta 3. Necht’ A,B,C ⊂ Ω jsou jevy, N ∈ N nebo +∞. Pak

(1) A ⊂ A;
(2) A ⊂ B ∧B ⊂ C =⇒ A ⊂ C;
(3) A ∩A = A, A ∪A = A;
(4) A ∪A = B ∪A, A ∩B = B ∩A;
(5) A ∩ (B ∩ C) = (A ∩B) ∩ C, A ∪ (B ∪ C) = (A ∪B) ∪ C;
(6) ∅ ⊂ A ⊂ Ω;
(7) A ∩B ⊂ A ⊂ A ∪B;
(8) ∅ ∩A = ∅, ∅ ∪A ⊂ A;
(9) Ω ∩A = A, Ω ∪A = Ω;

(10) (AC)C = A;
(11) (A ∪B)C = AC ∩BC, (A ∩B)C = AC ∪BC;
(12) A ∪B = A+BAC;
(13) B = AB +ACB;
(14) A ∩ (B ∪ C) = AB ∪AC, A ∪ (B ∩ C) = (A ∪B) ∩ (A ∪ C);
(15)

N⋃
n=1

An = A1 +

N∑
n=2

AC
1 ·AC

n−1An;

(16) (
N⋃

n=1

An

)C

=

N⋂
n=1

AC
n ,

(
N⋂

n=1

An

)C

=

N⋃
n=1

AC
n ;

(17) A ∩AC = ∅;
(18) A ∪AC = Ω;
(19) A ∩ (B + C) = AB +AC.

1.2. Axiomy pravděpodobnostńıho prostoru.

Definice 4. Bud’ Ω prostor elementárńıch jev̊u, A ⊂ 2Ω množina jev̊u. Požadujeme, aby A tvořila
σ-algebru jev̊u, tj. aby

(1) ∅ ∈ A;
(2) A ∈ A =⇒ AC ∈ A;
(3) A1, A2, . . . , A∞ ∈ A =⇒

⋃∞
j=1 Aj ∈ A.

Poznámka. Ne všechny podmnožiny Ω jsou jevy. To plat́ı pouze u spočetných Ω.
1
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Pozorováńı. Ω ∈ A,
⋃n

j=1 Aj ∈ A.

D̊ukaz. (1) ∅ ∈ A =⇒ Ω = ∅C ∈ A;
(2) Stač́ı položit An+1 = An+2 = · · · = ∅.

□

Věta 5. Bud’te A1, A2, . . . , An, . . . ∈ A. Potom
∞⋂
j=1

Aj ∈ A.

D̊ukaz. Protože Aj ∈ A, podle axiomu 2 je AC
j ∈ A, podle axiomu 3

n⋃
j=1

AC
j ∈ A =⇒

 n⋃
j=1

AC
j

C

∈ A =⇒
n⋂

j=1

Aj ∈ A.

□

Definice 6. Pravděpodobnost P je funkce P : A 7→ R taková, že

(1) P (A) ≥ 0 pro každé A 7→ A;
(2) P (Ω) = 1;
(3) Pro každé A1, A2, . . . , An, . . . ∈ A disjunktńı je

P

 ∞∑
j=1

Aj

 =

∞∑
j=1

P (Aj).

Věta 7. (1) P (∅) = 0.
(2)

P

 n∑
j=1

Aj

 =

n∑
j=1

P (Aj)

D̊ukaz. (1) Ω ∈ A, P (Ω) = 1, ΩC = ∅. Protože Ω + ∅+ ∅+ · · · = Ω, je
∞∑
1

P (∅) = 0

a P (∅) = 0.
(2) Stač́ı zvolit An+1 = An+2 = · · · = ∅, potom

P

 ∞∑
j=1

Aj

 =

∞∑
j=1

P (Aj) =

n∑
j=1

P (Aj) + 0.

□

Věta 8. Bud’te A,B ∈ A. Pak P (A ∪B) = P (A) + P (B)− P (A ∩B)

D̊ukaz. A ∪B = A+ (B ∩AC), P (A ∩B) = P (A) + P (B ∩AC); dále plat́ı B = B ∩AC +A ∩B
a P (B) = P (B ∩AC) + P (A ∩B). Z toho okamžitě vyplývá tvrzeńı věty. □

Poznámka. P (A∪B∪C) = P (A)+P (B)+P (C)−P (A∩B)−P (B∩C)−P (A∩C)+P (A∩B∩C).

Věta 9 (Booleova nerovnost). P (A ∪B) ≤ P (A) + P (B).

Důsledek.

P

N,∞⋃
j=1

Aj

 ≤
N,∞∑
j=1

P (Aj)

Věta 10. A ⊂ B =⇒ P (A) ≤ P (B)
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D̊ukaz. B = A+B ∩AC, P (B) = P (A) + P (B ∩AC), přičemž P (B ∩AC) ≥ 0. □

Důsledek. P (A) ≤ 1, nebot’ A ⊂ Ω.

Lemma 11 (o spojitosti). Pravděpodobnost je spojitá funkce shora i zdola:

(1) Necht’ An ∈ A, An ↗ A, (An ⊂ An+1), A =
⋃∞

j=1 An. Pak limn→∞ P (An) = P (A).

(2) Necht’ An ∈ A, An ↘ A, (An ⊃ An+1), A =
⋂∞

j=1 An. Pak limn→∞ P (An) = P (A).

D̊ukaz. (1) Necht’ An ↘ ∅, dokážeme, že v tom př́ıpadě P (An) → 0
(a) Existence limity plyne z monotonie pravděpodobnosti P (An) ≥ P (An+1) a pozitivity

P ≥ 0.
(b) Bud’ Bn = An −An+1, potom

An =

∞∑
j=n

Bj .

Protože

A1 =

∞∑
j=1

Bj ,

a Bj jsou disjunktńı, je

P (A1) =

∞∑
j=1

P (Bj).

Řada na pravé straně konverguje, proto je

lim
n→∞

∞∑
j=n

P (Bj) = 0.

(2) Bud’ A ̸= ∅, An ↘ A ̸= ∅. Plat́ı An = (An −A) +A, P (An) = P (An −A) + P (A). Potom
P (An −A) → 0 a P (An) → P (A).

(3) Bud’ A ̸= ∅, An ↗ A ̸= ∅. Plat́ı A = (A−An) +An, P (A) = P (A−An) + P (An). Potom
P (A−An) → 0 a P (An) → P (A).

□

1.3. Podmı́něná pravděpodobnost.

Definice 12. Necht’ P (B) > 0. Pak podmı́něná pravděpodobnost A za předpokladu jevu B je
definována jako

P (A|B) =
P (A ∩B)

P (B)
.

Věta 13. P (·|B) je pravděpodobnost ve smyslu definice 6.

D̊ukaz. (1)

P (A|B) =
P (A ∩B)

P (B)
≥ 0;

(2)

P (Ω|B) =
P (Ω ∩B)

P (B)
=

P (B)

P (B)
= 1;

(3)

P

 ∞∑
j=1

Aj

∣∣∣∣∣∣B
 =

P
((∑∞

j=1 Aj

)
∩B

)
P (B)

=
P
(∑∞

j=1(Aj ∩B)
)

P (B)
=

=

∑∞
j=1 P (Aj ∩B)

P (B)
=

∞∑
j=1

P (Aj ∩B)

P (B)

□
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Věta 14 (o násobeńı pravděpodobnosti). Bud’te A0, A1, . . . , An ∈ A tak, že plat́ı P (A0 ∩ A1 ∩
· · · ∩An) > 0. Pak

P (A0 ∩A1 ∩ · · · ∩An) = P (A0)P (A1|A0)P (A2|A0 ∩A1) · · ·P (An|A0 ∩ · · · ∩An−1)

D̊ukaz. Plat́ı

A0 ∩ · · · ∩An ⊂ A0 ∩ · · · ∩An−1 ⊂ · · · ⊂ A0

a

0 < P (A0 ∩ · · · ∩An) ≤ P (A0 ∩ · · · ∩An−1) ≤ · · · ≤ P (A0)

Pro n = 1 je to definice podmı́něné pravděpodobnosti. Přechod n → n+ 1:

P (A0 · · ·An︸ ︷︷ ︸
B

An+1) = P (A0 · · ·An)P (An+1|A0 · · ·An).

Pro P (A0 · · ·An) využijeme indukčńıho předpokladu. □

Věta 15 (o úplnosti). Necht’ (Hn)
N
n=1 tvoř́ı úplný rozklad jistého jevu, tj. P (Hn) > 0, Hn jsou

disjunktńı a

P

 N∑
j=1

Hj

 = 1.

Pak

P (A) =

N∑
j=1

P (A|Hn)P (Hn).

D̊ukaz.

P (A) = P

A ∩

 N∑
j=1

Hj

+ P

A ∩

 N∑
j=1

Hj

C
 =

= P

 N∑
j=1

(A ∩Hj)

+ P


 N∑

j=1

Hj

C
 =

N∑
j=1

P (A ∩Hj)

□

Věta 16 (Bayes). Necht’ (Hn)
N
j=1 tvoř́ı úplný rozklad jistého jevu a P (A) > 0. Pak

P (Hj |A) =
P (A|Hj)P (Hj)∑N
i=1 P (A|Hi)P (Hi)

.

D̊ukaz.

P (Hj |A) =
P (Hj ∩A)

P (A)
=

P (A|Hj)P (Hj)∑N
i=1 P (A|Hi)P (Hi)

□

1.4. Stochastická nezávislost jev̊u.

Definice 17. Necht’ C znač́ı systém jev̊u. Jevy z C nazýváme nezávislé, pokud pro každý konečný
systém A1, . . . , An ∈ C plat́ı P (A1 ∩A2 ∩ · · · ∩An) = P (A1)P (A2) · · ·P (An).

Věta 18. Bud’te A,B nezávislé jevy. Potom A a BC jsou nezávislé.

D̊ukaz. Protože P (A) = P (A ∩B) + P (A ∩BC), je P (A ∩BC) = P (A)− P (A)P (B) = P (A)(1−
P (B)) = P (A)P (BC) □

Důsledek. AC a BC jsou nezávislé.

Věta 19. Bud’ P (B) > 0. Pak A,B jsou nezávislé, právě když P (A|B) = P (A).
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D̊ukaz. Bud’te A,B nezávislé, pak

P (A|B) =
P (A ∩B)

P (B)
= P (A).

Necht’ P (A|B) = P (A). Potom P (A ∩B) = P (A|B)P (B) = P (A)P (B). □

Poznámka. (1) Bud’ A jev, B jev takový, že P (B) = 0. Pak A,B jsou nezávislé: 0 ≤ P (A ∩
B) ≤ P (B) = 0 = P (A)P (B).

(2) Bud’ A ∈ A. Potom A,Ω jsou nezávislé.

Definice 20. Soubor, jehož každé dva prvky jsou nezávislé, nazýváme párově nezávislý.

1.5. Borelovská algebra, borelovsky měřitelné funkce.

Definice 21. Neprázdný systém S podmnožin množiny X se nazývá algebrou, pokud plat́ı:

(1) ∅ ∈ S,
(2) (∀E,F ∈ S)(E ∖ F ∈ S),
(3) E ∪ F ∈ S.

Definice 22 (alternativńı). Neprázdný systém S podmnožin množiny X se nazývá algebrou,
pokud plat́ı:

(1) (∀E ∈ S)(X ∖ E ∈ S),
(2) (∀E,F ∈ S)(E ∪ F ∈ S).

Definice 23. Necht’ Z je libovolný systém z 2X . Definujeme

σ(Z) =
⋂
α∈I

Sα,

kde Sα jsou σ-algebry takové, že Z ⊂ Sα.
Množina σ(Z) se nazývá mininálńı σ-algebrou nad systémem Z.

Definice 24. Bud’X = R, τ = {(ai, bi)|ai < bi∧ai, bi ∈ R}, pak σ(τ) =: B1 se nazývá borelovská
algebra a B ∈ B1 se nazývá borelovsky měřitelná.

Definice 25. Náhodná veličina je funkce X : Ω 7→ R taková, že pro každé x ∈ R plat́ı
{ω|X(ω) ≤ x} ∈ A, X−1((−∞, x]) ∈ A.

Definice 26. Bud’ A ∈ A. Potom funkce

1A(ω) =

{
0 ω ̸∈ A

1 ω ∈ A

je charakteristická funkce A.

Poznámka. (1) Funkce 1A je náhodná veličina.
(2) Značeńı: {ω|X(ω) ∈ S} =: {X ∈ S}.

Věta 27. Funkce X : Ω 7→ R je náhodná veličina, právě když (∀x ∈ R)({X < x} ∈ A).

D̊ukaz. □

1.6. Operace s náhodnými veličinami.

(1) Sč́ıtáńı: (X + Y )(ω) = X(ω) + Y (ω).

D̊ukaz, že X + Y je n.v. Dokážeme, že A = {ω|X(ω) + Y (ω) < c} ∈ A a že

A =
⋃
r∈Q

({X(ω) ≤ r} ∩ {Y (ω) ≤ c− r}).

(a) ⊃: triviálńı.
(b) ⊂: Necht’ ω ∈ A. Potom X(ω) + Y (ω) < c ⇐⇒ X(ω) < c − Y (ω), takže existuje

r ∈ Q tak, že plat́ı X(ω) ≤ r ≤ c− Y (ω), tj. ω ∈
⋃
.

□
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(2) Násobeńı konstantou: (KX)(ω) = K ·X(ω).

D̊ukaz, že KX je n.v. (a) Pro K > 0 je {X ≤ c/K} ∈ A.
(b) Pro K < 0 je {X ≥ c/K} ∈ A.
(c) Pro K = 0 je ∅ ∈ A pro x < 0 nebo Ω ∈ A pro c ≥ 0.

□

(3) Násobeńı: (XY )(ω) = X(ω) · Y (ω).

D̊ukaz, že XY je n.v. Dokážeme, že X2 je n.v.:

{X2(ω) ≤ c} =

{
∅ c < 0

{−
√
c ≤ X(ω) ≤

√
c} c ≥ 0

{−
√
c ≤ X(ω) ≤

√
c} = {X(ω) ≤

√
c}︸ ︷︷ ︸

∈A

∩{
√
c ≤ X(ω)}︸ ︷︷ ︸

∈A

∈ A.

Dále plat́ı, že XY = 1
4 ((X + Y )2 − (X − Y )2), což je podle předchoźıch závěr̊u náhodná

veličina. □

(4) Děleńı: Y ̸= 0, (X/Y )(ω) = X(ω)/Y (ω).

D̊ukaz, že X/Y je n.v. Bud’te X,Y náhodné veličiny, {Y (ω) = 0} = ∅.{
X(ω)

Y (ω)
≤ c

}
=

{
X(ω)

Y (ω)
≤ c

}
∩ {Y > 0}+

{
X(ω)

Y (ω)
≤ c

}
∩ {Y < 0} =

= {X(ω) ≤ cY (ω)}︸ ︷︷ ︸
∈A

∩{Y (ω) > 0}︸ ︷︷ ︸
∈A

+ {X(ω) ≥ cY (ω)}︸ ︷︷ ︸
∈A

∩{Y (ω) > 0}︸ ︷︷ ︸
∈A

□

(5) Maximum: max{X,Y }(ω) := max{X(ω), Y (ω)}

D̊ukaz, že max{X,Y } je n.v.

{max{X(ω), Y (ω)} ≤ c} = {X(ω) ≤ c} ∩ {Y (ω) ≤ c}.
□

(6) Minimum: min{X,Y } := −max{−X,−Y }.

Lemma 28. Každou množinu B ∈ B1 lze složit z polouzavřených interval̊u (ai, bi] pomoćı operaćı
∪ a −.

Věta 29. Bud’ X náhodná veličina Ω 7→ R, g funkce R 7→ R borelovsky měřitelná. Pak g(X) je
náhodná veličina.

D̊ukaz. Z předpokladu vyplývá, že g−1((−∞, c]) = B je borelovsky měřitelná. Dále plat́ı, že
libovolný interval (ai, bi] lze zapsat jako (−∞, bi] − (−∞, ai]. Z nich pak lze složit libovolnou
borelovskou množinu (bez d̊ukazu):

X−1(B) = X−1

(⋃
i

(ai, bi]

)
=
⋃
i

X−1(ai, bi] =
⋃
i

(X−1(−∞, bi]−X−1(−∞, bi]),

kde
⋃

je licensia poetica a znamená to kombinaci ∪ a −. Z toho plyne, že X−1(B) ∈ A. □

Věta 30. Bud’te Xi náhodné veličiny (spočetný počet), potom

inf{Xi|i ∈ N}, sup{Xi|i ∈ N}, X = lim
i→∞

Xi

jsou náhodné veličiny.

Věta 31. Pro charakteristickou funkci množiny plat́ı:

(1) 12
A = 1A;

(2) 1Ω = 1;
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(3) 1− 1A = 1AC ;
(4) 1A∩B = 1A1B ;
(5) 1A+B = 1A + 1B ;
(6) 1A∪B = max(1A,1B).

1.7. Distribučńı funkce náhodné veličiny.

Definice 32. Bud’ X náhodná veličina. Potom definujeme FX : R 7→ R, FX(x) = P (X ≤ x) pro
každé x ∈ R.

Věta 33. Bud’ X náhodná veličina, FX distribučńı funkce. Pak

(1) x1 ≤ x2 =⇒ FX(x1) ≤ FX(x2);
(2) limn→∞ FX(x) = 1;
(3) limn→−∞ FX(x) = 0;
(4) FX(x) je zprava spojitá.

D̊ukaz. (1) x1 ≤ x2 =⇒ {ω|X ≤ x1} ⊂ {X ≤ x2}; P{X ≤ x1} ≤ P{X ≤ x2}.
(2)

lim
n→∞

FX(n) = lim
n→∞

P (X ≤ n) = P

(
n⋃

n=1

{X ≤ n}

)
= P (Ω) = 1

(3)

lim
x→−∞

FX(x) = lim
n→∞

P (X ≤ −n) = P

(
n⋂

n=1

{X ≤ −n}

)
= P (∅) = 0

(4)

lim
x→a+

FX(x) = lim
x→∞

FX

(
a+

1

2n

)
= lim

n→∞
P

(
X ≤ a+

1

2n

)
=

= P

( ∞⋂
n=1

{
X ≤ a+

1

2n

})
= P (X ≤ a) = FX(a)

□

Poznámka.

P (X < x) = P

( ∞⋃
n=1

{
X ≤ x− 1

2n

})
= lim

n→∞
P

(
X ≤ x− 1

2n

)
=

= lim
n→∞

FX

(
x− 1

2n

)
= FX(x− 0)

P (X = a) = P ({X ≤ a} − {X < a}) = FX(a)− FX(a− 0) =

{
0 FX spoj.

> 0 FX diskr.

P (a < X ≤ b) = FX(b)− FX(a)

P (a ≤ X ≤ b) = FX(b)− FX(a− 0)

P (X > a) = 1− FX(a)

Definice 34. Bud’te X,Y náhodné veličiny. Definujeme sdruženou distribučńı funkci
FX,Y (x, y) = P (X ≤ x, Y ≤ y) = P ({X ≤ x} ∩ {Y ≤ y}).

Věta 35. (1) Bud’te x1 ≤ x2, y1 ≤ y2. Pak FX,Y (x1, y1) ≤ FX,Y (x2, y2).
(2) limx→∞ FX,Y (x, y) = FY (y), limy→∞ FX,Y (x, y) = FX(x);
(3) limx→−∞ FX,Y (x, y) = 0, limy→−∞ FX,Y (x, y) = 0
(4) FX,Y je spojitá zprava v každé proměnné.

D̊ukaz. (1) {X ≤ x1} ∩ {Y ≤ y1} ⊂ {X ≤ x2} ∩ {Y ≤ y2}.
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(2)

lim
x→∞

FX,Y (x, y) = lim
n→∞

P ({X ≤ n} ∩ {Y ≤ y}) =

= P

( ∞⋃
n=1

({X ≤ n} ∩ {Y ≤ y})

)
=

= P

(( ∞⋃
n=1

{X ≤ n}

)
∩ {Y ≤ y}

)
= P (Y ≤ y) = FY (y)

(3)

lim
n→∞

P (X < −n, Y ≤ y) = P

( ∞⋂
n=1

{X ≤ −n} ∩ {Y ≤ y}

)
= P (∅) = 0

(4) Vyplývá z monotonie a věty o spojitosti pravděpodobnosti.
□

Definice 36. Sdruženou distribučńı funkci lze definovat i pro n náhodných veličin:

FX1,...,Xn
(x1, . . . , xn) = P (X1 ≤ x1, . . . , Xn ≤ xn).

Věta 37. (1) Sdružená distribučńı funkce je monotonńı;
(2)

FX1,...,Xn(x1, . . . , xn−1,+∞) = FX1,...,Xn−1(x1, . . . , xn−1),

FX1,...,Xn
(+∞, . . . ,+∞, xj ,+∞, . . . ,+∞) = FXj

(xj);

(3) FX1,...,Xn
(−∞, x2, . . . , xn) = 0;

(4) FX1,...,Xn
(+∞, . . . ,+∞) = 1;

(5) ∆nFX1,...,Xn ≥ 0.

Definice 38. Bud’te X1, . . . , Xn náhodné veličiny. Řekneme, že jsou stochasticky nezávislé, pokud
pro každé ai, bi ∈ R, ai < bi je systém jev̊u {ai < Xi ≤ bi} nezávislý

Věta 39. Bud’te X1, . . . , Xm náhodné veličiny. Pak X1, . . . , Xm jsou nezávislé, právě když

FX1,...,Xm
(x1, . . . , xm) =

m∏
j=1

FXj
(xj).

D̊ukaz. (1) (⇒) zvoĺıme ai = −∞, bi = xi:

P

(
m⋂
i=1

{−∞ < Xi ≤ xi}

)
=

m∏
i=1

P (−∞ < Xi ≤ xi)

(2) (⇐) Bud’ a1 < b1, a2 < b2. Potom

P (a < X1 < b1 ∩ a2 < X2 ≤ b2) =

= FX1,X2
(b1, b2)− FX1,X2

(a1, b2)− FX1,X2
(b1, a2) + FX1,X2

(a1, a2) =

= [FX1
(b1)− FX1

(a1)][FX2
(b2)− FX2

(a2)] = P (a1 < X1 ≤ b1)P (a2 < X2 ≤ b2).

□


