1. Uvop
1.1. Prostor elementarnich jevu, algebra jevi.
Definice 1. Ozna¢me () prostor elementarnich jevi, w € ) elementarni jev, A C € jev.

Definice 2. Bud'te A, B jevy, potom

A =Q je jev jisty.

AC je jev opaény k jevu A. Plati w € AV w € A€,
AU B je jev, kdy nastavd A nebo B.

Pokud A a B nenastavaji soucasné, iikame, Ze jde o jevy navzajem neslucitelné.
Jsou-li A, B neslucitelné, piseme + misto U: A + B.
A C B, pravé kdyz plati w € A = w € B.

AN B (A-B) je jev, kdy A a B nastdvaji soucasné.
0 je jev nemozny.

A =B, pravée kdyz A C Ba B C A.

A — B je jev, kdy A nastane a B nenastane.
Symetrickd diference A A B=(A— B)U (B — A).

Pozorovani. Je-li AU B =0, pak A a B jsou neslucitelné.

Véta 3. Necht A, B,C C Q jsou jevy, N € N nebo +oo. Pak
(1) AC A

ACBABCC = AcCC,

ANA=A AUA = A

AUA=BUA, AN B = BnNA;

AN(BNC)=(ANnB)NC, Au(BUC)=(AUB)UC,

0cAcCQ;

ANBCACAUB;

PNA=0,0UAC A;

QNA=A QUA=Q;

AC)C:A;

AUB)® = AN B¢ (AnB)¢ = A°U BC;

AUB = A+ BAC,;

B = AB + A°B;

AN(BUC)=ABUAC, Au(BnNnC)=(AUuB)N(AUCQC);

—~ o~

N N
U An =41+ A7 A7 A,
n=1 n=2
(16)
N ¢ nN N ¢ N
(U An> -4 (m An> gy
n=1 n=1 n=1 n=1
(17) AN AC =0,

1
(18) AUAC =
(19) An(B+C)=AB+ AC.

1.2. Axiomy pravdépodobnostniho prostoru.

Definice 4. Bud € prostor elementérnich jevi, A C 2 mnozina jevii. Pozadujeme, aby A tvofila
o-algebru jevu, tj. aby

(1) 0 e A;

(2) Ac A = ACe 4

(3) Al,A27...,AOO ceA = U;ilAj € A.

Pozndmka. Ne vsechny podmnoziny 2 jsou jevy. To plati pouze u spocetnych 2.
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Pozorovéani. Q € A, Uj_, 4; € A.

Diikaz. 1) PeAd = Q=0°c A
(2) Staél’ pO]OZit An_l’_l - ATL+2 = e = @

Véta 5. Budte 41, As,..., Ay, ... € A. Potom
m Aj € A.
j=1

Diikaz. Protoze A; € A, podle axiomu 2 je AJC € A, podle axiomu 3
C
c C
Uafed = [[JAF ] eA = N4,cA
j=1 j=1

Jj=1

Definice 6. Pravdépodobnost P je funkce P : A — R takovd, ze
(1) P(A) > 0 pro kazdé A — A;
(2) P(Q)=1;
(3) Pro kazdé Ay, Ay, ..., A,,... € A disjunktni je

j=1 j=1

Véta 7. (1) P()
(2)

I
e

Diikaz. (1) Qe A, P(Q) =1, 0% =0. Protoze Q+ 0+ 0 +--- =Q, je

a P(0) =0.
(2) Staci zvolit A, 11 = Api2 =--- =0, potom

, z) S P =S Ry 0
j=1

j=1 j=1
Véta 8. Budte A, B € A. Pak P(AU B) = P(A) + P(B) — P(AN B)

Diikaz. AUB = A+ (BN A®), P(ANB) = P(A) + P(BN A€); déle plati B= BN A° + AN B
a P(B) = P(BN A®) + P(AN B). Z toho okamzité vyplyva tvrzeni véty. O

Pozndmka. P(AUBUC) = P(A)+P(B)+P(C)—P(ANB)—P(BNC)—P(ANC)+P(ANBNC).
Véta 9 (Booleova nerovnost). P(AU B) < P(A) + P(B).
Disledek.

N,00 N,00
plU4) <> PA)
j=1 j=1

Véta 10. AC B = P(A) < P(B)



Diikaz. B= A+ BN AC, P(B) = P(A) + P(Bn A®), pticemz P(B N A®) > 0. O
Dusledek. P(A) <1, nebot A C Q.

Lemma 11 (o spojitosti). Pravdépodobnost je spojitd funkce shora i zdola:
(1) Necht A, € A, A, /A, (A, CApi1), A= U;)il A,. Pak lim, o P(
(2) Necht A, € A, A, \\ A, (4, D Apy1), A= ﬂ;‘;l A,. Pak lim,, o, P(

Diikaz. (1) Necht A, N\, 0, dokdZeme, Ze v tom piipadé P(A,) — 0
(a) Existence limity plyne z monotonie pravdépodobnosti P(A,,) > P(A,+1) a pozitivity
P >0.
(b) Bud B, = A, — Ap41, potom

A .
A,) = P(A).

oS,

Jj=n

Protoze .
A =>"Bj,

j=1

a B; jsou disjunktni, je

Rada na pravé strané konverguje, proto je
o0
li P(B;)=0.
Jim, > P(B;) =0
Jj=n

(2) Bud A #0, A, \yA#0. Plati 4,, = (4, — A) + A, P(A,) = P(A, — A) + P(A). Potom
P(A,—A)—=0a P(A,) —» P(A).

(3) Bud A#0, A, /" A#0.Plati A= (A—A,)+ A, P(A) = P(A—A,) + P(A,). Potom
P(A-A,) —0a P(A,) = P(A4).

U

1.3. Podminéna pravdépodobnost.

Definice 12. Necht P(B) > 0. Pak podminénd pravdépodobnost A za predpokladu jevu B je
definovéana jako

P(A|B) = P(;l(]r;)B)
Véta 13. P(:|B) je pravdépodobnost ve smyslu definice 6.
Diikaz. 1
. P(ANB)
2
. P(Q|B)—P(QHB)—P(B)—1-
- P(B)  P(B)
(3)
o P((Z5245)nB) - PS40 B))
i (EA B) (-] R 1) R
X P(4;NB) X P(4;NB)
B 1P(B) B ; P(B)

j=1
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Véta 14 (o nasobeni pravdépodobnosti). Bud'te Ag, A1,..., A, € A tak, Zze plati P(4g N Ay N
--+MA4,)>0. Pak

P(AgN A1 NN Ay) = P(Ag)P(A1|Ag)P(As|Ag N Ay) -+ P(Ap|Ag M-+ N Ay_y)

Dikaz. Plati
AgnN---NA, CAyN---NA,_1C---C A

0<P(Aoﬁ-~-ﬁAn) SP(AQQ"'ﬂAnfl) <. SP(A())
Pron =1 je to definice podminéné pravdépodobnosti. Pfechod n — n + 1:
P(Ag-- A, Apy1) = P(Ag--- A P(Ani1]Ag -+ - Ay).
(Ao +1) = P(Ag JP(An 1] )
B
Pro P(Ap--- A,,) vyuzijeme indukéniho predpokladu. O
Véta 15 (o tplnosti). Necht (Hn)fj:1 tvoii uplny rozklad jistého jevu, tj. P(H,) > 0, H,, jsou

disjunktni a
N

P> H| =1
j=1

Pak
N
j=1
Dikaz.
N C
PA)=P AN (> H;j| |+P|An | H; =
j=1 j=1
C
N N
=P Y (AnH) | +P| > H, => P(ANH,)
j=1 j=1 j=1
O
Véta 16 (Bayes). Necht (Hn);yzl tvoif uplny rozklad jistého jevu a P(A) > 0. Pak
iA) = .
ity P(AIH:)P(H;)
Dikaz.
P(H;|A) = P(H;NA) _ P(A[H;)P(H))
J P YL PAJH) P
U

1.4. Stochasticka nezavislost jevi.

Definice 17. Nechf C znaéi systém jevi. Jevy z C nazyvame nezdvislé, pokud pro kazdy koneény
systém Aj,..., A, € Cplati P(A1NAsN---NA,) =P(A1)P(As2)--- P(A,).

Véta 18. Bud'te A, B nezavislé jevy. Potom A a B¢ jsou nezéavislé.

Diikaz. Protoze P(A) = P(AN B)+ P(ANBC), je P(AN B®) = P(A) — P(A)P(B) = P(A)(1 —
P(B)) = P(A)P(B°) O

Diisledek. A€ a BC jsou nezévislé.

Véta 19. Bud P(B) > 0. Pak A, B jsou nezavislé, pravé kdyz P(A|B) = P(A).



Diikaz. Bud'te A, B nezivislé, pak
_ P(AnB)
P(A|B) = “P(B)
Necht P(A|B) = P(A). Potom P(AN B) = P(A|B)P(B) = P(A)P(B). O
Pozndmka. (1) Bud A jev, B jev takovy, ze P(B) = 0. Pak A, B jsou nezdvislé: 0 < P(AN
B) < P(B)=0= P(A)P(B).
(2) Bud A € A. Potom A, jsou nezdvislé.

= P(A).

Definice 20. Soubor, jehoz kazdé dva prvky jsou nezavislé, nazyvime parové nezavisly.
1.5. Borelovska algebra, borelovsky méritelné funkce.

Definice 21. Neprazdny systém S podmnozin mnoziny X se nazyva algebrou, pokud plati:

(1) 0 es,
(2) VE,FeS)(ENFeS),
(3) EUF eS.

Definice 22 (alternativni). Neprazdny systém S podmnozin mnoziny X se nazyva algebrou,
pokud plati:

(1) (VEeS)(XNEcS),

(2) VE,FeS)(FUF €S).
Definice 23. Necht Z je libovolny systém z 2. Definujeme

o(Z) = ﬂ Sa,s
a€cl

kde S, jsou o-algebry takové, ze Z C S,.

Mnozina o(Z) se nazyvé minindlni o-algebrou nad systémem Z.

Definice 24. Bud X = R, 7 = {(a;,b;)|a; < biAa;, b; € R}, pak o(7) =: By se nazyvé borelovska
algebra a B € B; se nazyva borelovsky méritelna.

Definice 25. Nahodna velic¢ina je funkce X : Q — R takova, ze pro kazdé z € R plati
{w|X(w) <z} e A X 1((—o0,z]) € A
Definice 26. Bud A € A. Potom funkce
0 wegA
1 =
W) {1 weA

je charakteristicka funkce A.

Pozndmka. (1) Funkce 14 je ndhodna veli¢ina.
(2) Znaceni: {w|X(w) € S} =1 {X € S}.
Véta 27. Funkce X : Q — R je ndhodnd veli€ina, pravé kdyz (Vz € R){X <z} € A).
Dikaz. O

1.6. Operace s nahodnymi velic¢inami.
(1) Seitant: (X +Y)(w) = X(w) + Y (w).
Diikaz, Ze X +Y je n.v. Dokédzeme, 7ze A = {w|X(w) +Y(w) <c} € Aaze
A= JUX @) < n{Yw) <e—rh).
reQ
(a) D: trividlni.
(b) C: Necht w € A. Potom X(w) +Y(w) < ¢ < X(w) < ¢ — Y (w), takze existuje

r € Q tak, ze plati X(w) <r <c—-Y(w), tj. w € .
O



(2) Nasobeni konstantou: (KX)(w) = K - X (w).

Dikaz, zZe KX je n.v. (a) Pro K >0je {X <c¢/K} € A
(b) Pro K <0je{X >¢/K} € A
(c) Pro K=0jeD e Aprox <0nebo Qe Aproc>0.

U
(3) Nésobeni: (XY)(w) = X(w) - Y(w).
Diikaz, ze XY je n.v. Dokazeme, ze X2 je n.v.:
2 . 0 c<0
W= = {{—ﬁsxw N
{—Ve < X(w) < Ve} = {X(w) < Vepn{ve < X(w)} € A
cA cA
Déle platf, ze XY = 1 ((X +Y)? — (X — Y)?), coz je podle predchozich zévéra nahodna
veli¢ina. 0
(4) Déleni: Y # 0, (X/Y)(w) = X(w)/Y (w).
Diikaz, e X/Y je n.v. Bud'te X,Y ndhodné veli¢iny, {Y (w) = 0} = 0.
Xw) _ ) _[X@) _ Xw) _ i}
{70 == {70 =m0 {5 <epno<n
={X(w) <Y (w)}N{Y(w) >0} +{X(w) > Y (w)} N{Y (w) > 0}
€A €A €A €A
O
(5) Maximum: max{X,Y }w) := max{X (w), Y (w)}
Diikaz, Ze max{X,Y} je n.v.
{max{X(w),Y(w)} < ¢} = {X(w) < ¢} N{Y(w) < ¢}
O

(6) Minimum: min{X,Y} := —max{—-X,-Y}.

Lemma 28. Kazdou mnozinu B € B; lze slozit z polouzavienych intervalu (a;, b;] pomoci operact
Ua —.

Véta 29. Bud X ndhodn4 velicina 2 — R, g funkce R — R borelovsky méfitelnd. Pak g(X) je
nahodna veli¢ina.

Diikaz. 7 piedpokladu vyplyva, ze g~ 1((—oo,c]) = B je borelovsky méiitelnd. Dale plati, ze
libovolny interval (a;,b;] 1ze zapsat jako (—oo,b;] — (—00,a;]. Z nich pak lze slozit libovolnou
borelovskou mnozinu (bez dukazu):

X YB)y=x"1 (U(ai, bi]> = OX’l(ai, bi] = | J(X (=00, bi] = X' (=00, bi]),

%

kde (J je licensia poetica a znamend to kombinaci U a —. Z toho plyne, ze X ~(B) € A. O
Véta 30. Bud'te X; ndhodné veliciny (spocetny poéet), potom
inf{X;li € N}, sup{X;li e N}, X = lim X,

1—00

jsou nahodné veliciny.

Véta 31. Pro charakteristickou funkci mnoziny plati:

(1) 1% = 14;
(2) 1o =1;



3) 1—14 =1y¢;

4) 1anp = 1alp;

5 latp =14+ 1p;

6) 1aup = max(1a,1p).

1.7. Distribuéni funkce nahodné veliciny.

Definice 32. Bud X ndhodn4 veli¢ina. Potom definujeme Fy : R — R, Fx(z) = P(X < z) pro

kazdé x € R.

Véta 33. Bud X nshodnd veli¢ina, Fx distribuéni funkce. Pak

(1) 21 <29 = Fx(x1) < Fx(x2);

(2) limy, oo Fix(x) = 1;

(3) limy,——oo Fix(z) = 0;

(4) Fx(z) je zprava spojité.

Driikaz. (1) 21 <29 = {w|X <z} C{X <ao}; P{X <21} < P{X < x5}.
(2)

lim Fx(n)= lim P(X <n)= <U{X<n}> P(Q) =1

n—oo n— oo

Poznamka.

0 Fx spoj.
P(X =a)= P({X <a} — {X < a}) = Fx(a) — Fx(a—0) = {> - dﬁ’sl;’r.
Pla< X <b) =Fx(b) — Fx(a)
Pla< X <b)=Fx(b)— Fx(a—0)
P(X >a)=1- Fx(a)
Definice 34. Budte X,Y ndhodné veliciny. Definujeme sdruzenou distribuéni funkci
Fxy(r.y) = P(X <a,Y <y) = P(X <2} n{Y < y}).

Véta 35. (1) Bud'te 1 < 22, Y1 < Yoo Pak nyy(l’l,yl) < FX7y(SC2,y2).
(2) hmx%oo FX,Y(‘ra y) = FY(y), hmy%oo FX,Y(xa y) = Fx((E),
(3) limy— oo Fxy(2,9) = 0, limy, o Fxy(z,y) =0
(4) Fxy je spojita zprava v kazdé promeénné.

Diikaz. (D) {X <z} n{Y <y} CTH{X <z} N{Y < ya}.



(2)

lim Fxy(z,y)= lim P{X <n}n{Y <y}) =
r—00 n—oo

=P<U<{XSn}m{Y3y}>)=

n=1

:P((U{Xgn}> m{YSy}> =P(Y <y)=Fy(y)
(3)

n—oo
n=1

lim P(X<—n,Y<y):P<ﬁ{X<—n}ﬂ{Y<y}> =P®) =0

(4) Vyplyvéa z monotonie a véty o spojitosti pravdépodobnosti.

O
Definice 36. Sdruzenou distribuéni funkci lze definovat i pro n ndhodnych veli¢in:
Fx, . x,(@1,...,2n) =P(X1 <m,..., X, <)

Véta 37. (1) Sdruzena distribu¢ni funkce je monotonn;

(2)

Fx,, . . x,(@1,...,¢p_1,400) = Fx,, . x, . (1,...,Zn-1),
Fle--an(+OOa ey +OO,£Cj, +OO, R +OO) = FXj (I])’

(3) FXI’W’X"(—OONI‘Q, e ,Qin) = 0;

(4) Fx,,. . x,(4+00,...,400) =1;

(5) AnFle--<7Xn Z O'
Definice 38. Bud'te X1,..., X, ndhodné veli¢iny. Rekneme, ze jsou stochasticky nezavislé, pokud

pro kazdé a;,b; € R, a; < b; je systém jevu {a; < X; < b;} nezdvisly

Véta 39. Budte X1,..., X, ndhodné veli¢iny. Pak X1,...,X,, jsou nezavislé, pravé kdyz

Fx,, .. xn(@1,...,%m) = H Fx,(x).
j=1

Diikaz. (1) (=) zvolime a; = —o0, b; = x;:
i=1 i=1

(2) (<) Bud ay < by, as < be. Potom
Pla<X;<biNay< Xy <by)=
= Fx, x,(b1,b2) — Fx, x,(a1,b2) — Fix, x,(b1,a2) + Fx, x,(a1,a2) =
= [Fx, (b1) — Fx, (a1)][Fx,(b2) — Fx,(az2)] = P(a1 < X1 < b1)P(az < Xz < by).



