1 Diskrétni ndhodné veli¢iny

Definice 1.1 (Diskrétni ndhodna veli¢ina). Ndhodnou velicinu X nazgvdme diskrétni, pokud obor
hodnot Rx je mejvyse spocetnd mnoZina, tzn. pokud existuje takovd posloupnost xi,...,Tn,... Ze
XHzy, ..z, .} =Q

Distribucni funkci diskrétni ndhodné veliciny mizZeme zapsat napiiklad jako

N,00

Fx(z)=P(X <2)= Y PX=xp,)=) PX =1, o) (1)
m|zm <z m=1

Diskrétni hustota pravdépodobnosti (frekvencni funkce) je funkce definovdna jako

[ P(X =ay) X =xy
Ix(@) = { 0 jinak

Poznamka 1.2. P (X = x;) miZeme oznacit jako py. Pritom plati
D=1
k

Definice 1.3 (Diracovo rozdéleni). Bud' X ndhodnd veli¢ina, a necht existuje ¢ € R takové, Ze

PX=c¢=1
P(X #£c)=0 )

Znacime X ~ 0.

Definice 1.4 (Alternativni/Bernoulliho rozdéleni s parametrem p). Necht p € [0,1]. UvaZujme
ndhodnou velicinu X, kterd miZe nabyvat pouze dvou hodnot, naptiklad 0,1, a ddle necht plati

P(X =1)=
POX = 0) =1y 4)

Znacime X ~ A(p).

Definice 1.5 (Binomické rozdéleni). Opakujme n-krdt experiment s néhodnou velicinou X, kterd md
alternationi rozdélent, pricem?z uwvazujeme P(A) = p (pravdépodobnost ispéchu) a tedy P (A‘C) =1-p
(pravdépodobnost neuspéchu). Pocet priznivijch jevi pii n opakovdnich je potom

X = z": Xj (5)
j=1

Znacime X ~ Bi(n,p).

Pro pravdépodobnost poté plati

Po(X =k) =P, ) {X;,=1,....X;, =1.X
()



_ (:) ilip(xi — 1) ﬁ P(z; = 0) = <Z>pk(1 e

i=k+1
7 binomické véty také vyplyva, ze

n

k=0

Priklad 1.6. UvaZujme Sachovou partii, ve které jsou dva stejné silni soupeii (pravdépodobnost
vyhry © prohry je %) Rozhodnéte, zda je pravdépodobneéjsi

1. vyhrdt 3 partie ze 4, nebo 5 partii z 8.

2. vyhrdt alespon 8 partie ze 4, nebo alespon 5 partii z 8.

rx-a-r- ()Y ()
rx-s-no- ()Y ()

1.

1
T4
7
T 32
P(X=3VX=4)=P(X=3)+P (X =4)Py3)+Ps(4) =

(06 &

8
P(X=5VX=7vX=8 =) Pg(k)=
k=5

Sy () () ()T o
B k) \2 2 256
k=5
Definice 1.7 (Geometrické/Pascalovo rozdéleni). UvazZujme nekonecnou posloupnost pokusi s ve-

licinou s alternativnim rozdélenim

P(A)=p
P (AC) —1-p
a bud X pocet pokust pred prvnim vyskytem jevu A. Plati, Ze
P(X =k)=p(l-p)" (6)
Plati - - )
kzzop(l —p)k :pkzzo(l —p)k :pm =1
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Definice 1.8 (Negativné binomické rozdéleni). Opakujme jev nekoneéné krdt, a necht ndhodnd
velicina Y znaci pocet neispéchi pied m-tym ispéchem, piicemz P(A) = p. Potom

e =n= (" -

Definice 1.9 (Hypergeometrické rozdéleni). UvaZujme zdsobnikovy model, ve kterém je r cervengch
a N —r bilych kulicek. Opakujme n-krdt tah bez vracent, a jako ndhodnou velicinu X wvaZujme pocet
cervenyjch kulicek v n-tici.

r\ (N—r
P(X=z)= Lj\’;"”) (7)
(n)
Znacime X ~ Hyp(N,r,n).

Piiklad 1.10. Uvazujme rybnik, ve kterém je N ryb, a nechl' r z nich je oznaceno. Chytnéme n ryb,

a jako ndhodnou velicinu X wvaZujme pocet oznacenijch ryb mezi n chycenymi. Jakd je statistika
N?

Chytime n ryb, spo¢itdme oznacené a odhadneme N = N , protoze vime kolik je r.

T T
N n
~ T
N=-n
T

Véta 1.11. Pro N velkd, 5 mald plati

H(N,r,n)=B; (n, %)

Definice 1.12 (Poissonovské rozdéleni). Rikdme, Ze ndhodnd velicina X : Q — Ny md poissonovské
rozdeélent s parametrem A > 0, pokud

P(X=z)="¢? 2=0,1,... (8)

Znacime X ~ Po()\)

Véta 1.13 (Poissonova). Uvazujme posloupnost ndahodnijch velicin X, s binomickym rozdélenim,
Xy ~ Bi(n,prn), a necht np, — X\ (nebo np, = X), A > 0. Potom

lim P,(z) = —e 9)

n—00 x!

n A 1
].' Pn = l. x 1 - n n—w = n = — —_— =
Jim Pr(z) = lim <x>pn( Pn) {p S to (n> }

o ()G ) (2

o X1 (n—a 1) <1+n0<1>>x

n—+oo ! nx

Diikaz.
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Poznamka 1.14. V predchozim dikazu se pouzivaji znacky o() a O() definované:

an = 0(by)(n = 00) <= Z—n —0

an = O(by) < Hk::Z—"gk

Véta 1.15 (Zéakon fidkych jevii). Uvazujme jev A v case t (se zacdtkem vty = 0). Pocet viskytu
jevu do casu t oznacme jako X¢. Necht ddle plati:

1. Xiqpn — Xy nezdvisi na t

2. P((Xypn — Xt) = 1) = Ah+o(h), A > 0, pricemZ pri h — 0+ plati

3. P(Xpen — Xt > 1) =o0(h) pri h — 0+
4. Funkce pi(t) = P(X; = k) je diferencovatelnd v t pro vSechna k € Ny.

Potom

)
P(X;=k)= GO (10)
(A nazgvame intenzitou 7idkého jevu).

Diikaz.
Polt +h) = P (X, = 0) P (Xpa, — X; = 0) = po(t) (1~ M+ o(h))

% () = Tim po(t+h})lpo(t) ~ m (_ Apo(t) - po (t)o(}iz)> = )

a h—0+ h—0+

k
pk(t—i-h):ZP(XtZJ)P(Xt+h—Xt=k—j):
=0

T
[}

PXi=))P(Xeon —Xe =k —J)+P(Xpan — Xe = 1) pr_1(t)+
o(h) Ahto(h)

.
Il
=)

S P(Xegn — Xe = 0)pi(t) = S P (X, = j) o(h)+
1-Mh+o(h) /
YP(Xy =k — )M+ o(R)) + P(X; = k)(1 — A+ o(h))




By = i PEFDZP () )

= li
h—0+
Méme tedy soustavu linearnich diferencidlnich rovnic
po(t) = —Apo(t)

Pl () = Mpr—1(t) — pr(t))

ktera je za pocCatecnich podminek

po(0) =1
pe(0) =0
a po zavedeni funkce g (t) = pi(t)e Tesitelna rekurentné. O

Poznamka 1.16. Duilezitymi piedpoklady v zdkonu Fidkijch jevi jsou
1. Nezdwvislost na minulosti.

2. Pravdépodobnost, Ze v Xyip, — Xy nastane prdavé jedna uddlost je zhruba linedrni funkci délky
intervalu.

Piiklad 1.17 (Priklad pro kuchate). Na zadéldni 1000 koldci dame 10000 rozinek. Najdéte rozdéleni
poctu rozinek v ndahodné vybraném koldci.

1. Jakd je pravdépodobnost, Ze na koldci bude vice nez 5 rozinek?
2. Jakd je pravdépodobnost, Ze na koldci nebude Zadnd rozinka?

Vezméme libovolny kola¢, ptejme se, zda je na ném n-ta rozinka, a tento pokus opakujme 10000z
(protoze pravé tolik je rozinek). Kazda rozinka miize byt na jednom z tisice kolact, a to se stejnou

pravdépodobnosti, proto
1

~ 1000
Jako X ozna¢me pocet rozinek na kolaci, pficemz A = n - pr, = 10. Potom dle zakona velkych ¢isel
plati

Pk

X108 g

takze
1.
P(X >5)=1-P(X =0)—...— P(X = 5)=0,934
2.
P(X =0) =

Poznamka 1.18. V predchozim pripadé jsme ale predpoklddali, Ze se na libovolny koldac vejde libo-
volngj pocet rozinek. Jinak by totiZ nebyl spinén predpoklad o nezdvislosti na minulosta.

Definice 1.19 (Vicerozmérna diskrétni hustota). Vicerozmérnou diskrétni hustotu definijeme jako

fx =P (Mj=y {X; = 2;}) (11)



Definice 1.20 (Multinomické rozdéleni). Uvazujme méritelny prostor (2, A), a necht Ay,..., A, €
A. Necht ddle plati

1. A; jsou disjunktnd
2.5, A =90
3. P(A;) = p;
Bud X pocet opakovdni jevu jevu A; v n pokusech. Pritom zrejmé plati
> P(4))=n
j=1

Potom |
n!
fe(@) =P (X1 =m1,..., X = a) = mpgflp? et (12)

n! n
zilza) - xp! \axplzg! - xg)

0<x1<n

Poznamka 1.21. Znacdime

Omezeni tedy nutné je
0<z9<n—ux

0<zz3<n-—z1—x2

LT =N—T1 — T2~ — Tk-1

Potom
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