1. NUMERICKE RESENI POCATECNICH ULOH PRO OBYCEJNE DIFERENCIALNI ROVNICE

Hleddme TeSeni rovnice ' = f(z,v), y(zo) = yo. Rekneme, Ze tilloha je numericky vyFesena, préave
kdyZ se podaii sestavit FeSeni ve tvaru y(zo + h) = y(xo) + Ayo(zo, yo, ).

1.1. Analytickd metoda. Provedeme Taylortv rozvoj funkce y:
2

h
y(xo + h) —y(xo) = hy'(z0) + ?y”(l‘o) +o
Dale plati
y'(zo) = f(wo,%0) = fo
Tento vztah muzeme dal derivovat

V" (20) = 5 (0, 30) + 5 0, )y (30) = f + o

2 2
" (20) = 5% 0, 0) + 257 (oo o)y )+
2
+%§mmwmm+%mwmﬂm:
= fmz +2fa:yf0 +fy2f§ +fy(fx +fyf0)

a tak lze pokracovat libovolné dlouho (za predpokladu, Ze f ma derivace dostatetné vysokého fadu).

1.2. Runge-Kuttovy metody. Predchozi metoda je vypocetné naro¢nd, proto se v praxi pouzivaji
nasledujici metody, kde prirtastek hledame ve tvaru

AyO = plkl(h) +p2k2(h) +ee +prkr(h)7
kde ki(h) = hf(§i(h),ni(h)), &(h) = w0 + ash, mi = yo + Birk1(h) + Bioka(h) + - + Bii—1ki-1(h),
a1 = 0.
ki(h) = hf(zo,yo0)
kao(h) = hf(zo + azh, yo + B21k1(h))
hf(xo + ash,yo + Bs1ki(h) + Bazka(h))

kr(h) = hf(‘rO + a'r’h7 Yo + Brlkl (h) + -+ ﬂr,rflkrfl(h))
y(xo + h) = y(zo) + piki(h) + p2ka(h) + - + prkr(h) .

Runge-Kuttovsky prirastek

Pod pojmem ,skuteény pfirtstek® rozumime y(zo + h) — y(xo). Zbyva vytesit volbu a, g, p.

Pokud rozvineme Runge-Kuttovsky a skuteény prirtistek v mocnindch h, chceme, aby se rozvoje
shodovaly do co mozn4 nejvyssi mocniny h. Budou-li se shodovat aZ do hP, je chyba fadu h?T!. Toho
chceme dosdhnout pro libovolnou volbu pravé strany. Z toho budeme vychazet pri volbé koeficient

Oé, /87 p'
Oznacme rozdil mezi spravnou a spoc¢tenou hodnotou

er(h) = ly(wo + h) — y(xo)] — [p1k1(h) + paka(h) + - - + prkr(h)].
Vyse uvedend podminka pak odpovida podmince
0r(0) = ¢ (0) = --- = ol (0) = 0.
Pror=1:
e1(h) = [y(xo + h) — y(o)] — [p1hf (x0,y0)]
©1(0) =y (x0) — prfo = fo —p1fo= (1 —p1)fo
z toho vychéazi podminka p; = 1. Vyslednd metoda

y(wo + h) = y(zo) + hf(z0,Y0)
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se oznacuje jako Eulerova. Pro r = 2:

pa2(h) = [y(xo + h) —y(zo0)] — [P1k1(h) + p2ka(h)]

k1(h) = hf(xo, o)

ka(h) = hf(zo 4 azh,yo + Barki(h))

ki(h) = f(®0,0)

k5(h) = f(xo + azh,yo + a1k (h)) + h [giaz + giﬂmki(h)]
K/(h) =0

EY(h) =2 %(wo + azh, yo + Baiki(h)) + of

9z 82}521]?/1(@] +h[---]

k1(0) = fo k! (0)=0

k3(0) = fo k3 (0) = 2(aafa + Ba1 £y fo)
y'(z) = f(z,y) y'(zo) = fo
V(@)= 5w + Gy '(@0) = fu + fyfo

0= ¢5(0) = fo — [prfo + p2fo] = [1 — p1 — p2lfo
0=¢5(0) = fo+ fyfo—2p2(aafe + Borfyfo) = [1 — 2aapa] fo + [1 — 2B21p2] fy fo

Z toho vyplyvéa podminka

p1t+p2=1
20i9p2 = 1
2B21p2 = 1.
V praxi se uzivaji nasledujici volby:
ag =91 =1 a2=521=§
1
PL=p2=3 p1=0 py=1
k1 = hf(xo,%0) k1 = hf(zo,%0)
h k
ko =hf(zo+h,yo+h) /fzzhf<$o+27yo+21>
. 1 .
y(wo + h) = y(zo) + §(k1 + ko) y(xo + h) = y(zo) + k2

Pror =3:

p3(h) = [y(xo + h) — y(zo)] — [P1k1(h) + p2k2(h) + p3ks(h)]



ki(h) = hf(xo,yo)
ka(h) = hf(zo + azh,yo + B2ik1)
ks(h) = hf(zo 4+ azh,yo + 31k + Bazkz)
kll(h) f(xo,yo)
/ of i /
ky(h) = f(xo + agh,yo + Parki) + h Ep o + ﬂ21]€
k5(h) = f(zo + ash,yo + Barkr + Bazks) + h [gf + = of (531k/ + 532%)}
KI(h) = 0
ky(h) =2 _gi(v’ﬂo + azh, yo + Barki)az + giﬁzﬂ(} + Al
" [of of ,
k3 (h) =2 o 7= (2o + azh, yo + Bs1k1 + Bszka)as o (531k1 + 532792)] +h[---]
K'(h) =0
oy 52
ky'(h) =3 g f(mo +azh,yo + Barkr)as + Qaag azfarky + f(ﬁmk') }
+ }l[ .. ]"
1 [6? 2f ! !
k3'(h) =3 92 (zo + 2h,yo + Bark1 + Bazka)aj + QGTay%(ﬂ:nk‘l + Ba2ky)+
2f !/ 8f 1 1 1
75 (Ba1k) + Baoksy) + (531k‘1 + B32ky) | +h[---]
ki(O) = Jo
k() = 0
EZ(0) = 0
k5(0) = fo
k3 (0) = 2(azfe + B21fy fo)
kIQN(O) (a2fm2 + 2a2ﬁ21fxyf0 + B21fy fO)
ké(O) =0
k5 (0) = 2(asfz + (B31 + B32) fy fo
k5'(0) = 3(a3 fu2 + 203(B31 + B32) fuyfo + (Bs1 + B32)° fye fo+

+ 2532fy(042fm + ﬂZlfny))

yl(m) = f(xvy)
of of

y'(@) = 5 @)+ 5 @)y (@)
2 2
v = S L)+ 20 L @)+ S @ @)+ L @)
y'(zo) = fo
//('730) =fo+ fny
”,(1'0): 2+2fzyf0+fy fo +fy(fﬂnJnyfO)



©3(0) = fo — [p1fo +p2fo +psfol = [1 —p1 — p2 — p3]
©5(0) = fu + fyfo— [2p2(aafe + Bo1 fyfo) + 2ps(asfe + (831 + B32) fy o)l =
= fu[l — 2a2p2 — 2a3ps] + fy fo[l — 2p2B21 — 2p3(B31 + B32)]
04 (0) = fo2 [l — 3pac — 3psa3] + fay fol2 — 6pacafar — 6psrs(Ba1 + Ba2)]+
+ £3 f,2[1 — 3paB3) — 3ps(Bs1 + Bs2)?] + fyfull — 6psazBsa]+
+ f7 foll — 6p3 a1 B32],

z toho dostavame
1—=p1—p2—p3=0
1 —200p2 — 2a3p3 =0
1 —2pafa1 — 2p3(Ba1 + B32) =0
1 - 3pya3 — 3psa3 = 0
2 — 6paca a1 — bpsa3(Ba1 + B32) = 0

1 — 3p23; — 3p3(Bs1 + Bs2)* =0
1 —6psazfze =0
1 —6p3B21832 =0

Tyto rovnice jsou ovSem zavislé a jsou ekvivalentni s nasledujici soustavou:
L=p1+p2+p3

1
- = Pp202 + p3as

2

1= 3p204§ + 3p3a§
Qg = 521
ag = (331 + B3

1

6= D3B320e0.

Kazdé reseni této soustavy dava Runge-Kuttovu metodu. Ctvrta derivace nulovat nejde. V praxi se
pouzivaji nasledujici metody:

k1 = hf(xo,0)
h k
ke =hf (x0+2,y0+21)
ks = hf(xo + h,yo — k1 + 2ks2)

. 1
y(xg + h) = y(zo) + 6(/4:1 + 4ko + k3)
nebo
k1 = hf(zo,%0)

h k
ko = hf <xo+,y0+1>

3 3
2h 2k
ks =hf (900 + 5V + 32)

y(wo + h) = y(zo) + i(kl + 3k3).
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Pro r = 4: Pokud sestavime polynomy pro r = 4 a pozadovali p(*) = 0, dojdeme k nésledujicim
11 podminkam:

ag = f21

az = P31 + P32

oy = Ba1 + Baz + Pa3
pP1+p2+p3+ps=

Pp202 + p3as + paoy =

P20 + p3aj + paaj =

Poais + p3ais + paci)

D3B3202 + pafasas + pafBazas

D3B320iaas 4+ pafasaacs + pafasczay

P3B32053 + paBazs + paBazal

[\) — AP R RN~ -
N

DaBazBa20r

Méame 13 nezndmych, ale cpf) uz nejde nulovat. Uvedeme néasledujici tfi metody.

(1) Standardni Runge-Kuttova metoda:

k1= hf(zo,0)

h k
ky =hf <$0+,y0+1>

2 2

h ko

ks=h — —
3 f<$o+2,y0+2>

ks = hf(zo+ h,yo + k3)

. 1
(2) Tt¥iosminové pravidlo:

k1 = hf(zo,v0)

h k
ko = hf <x0+3,y0+31>

3 3
ks = hf(a?o + h,yo+ k1 — ko + k‘3)

2h k
ks =hf <x0—|—,y0—1+k2>

1
y(xo + h) = y(l‘o) + g(kl + 3ko + 3k3 + k4)



ki = hf(zo,%0)

k:gzhf(
k3:hf<

h kl)
To+ —,Yo+ —

4 4

h ko
To+ .Y — &

2 2

k4 = hf(xo + h,yo + kl - 2/€2 + 2k3)

. 1
y(l‘o + h) = y(a:o) + 6(161 + 4k3 + 4/€4)

Abychom dosahli maximalni chyby O(hS), nevystaéime s r» = 5, ale az s = 6. Proto se pouzivaji

zejména metody s r = 4.

V praxi se nejcastéji pouzivaji metody s automatickym vybérem kroku. Nejjednodussi zptusob je
spocitat ndsledujici hodnotu s krokem h a h/2, je-li relativni rozdil vétsi nez néjaké e, interval se déle
puli. Pripadné se krok muze zase prodluzovat — napt. mam pocitadlo, kolikrat odchylka vyhovovala

a kdyz dosdhne urcité hodnoty, zase zkusim krok prodlouzit.

Priklad 1.1. ReSme rovnici ¢ = y, y(0) = 1. Vime, 7e FeSenim je y(z) = e®. Pokud pouZijeme

standardni Runge-Kuttovu metodu, mame

k1 =01%x1=0.1

ke = 0.1%1.05=0.105

ks = 0.1%1.0525 = 0.10525
ks = 0.1%1.10525 = 0.110525

1 1
y(0.1) = 1+ £[0.140.21 +0.2105 + 0.110525] = 1 + & * 0.631025 = 1.1051708333,

pficemz €' = 1.105170918.

Kteroukoli z Runge-Kuttovych metod pro rovnici lze pouzit i pro systém rovnic.

Priklad 1.2. Méjme systém rovnic y' = f(z,y, 2), 2’ = g(x,y, z) s poéatetnimi podminkami y(z¢) =

Yo, 2(xg) = 2p. Standardn{ Runge Kuttova metoda pro tento systém je

k1 = hf(xo,y0,20)

h k1
ko —hf (1'0“!‘27@/0“!‘2,204'2)

2 2 2
ks = hf(xo+ h,yo + ks, z0 + I3)

h k l
ks = hf <x0+,y0+2,zo+2>

I1 = hg(xo, Yo, 20)

h k1
l2 =hg <$0+2,yo+2720+2)

2 2
ly = hg(xo + h,yo + k3, 20 + I3)

h k l
l3:hg <x0+27y0+2720+2)

1
y(xo +h) = y(zo) + g(lﬁ + 2ky + 2k3 + ky)

. 1
Z(l‘o + h) = Z(CL'()) + 6(11 + 2y + 2l5 + 1y)



Rovnici n-tého fadu lze prevést na systém a pak fesit Runge-Kuttovou metodou. Pro rovnici
druhého ¥ddu vy’ = f(z,y,y’) existuje piimo Runge-Kutta-Nystromuv vzorec

h? ,
kl - ?f(x()vy(byo)

h? h o,k
k2—2f<$0+2790+2y0+47y0+ )

ﬁ
h
h2 h h ko ko
ks = Ef (CUO-F 57 %0 + §y6+ Zvy(/)—’_ n

2

h 2k
ky = Ef (xo + h,yo + hyg + ks, yo + h?))

. 1
y(zo 4+ h) = y(zo) + hy'(x0) + g(kl + ko + k3)

1
Y (zo +h) =y (z0) + ?Th(kl + 2ky + 2k3 + ky)

.
1.3. Reseni linearnich diferen¢nich rovnic. Linearni diferen¢ni rovnici k-tého fadu nazyvame
rovnici

arp(N)Yntk + @h—1(N)Yntrh—1 + - + ao(N)yn = by,

kde a;(n), b(n) jsou posloupnosti, ax(n) # 0, ag(n) # 0.

Redenfm linedrn{ diferen¢ni rovnice je posloupnost y,, kterd je jednozna¢né dano hodnotami
Y0, Y1, - - -»Yk—1, nebot pro y; pak dostdvdme jednoznaény rekurentni vztah. Pokud je b(n) = 0,
nazyvame rovnici rovnici bez pravé strany.

(1) Jsou-li y,(ll), y7(12)7 . 7y,(Lk) feSeni rovnice bez pravé strany, pak jejich linedrni kombinace
k
Z Czyw(f )
i=1

je také Tesend.

(2) Jsou-li yg), yf«?), e ,yflk) feseni rovnice bez pravé strany a plati-li
(1) (2) (k)
by My
R
o @ (k)
Ye-1 Y1 -0 Yp
a Y, je reseni rovnice bez pravé strany, pak existuji jednoznacna cy,co, ..., c, takova, ze

k
Yn = Z Ciys) .
i=1

Drikaz. Matice soustavy rovnic

ey + eay? + ooyl = Yo

1) ( (k

1y, +czy12) + -+ ey ) = Y;

1) ()

k
Yy ey + o+ Cky](gjl =Yr 1

je regulérni, tudiz ma jednoznacné reseni. O



(3) Obecné feseni rovnice s pravou stranou mé tvar
n
Yn = § Ciyg) + Dn,
i=1
kde p, je partikularni feseni.
1.4. Diferenc¢ni rovnice s konstantnimi koeficienty. Reseni rovnice tvaru
kYntk + Ak—1Yntk—1+ -+ aoyn =0
hledame ve tvaru y,, = 2. Po dosazeni

apz" ™ fap 12" g2 =0
a po vykraceni 2"
k k—1
apz” + ap_12 +---4+ay=0
dostaneme charakteristickou rovnici. Je-li z; r-ndsobny koren, resi rovnici 2" a dale také
nzlt,n?2n, .. n" i
Nastin dikazu. Dosazenim do diferen¢ni rovnice dostaneme
ap(n +k)z""* +ap_1(n+k—1)2"F 4o 4ggnz”,
po Upraveé

nlarz® + ap_12"71 4 -+ ag] + z[karz" 4 (k= Dag_12" 2 +---+a1] = 0.

charakteristicky polynom derivace charakteristického polynomu
Protoze z je r-nasobny koten, je kofenem i 1., 2. az r — 1-té derivace. O
Véta 1.1. Necht charakteristickd rovnice mé kofeny zi,zs,...,2s vzajemné rizné, nasobnosti
r1,T2,...,Ts. Potom Feseni
n n r—1_n n n rs—1_n
215N Y R e 2, R T 2

tvori fundamentalni systém.
Diikaz. Predpokladejme, Ze Teseni jsou linearné zavisla. Potom pro kazdé n musi platit
pi(n)zr +pa(n)zg + - +ps(n)zf =0,

kde p1,pa,...,ps jsou polynomy v n a alespon jeden z nich je nenulovy. Dokézeme, Ze to nemuze
platit. To provedeme indukci podle poc¢tu nenulovych polynomi s.
Pro s = 1: Bud pi(n)z = 0. Po vykrdceni 27" je p1(n) = 0, coz je spor.

p1(n)zl = —p2(n)zd — ... —ps(n)zy
Po vydéleni 27
pi(n) = —p2(n)(3 — ... — ps(n)(Y,
kde ¢; # 1 a soucasné jsou vzijemné riiznd, nebot z; jsou vzajemné rtzna. Tento vztah musi platit
ipron+1.
pi(n+1) = —pa(n+ 1) — .. = py(n)IH

Odectenim dostaneme

pr(n+1) = pr(n) = —[pa(n + 1)Co — pa(m)IGG — - — [paln + 1) — pa(n + DIC™

Na levé strané mame ted polynom (ostie) nizstho stupné neZ p;, protoZe nejvyssi mocniny se
odecetly, naopak stupné polynomu na pravé strané se diky (; # 1 nezméni. Timto zptsobem lze
postupné snizit stupen levé strany az k nulovému polynomu. Podle indukéniho predpokladu pak
jsou vSechny polynomy na pravé strané nulové. O



1.5. Jednokrokové metody.
Definice 1.1. Obecnou jednokrokovou metodou nazveme metodu danou formuli tvaru
Yn+1 = Yn + hq)f(xm Yn, h) (1)

Definice 1.2. Formule (1) se nazyvé regularni, jestlize funkce ®;(x,y, k) je definovana a spojitd
na mnoziné, kde zg < z < a, —00 < y < 400, h € (0,ho) (ho > 0) a existuje-li konstanta M
(nezavisld na = a h) tak, ze

|‘I)f(l‘,y,h)—<pf($,2,h)| SMIy_Z| (2)
pro kazdé x € (xo,a), y,z € (—o0,400) a h € (0, hy).
Definice 1.3. Formule (1) se nazyva stupné p, existuje-li konstanta L a p € N tak, Ze

@ (1,1~ "N < g 0

pro kazdé ¢t € (xo,a), y € (—00,+0), h € (0, hg), kde r(z) je FeSeni rovnice y' = f(z,y) na intervalu
(t,t + h) s pocateéni podminkou r(t) = y.
Pozndmka 1.1. |h®¢(t,y,h) — (r(t+ h) —r(t))| < LhP*T.

Véta 1.2. Nechf je ddna reguldrni obecnd jednokrokovd formule (1), kterd je stupné p € N.

Necht y(x) je feSeni rovnice v = f(x,y) a Yo,¥1,.-.,yn jsou hodnoty spliujici vztah y,.1 =
Yn + h® (T, Yn, h) + 6, pron=0,1,2,...,N — 1. Pak pron =0,1,2,..., N plati
_ 6 eM(znme) — 1
[y = y@)| < lyo — ylwo)| M=) (th i h) M
kde
0= n=()r,r.l.a.:)1(\/—1 |6n|

a M a L jsou konstanty definované (2) a (3).
Diikaz. Bud r, =y, — y(x,) pron =0,1,..., N. Plati, Ze
Tnt1 = Ynt1 = Y(@ns1) = Yn + h®s(2n,yn, h) +0n — y(2ns1) =
= (Yn = y(xn)) +h[®f (20, yn, h) = (20, y(zn), h)]+

+h | @ (20, y(zn), h) — y(an +h) —y(zn)

h

s pouzitim § > 6, a konstant M, L mizeme psat |r,i1| < |rn| + Mh|r,| + LhPT! + §. Zavedeme
Ro = |ro|, Rny1 = (1 4+ hM)R,, + Lh?*1 + 6, Plati, Ze |r,| < R,. To dokézeme indukef: |r, 1] <
R, + MhR, + LhP™ +§ = R, ;4.

Dostali jsme tak diferenéni rovnici pro R,,. Rovnice bez pravé strany mé tvar R,,11 = (1+hM)R,,
charakteristickd rovnice je z — (1 + hM) = 0, obecné FeSeni rovnice bez pravé strany mé tvar
R, =C(1+hM)™.

Hleddme partikuldrni fegenf ve tvaru P = (1 + hM)P + Lh**! + 6, z éehoz dostdvame

LhPtL 4§
P=""_"".
hM

+ On,

Nakonec doladime konstantu C:

R, = C(1+hM)" — (Lh” + >

|7’0| = C - <th + 6)

C =ro| + (Lh” + 5)

1
Ma

h
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Obecné Teseni rovnice s pravou stranou ma tvar

B 5\ (14 hM)™ -1
Rn:|ro|(1+hM) + <th+h) %

Protoze 1 +x < €7, je

§ nhM __ 1

) M(zn,—z0) _ 1
) el ol g

_ _ (zn—z0)M Lh? + —
= xp)|e

lyo — y(zo)| + ( T Vi
Pozndmka 1.2. Prvni ¢len je zpusoben poc¢ateéni podminkou, druhy je chyba metody, ¢ je zaokrouh-
lovaci chyba poéitace. Nemd cenu jit s h pod jistou mez, protoZe jinak se bude zvétsovat chyba d/h.
Jedinym zpusobem jak zvysSit pfesnost je pak metoda vyssiho radu.

Poznamka 1.3. Zavislost chyby je dost Spatnd, da se zkonstruovat rovnice, kdy to bude nejhorsi —
chyba bude exponencidlné zavisla.

Definice 1.4. nechf rovnice y' = f(z,y) na intervalu (zg, +00) ma TeSeni y(z) = 0, tj. 0 = f(=,0).
Toto nulové feSeni se nazyva stabilni vzhledem k soustavnym porucham, jestlize pro kazdé
e > 0 existuje § > 0 tak, ze pro kazdou spojitou funkci n(z), kterd pro « € (xg,+00) s vyjimkou
spocetného mnozstvi izolovanych bodu spliiuje rovnici ' = f(z,n) + g(x), kde |n(0)| < 4, |g(x)| < o
pro x € (g, +00) a g(z) je libovolnd méritelnd funkce, plati nerovnost |n(x)| < € pro x € (g, +00),
tj. poskodim-li poc¢ate¢ni podminku a pravou stranu o J, zméni se feSeni o €.

Definice 1.5. Obecné jednokrokové formule se nazyvéd Gplné regularni, je-li funkce ®;(x,y, h)
omezena, spojita ve vSech svych proménnych, stejnomérné spojita v x, lipschitzovska v y s konstantou
M (nezavislou na x a h) a stejnomérné spojita v h.

Véta 1.3. Necht je ddna rovnice y' = f(z,y) a na (xg, +0o0) plati f(z,0) = 0. Necht nulové Feseni
je stabilni vzhledem k soustavnym poruchdm. Nechf je ddna tiplné reguldrni jednokrokovi metoda
(1) stupné p € N. Pak pro kazdé ¢ > 0 existuji hy,d > 0 tak, Ze pro kazdé feSeni diferencni rovnice
Yn+1 = Yn + h®s(Zn, Yn, h) + 0, pro n = 0,1,2,..., pro které |yo| < 0, 6, < hd, h < hy spliuje
nerovnost |y,| < e.

Diikaz. Bud

Yn+1 — Yn
h

pro = € (xp,Tny1), n=0,1,.... Bud g(z) =1 — f(x,n), |g(z)] < .

n(@) = yo + (&= 20) = g + («bf(:cn,yn,h) n 5") (2 — )

h

oy,

é
Protoze ® je lipschitzovské v y, je
Oy,
|(I)f(xn7yna h) - (I)f(xnanvh’” S M ‘77 - yn| S M ’(I)f(wiyna h) + W ‘I - ZL'()| .

To vlze libovolné zmensit volbou hy a §.
Clen |®f(2n,n, h) — ®f(x,n, h)| lze libovolné zmensit volbou hy diky stejnomérné spojitosti v .
Bud 7'(z) = f(z,r(z)), r(z) = n(x). Protoze

%grt Os(z,m,h) — =0,

h

a @y je spojitd v z, je ®s(z,n,0) = r'(z) = f(z,n). Diky stejnomérné spojitosti v h jde pro
dostatecné malé h treti clen k nule. O

r(m—i—h)—n‘
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1.6. Mnohokrokové (diferen¢ni) metody. Zabyvame se tlohou nalézt priblizné hodnoty feseni
rovnice y' = f(z,y), y(zo) = yo v bodech xg,x1,..., pfiemz x; = o + ih. K vypodtu yi1
potrebujeme hodnoty Ym—k, Ym—k+1, - - - » Ym, ale do pravé strany dosazujeme pouze jednou. Problém
je pouze na pocatku — tam se musi pouzit Runge-Kutta nebo Taylor.

Vychazime z toho, ze pro presné y; plati

Tm+1

Yrs1 = Yres + / f(,y(@)d. (4)

Tm—j

Pfi numerickém vypoétu funkei f(z,y(x)) nahradime interpolaénim polynomem k uzlim
Ty—ks Tm—k+41y---sTm NEDO Ty ky Tm—k41, .-+ Tm, Tm+1- V prvnim pripadé se jednd o explicitni
metody — dostaneme explicitni vyjadfeni hodnoty 4,,+1. V druhém pripadé jde o implicitni me-
tody — ve vzorci vystoupi i f(%mi1,Ymr1). Poté se bud y,i1 vypoéte piimo z rovnice (méné
obvyklé) nebo se vypolitd ptibliznd hodnota iteratné. Volbou j = 0 dostaneme tzv. Adamsovy
formule.

1.6.1. Ezplicitni Adamsovy formule. Oznacme f; = f(x;,y;) = y'(x;) = y;. Pouzijeme Newtonuv
vzorec pro interpolaci vpred, f(x,y(z)) = Ly, x(x) + R k(x), kde

t(t+1 B4+ 1) (t+ k-1
L (@) = frn + s + (2' Jp2 4. WEED kg )f:%%,

(@ — ) (T — Typ—1) - (T — Tppg) dFTT

(k+1)! d$k+1f(§ay(§)) =
= hk+1t(t+1)(t+k) d'IH_l

Rm,k =

T ) g/ (& u(E)).
Po dosazeni do (4) mame
Tt Tt
Ymal = Ym + / Ly i(x)dx + / Ry, i (z)dz
T Tom
piiblizny vzorec pro v§poet ym41  chyba v jednom kroku

po substituci x = xz,,, + th

tt+1)---(t+k—1)

1
Ym+1 = Ym Jrh/ |:fm thf;l,; +
0

Ym+1l = Ym + h[fm + alffn,% + -+ ak.fi_%] + lm,ka

kde
/ 1
t —
/ tri=b g
0
Néktera a:
1 1 1
R t(t ﬁ+f _5 _3 251
L 2 6 4|, 122" T8y " no
0 0
95 19087 5275 1070017
> 988" 6T 604807 7 172807 ©° 3628800

Uziti Adamsovych vzorci:

k k k
FE=Fivs - (1)fi+§—1 " (2>fi+’5—2 Tt (_1)k(k)fi‘§
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5
= W = 291+ Yp2)+

. 1
Ym+1 = Ym + h y;n + 7(y;n - y;n—l) + 12

2

3

+§(y1’n = 3Ym—1+3Yrm—2 — Yr_3) -

E=0: Yms1 = Ym + hy,,
. h
k=1 Ymi1 =Ym + 5[331:71 - Z/m—ﬂ
. h
=22 Ymi1 = ym + 15(2390 — 16Y5—1 + 5y ]

, h
E=3: Ymi1 = Ym + 521559, — 59,1 + 37y _2 — Wy, _3)-

24
Chyba I, 1 bude
[He41) (b4 k) 4
Ht+1)--- (t+
b= [ Ruatade = nte2 [ R0 o ey =
= 202 (r)ag

Zkracend |l ir| < W 2ap 1 My yo.

1.6.2. Implicitni Adamsovy formule. Opét pouZijeme vzorec pro interpolaci vpied, f(z,y(z)) =
Lk (x) + R i (2),

B 1 tt+1) tt4+1)---(t+ k)
tt+1)- (t+k+1) d*H
(o2 DR o e ),
Dosadime do (4),
Tm+41 Tm+1
Ymt1 = Ym + / Ly, i (z)dz + / R, 1 (z)dx.

Zavedeme substituci,
0
Ym+1 = Ym + /Lm,k(z)dt + lm,k =
1

= Y+ [ Fr Dy bR b e |+ D,
2

kde

Uvedeme néktera b:

0
1 1 1 13
bl _/tdt__ia b2__ﬁv b3__ﬁ7b4__ﬁ0)
-1

9 863 275 33953

g 160" ° 604807 241357 ° 3628800
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Konkrétni metody:
k=—=1: Yymi1 = ym + hy;n—&-l

E=0: Ymt1 =Ym + g[y;wrl + Y

E=1: Ymi1 = Ym + %[Syinﬂ + 8 — 11

k=20 Ymi1 = Ym + %[%ﬁnﬂ + 199, = 5Yp—1 + Ypn—o]

k=3: ymi1 = gd%mwﬂ+6m%fﬁm%nl+w®mg 19y, ]

Chyba aproximace je

e v k2
Ik = / Ry i(x)dz = hk+3/ (e + 1)(k +(t2;!_ ktl) dd s [ (& y(€)dt =

Tm

_ hk+3y(k+3) (n)bk+2;

celkem |1, 1| < h*+3 by o] My 3.

Implicitni metody se pouzivaji v tzv. metodach prediktor-korektor. Nejprve se vypocte y,,+1
pomoci explicitniho vzorce, pak se ziskand hodnota dosadi do pravé strany implicitniho vzorce. Lze
dokazat, ze nova hodnota y,,+1 je presnéjsi.

Definice 1.6. Obecna diferenéni formule k-tého ¥adu pro feseni rovnice ¢y’ = f(z,y) je formule
tvaru

k k
> itnri =hY Bif (@nti Unti), ()
i=0 =0

kden € {0,1,..., N—k} aay # 0. Pro 8. = 0 je to explicitni formule, pro 8, # 0 je to implicitni
formule.

Definice 1.7. Diferen¢ni formule (5) se nazyva stupné p € Ny, jestlize plati nasledujicich p + 1
podminek:

k
S0
i=0
ko s k cs—1
oy i By B
Z ol —Z 5- 1) pros=1,...,p.
=0 =0
Zname-li hodnoty ¥, Yni1,---,Ynik_1 Presné a vypocitame-li y, %, je to s presnosti O(hPT1).
Diikaz.
k
> leiy(wn +ih) = hBif (wn + ih,y(zn + ih))] =
i=0

k
= liy(wn +ih) — hBiy (wn + ih)] = cpahP Ty (2,) + O(RPFY)
=0

ih)? )Pt
Y(zy +ih) = y(x,) + ihy' (z,) + ( ;L') Y (zn) + -+ ((ph_')_ 1)'y(p+1)(a:n)+
(ih)erQ p+2
+ My( (&)
Y (xn + ih) =y (xn) + ihy" (xn) + - + (’;)py“’*”(xn) + mw”) (&)
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Uvedené pozadavky jesté nestaci k tomu, aby daly rozumnou metodu.
Priklad 1.3. Zkonstruujeme explicitni formuli 2. fadu, co nejpresnéjsi:
Ynt2 + 1Ynt1 + aoyn = h(Brys 1 + Boy,,)-
Z podminek pro stupen formule mame

l+a14+ap=0
24+ a1 =p1+ 5

1

5(4 +a1) =5

1 1

—(8 = —f1.

6( + 1) 251
Vic podminek si kldst nelze, protoze je u formule 2. fadu nelze splnit. Metoda m4 v jednom kroku
piesnost O(n?). Reseni soustavy je a1 = 4, ag = —5, 1 = 4, By = 2. Po dosazeni

Ynto = —4Ynt1 + Syn + 44y, 1 +2,,)-

Zkusime Fesit rovnici y' = —y, y(0) = 1. Vime, Ze FeSeni je y(z) = e~ *. Vyse uvedend formule bude

mit pro tuto rovnici tvar
Yn+2 = _4(1 + h)yn—i-l + (5 — Qh)yn

Zvolme krok h = 0.1, poc¢ateéni hodnotu y; = e~%! = 0.904837. Dostaneme néasledujici vysledky
(IEEE Double, zaokrouhleno):

x yi (yi — y(z)) - 10° Yi (y; — y(x:)) - 10°
0.0 1.000000 0 1.000000 0
0.1 0.904837 0 0.904835 2
0.2 0.818715 15 0.818726 4
0.3 0.740872 54 0.740812 -6
0.4 0.669997 -323 0.670313 7
0.5 0.608200 1669 0.606522 -8
0.6 0.539907 -8905 0.548803 9
0.7 0.543769 47183 0.496576 10
0.8 0.198971 250358 0.449319 -10
0.9 1.734618 1328048 0.406560 -10
1.0 —6.677259 ~7045138 0.367869 -10
2.5 30.828821 30746736

Definice 1.8. Formule (5) se nazyva stabilni podle Dahlquista, jestlize vSechny kofeny polynomu
ap\F 4+ a_ \FT1 4. 4 ag jsou v absolutni hodnoté mensi nebo rovny 1 a ty, které jsou v absolutni
hodnoté rovny 1, jsou jednoduché.

Lemma 1.1. Necht y(z) je TeSeni rovnice ¢y = f(z,y) v intervalu (zg,a), necht f je definovéna,
spojitd a lipschitzovskd vzhledem k y s konstantou M na (xg,a) x (—oo,+00). Pak pro kazdé celé
n: 0 < n < N oznaéme u, = y(z,) — A (2n, y(2n)), kde A je libovolné zvolend hodnota takovd, ze
[A| M < 1.

Rovnice z — Af(xp, 2) = @, m4 jediné feSeni z = §,, a plat

_ 1 _
|Gn — Yn| < W‘un_un‘-

Diikaz. Zavedeme zobrazeni F(z) = Af(ay, 2) + @, R — R, dokdZeme, ze F(z) je kontrahujici, tedy
F(z) = z mé prévé jedno FeSeni. Protoze plati

|F(2) = F(y)l = [\l |f(z,2) — f(z,9)| < M|A|[z -y
a M |\ < 1, je F(z) kontrahujici a vyse uvedend rovnice méa jediné feseni. Déle plati

|gn - yn| = |>\f(93n7gn) + Uy, — Af(xnayn) - un‘ < |ﬂn - Un| + ‘/\| M ‘gn - yn|7
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z toho po upravé

|Tn = yn| < m\ﬁn—un :
O
Lemma 1.2. Necht je ddn polynom
k
o(t) = Z a;t!
i=0
a matice
0 1
0 0 1
A_ =
1
_a  _a _ Qo1
g (e Qg

Z¥ejmé o(t) je ndsobkem charakteristického polynomu matice A. Necht pro kaZdy kofen ¢; polynomu
o(t) plati |t;| <1 a necht ty kofeny, pro které |t;| = 1, jsou jednoduché.

Zvolme néjakou maticovou normu. Pak existuje konstanta G, ktera zavisi pouze na koeficientech
o(t) tak, ze plati ||A"|| < G pron € N.

Jestlize pro vsechny kotfeny p(t) plati |t;] < 1, pak existuji konstanty G; a 0 < v < 1 tak, Ze
JA™] < Ga7™ pro n € N,
Ditkaz. A je regularni, tudiz ji lze zapsat jako

J1
A=T" J2 T

Ji
A" =1 J3 T.

Pro maximovou normu plati ||A™||; < ||T’1||I G| T|; < G, nebot vlastni &isla jsou bud mensf nez

1, v tom pfipadé jsou prvky J;* k nule, vlastni ¢islo 1 mtize byt pouze jednondsobné, v tom piipadé

ale J = (1), takze J* jsou omezeny konstantou. Pro jiné normy to plati diky topologické ekvivalenci.
Je-li p(A) < 1, pak existuje € > 0 takové, ze i p(A) +¢& < 1. Pak

1 7
o(A)Fe vl ) 1
A = (o(A) +&)T* A2 — T
(o(A) +¢) AR AT
a n
1
<9(A>+a Jl) §
|A| < [T (sea=2) Il (o(A) +e)".
O

Lemma 1.3. Necht ¢y, ¥4, X jsou koneéné posloupnosti &sel pro k = 0,1,...,n, x > 0. Necht

k-1

Pk §¢k+ZXi%‘ pro k=0,1,...,n.
i=0

Potom plati

n—1

n—1
on <+ Y it [ 1+x5)-

i=0 j=i+1
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Diikaz. Zavedeme dalsi posloupnost

k1
O =+ Y xi®i,
i=0

®y = . Indukei dokazeme, ze o < ®f. Pro k = 0 to z definice plati, pokud to plati az do k —1, je

k—1 k—1

Z Xipi < Z Xi P,

=0 1=0

nebot y; > 0, coz bylo dokazat.
Daéle dokédzeme, ze
n—1 n—1
¢n = wn4_§£:Xﬁ¢i II (1*_Xj)

i=0 =i+l

Pro k = 0 to opét z definice plati, predpokladejme platnost az do k — 1. Z definice je
P =Y+ x0Po +xaP1+ -+ Xk-1Pr—1 =
= Yk + Xoto+
+ x1[¥1 + Xxoto]+
+ X2[¥2 + xo¥o(1 + Xx1) + X191 ]+
+x3[¥3 + xovo(1 + x1)(1 + x2) + x1¥1(1 + x2) + x22]+
+ xa[ta + xo¥o(1 + x1)(1 + x2)(1 + x3) + x1¥1 (1 + x2)(1 + x3)+
+ x2th2(1 + x3) + x33]+
+ Xk—1[¥k—1 + X0t (L + x1)(1 + x2) -+ (1 + xp—1)+
+x1(T+x2) - (1 +xe—1) +--] =
= r + xo%o[1 + x1 + x2(1 + x1) + x3(1 + x1)(1 + x2)+
+xa(1 4+ x1) (1 +x2)(X +x3) + -+ xoto(L+x1) - (L + xp—1)] =+~
Budeme vytykat (1 4+ x1), (14 x2) az (1 + xk—1)- O
Véta 1.4. Necht prava strana diferencidln{ rovnice 3’ = f(x,y) je definovana a spojitd v intervalu
29 <x < a, —00 <y < +oo a splituje vzhledem k y Lipschitzovu podminku s konstantou M. Necht
y(z) je fesen{ rovnice na intervalu (zo, a) a necht m4 spojité derivace do fddu p+1, kde p > 1. Necht

uvazovand diferenéni formule ¥fddu k je stupné p a stabilni podle Dahlquista. Necht yo,y1, ..., ¥n
jsou hodnoty vypocitané podle vzorct

k k
> Qiynyi =0 Bif (ntisYnyi) +0n pron=0,1,...,N —k
=0 =0

ay;proi=0,1,...,k —1 je ddno. Pak (pro dostatecné mald h) plati

|Tn — @0l (6 GM (z,—
n n < —m— ]. )\ M ’l9 _— — th (xn wo)
ly y(m)|1_|)\|M[(+| )¥+ ol T e ’
kden=0,1,..., N,
_ _ B
U= o e lvi —y(@i)l, 0= =0 1% ol A= h07k

a G, M, K jsou konstanty, které zavisi jen na koeficientech formule a na diferencidlni rovnici a jsou
nezavislé na h pro dostatec¢né malé h.

Diikaz. Oznaéme y, — y(x,) = r,. Odeétenim vztahtt

2 k
> Qiynyi =0 Bif (TntisYnyi) + On
i=0 i=0
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k k
Z Y (Tnti) = h Z Bif (Znti, Y(Xnts)) — ln,
—0 i=0

pficemz I, < KhPT!, dostaneme

k k
Z QiTpti = h Z Bilf (@n+isYn+i) = f(@ntis Y(@nti)] + 6n + ln. (6)
i=0 i=0
Oznatme u, = y(xn) — Af (20, y(20)), Un = yn — A (Xn, yn). Podle lemmatu 1.1 se d& odhadnout
[rn| < I |ty — wn| -
T 1-|\M
Misto 7, budeme dale odhadovat ﬂn — u,. Plati, Ze
k k
Z (67 (ﬂnﬂ un+z Z QiTp4q — Z [f(xnﬂ‘v yn—H) - f(xn+iv y(xnﬂ))] =
i=0 i=0

k
038 = ) [ @i Yoi) — S @ais y@asi))] + 8+ b = g

Pro ¢ = k dostaneme S — B" sy = 0, takze staci scitat od 0 do k — 1. Zavedeme vektory

. 0
iy — un 0
g | T ] 0
Upyk—1 — Untk—1 0
ag
a matici
0 1
0 0 1
A_ = ..
0 0 o --- 1
ag ar Q-1
—2 _« o

Potom plati, ze @"t1) = Aa(™ + ™. Az do k — 1-té slozky je to jasné, pro posledni slozku to
vyplyva z predchozi rovnosti.
Dale je
ﬂ*(n) _ Aﬁ(nfl) +q—(n71) _ A2,L—L'(n72) +A(j(n72) _’_(j(nfl)

n—1

i

Pomoci vektoru @™ provedeme odhad Tnts Nezavisly na i:
1

1
e L e e lam
Irnevil < T3y 1Bt = vkl < 75737 |1

)

I

nebot proi =0,...,k — 1 jsou to sloiky '&'(").

1
Hq(n) = — |l < 041 il + (6+ th+1) =
1 o |04 |
PV 3 1
<h |0 18 = ol | torrag |3+ o0+ B

[GH; o ] 1—[A[M |Oék|( )
M
~ 1

ch“” < Mh||@™| +—(+ Kh*th)
I I Qe
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Protoze podle lemmatu 1.2 maji vSechny mocniny A spoleény odhad G, plati

7 i@ +
I

6—|—th i1

TS ) <

— p+1

Z a®|| e B G | .
X,. =0 N k| !
' #i pe

Podle lemmatu 1.3 z toho, ze plati
k—1

ok <Pkt > Xii,

vyplyva, ze

n—1 n—1
i=0 j=it1
5+ Khwt! o
HW) < GIIh Z {Gz+ +G ﬂ(O)H } (1+ GNh)"—i =1
|Ozk| 1
K p+1
+ Gnﬁih +6 a9
|Oék| I
H%" 0>H 1+GMhZ 1+ GITh)" 1| 4
5+ Khpt!

n—1
ol Gn+GMLY_ Gi(1+ GMh)"_"_ll
k i=0

Protoze
1451
1

n—1 n—1

C p—1—i i
E q = E E q,
i=0 j=1i=0
je druhd hranaté zavorka rovna

(1+GMh)I — o
an+ain S U EEM =L o G+ Gy — G — 1) =
" Z 2L 06 31+ XY~ G(n 1)
- (1+GMR)™ ' -1 1 .
=G+ G(1+GMh . = —[(1+GNR)" —1].
1+ quiny LEEEL {1+ AR 1]
~ 5+ Khrtt 1 ~
—»(n) < —'(O) n __ _ n __
@) <cla HI[1+(1+GMh) o S g G - 1)

to 1ze dale upravit:

1
|C¥k|M

7™

. ) .
<G Hﬁ(O)H (1+ GNR)" + ( + th) [(1+ GNIR)"™ — 1]
I I
Vyuzijeme nyni toho, ze 1 + G]\Zh~ < eOMh tedy (1+ GMh)" < enGMh — (GM(zn—20) 5 d4le
eGM(@n=20) _ 1 < GM(x, — x0)eM@n=70) To prvni je jasné, to druhé vyplyvé tieba z Taylorova
rozvoje e*.

)

<G
I

a’(O)H eGI\;[(znfmo) + G(CCn B ZE()) § _|_th eGI\;I(:cnfzo)
I |ak| h
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Po vynésobeni 1/(1 — |\| M), dostdvame hledanou nerovnost. Staéi si uvédomit, ze
U — wi| = lys — y(@i) — Alf (@i yi) — f (@i, y(2s))]] <
= [y —y(@)| + (AL M [y — y(ai)] = (L + A M) y; — y(:)| =
= (14 |\ M)9.
O

Pozndamka 1.4. 6, je zaokrouhlovaci chyba poc¢itace a ani poc¢dteéni podminky nejsou déany presné.
Opét nelze jit s h libovolné nizko, pro dalsi zvyseni presnosti lze pouzit jediné metodu vyssiho radu.
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