
1. Numerické řešeńı počátečńıch úloh pro obyčejné diferenciálńı rovnice

Hledáme řešeńı rovnice y′ = f(x, y), y(x0) = y0. Řekneme, že úloha je numericky vyřešena, právě
když se podař́ı sestavit řešeńı ve tvaru y(x0 + h) .= y(x0) + ∆y0(x0, y0, h).

1.1. Analytická metoda. Provedeme Taylor̊uv rozvoj funkce y:

y(x0 + h) − y(x0) = hy′(x0) + h2

2 y
′′(x0) + · · ·

Dále plat́ı
y′(x0) = f(x0, y0) = f0

Tento vztah můžeme dál derivovat

y′′(x0) = ∂f

∂x
(x0, y0) + ∂f

∂y
(x0, y0)y′(x0) = fx + fyf0,

y′′′(x0) = ∂2f

∂x2 (x0, y0) + 2 ∂2f

∂x∂y
(x0, y0)y′(x0)+

+ ∂2f

∂y2 (x0, y0)y′2(x0) + ∂f

∂y
(x0, y0)y′′(x0) =

= fx2 + 2fxyf0 + fy2f2
0 + fy(fx + fyf0)

a tak lze pokračovat libovolně dlouho (za předpokladu, že f má derivace dostatečně vysokého řádu).

1.2. Runge-Kuttovy metody. Předchoźı metoda je výpočetně náročná, proto se v praxi použ́ıvaj́ı
následuj́ıćı metody, kde př́ır̊ustek hledáme ve tvaru

∆y0 = p1k1(h) + p2k2(h) + · · · + prkr(h),
kde ki(h) = hf(ξi(h), ηi(h)), ξi(h) = x0 + αih, ηi = y0 + βi1k1(h) + βi2k2(h) + · · · + βi,i−1ki−1(h),
α1 = 0.

k1(h) = hf(x0, y0)
k2(h) = hf(x0 + α2h, y0 + β21k1(h))
k3(h) = hf(x0 + α3h, y0 + β31k1(h) + β32k2(h))

...
kr(h) = hf(x0 + αrh, y0 + βr1k1(h) + · · · + βr,r−1kr−1(h))

y(x0 + h) .= y(x0) + p1k1(h) + p2k2(h) + · · · + prkr(h)︸ ︷︷ ︸
Runge-Kuttovský př́ır̊ustek

.

Pod pojmem ”skutečný př́ır̊ustek“ rozumı́me y(x0 + h) − y(x0). Zbývá vyřešit volbu α, β, p.
Pokud rozvineme Runge-Kuttovský a skutečný př́ır̊ustek v mocninách h, chceme, aby se rozvoje

shodovaly do co možná nejvyšš́ı mocniny h. Budou-li se shodovat až do hp, je chyba řádu hp+1. Toho
chceme dosáhnout pro libovolnou volbu pravé strany. Z toho budeme vycházet při volbě koeficient̊u
α, β, p.

Označme rozd́ıl mezi správnou a spočtenou hodnotou
φr(h) = [y(x0 + h) − y(x0)] − [p1k1(h) + p2k2(h) + · · · + prkr(h)].

Výše uvedená podmı́nka pak odpov́ıdá podmı́nce

φr(0) = φ′
r(0) = · · · = φ(s)

r (0) = 0.
Pro r = 1:

φ1(h) = [y(x0 + h) − y(x0)] − [p1hf(x0, y0)]
φ′

1(0) = y′(x0) − p1f0 = f0 − p1f0 = (1 − p1)f0

z toho vycháźı podmı́nka p1 = 1. Výsledná metoda
y(x0 + h) .= y(x0) + hf(x0, y0)
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se označuje jako Eulerova. Pro r = 2:

φ2(h) = [y(x0 + h) − y(x0)] − [p1k1(h) + p2k2(h)]

k1(h) = hf(x0, y0)
k2(h) = hf(x0 + α2h, y0 + β21k1(h))
k′

1(h) = f(x0, y0)

k′
2(h) = f(x0 + α2h, y0 + β21k1(h)) + h

[
∂f

∂x
α2 + ∂f

∂y
β21k

′
1(h)

]
k′′

1 (h) = 0

k′′
2 (h) = 2

[
∂f

∂x
(x0 + α2h, y0 + β21k1(h)) + ∂f

∂y
β21k

′
1(h)

]
+ h[· · · ]′

k′
1(0) = f0 k′′

1 (0) = 0
k′

2(0) = f0 k′′
2 (0) = 2(α2fx + β21fyf0)

y′(x) = f(x, y) y′(x0) = f0

y′′(x) = ∂f

∂x
(x, y) + ∂f

∂y
(x, y)y′(x) y′′(x0) = fx + fyf0

0 = φ′
2(0) = f0 − [p1f0 + p2f0] = [1 − p1 − p2]f0

0 = φ′′
2(0) = fx + fyf0 − 2p2(α2fx + β21fyf0) = [1 − 2α2p2]fx + [1 − 2β21p2]fyf0

Z toho vyplývá podmı́nka

p1 + p2 = 1
2α2p2 = 1

2β21p2 = 1.

V praxi se už́ıvaj́ı následuj́ıćı volby:

α2 = β21 = 1 α2 = β21 = 1
2

p1 = p2 = 1
2 p1 = 0 p2 = 1

k1 = hf(x0, y0) k1 = hf(x0, y0)

k2 = hf(x0 + h, y0 + h) k2 = hf

(
x0 + h

2 , y0 + k1

2

)
y(x0 + h) .= y(x0) + 1

2(k1 + k2) y(x0 + h) .= y(x0) + k2

Pro r = 3:

φ3(h) = [y(x0 + h) − y(x0)] − [p1k1(h) + p2k2(h) + p3k3(h)]
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k1(h) = hf(x0, y0)
k2(h) = hf(x0 + α2h, y0 + β21k1)
k3(h) = hf(x0 + α2h, y0 + β31k1 + β32k2)
k′

1(h) = f(x0, y0)

k′
2(h) = f(x0 + α2h, y0 + β21k1) + h

[
∂f

∂x
α2 + ∂f

∂y
β21k

′
1

]
k′

3(h) = f(x0 + α2h, y0 + β31k1 + β32k2) + h

[
∂f

∂x
+ ∂f

∂y
(β31k

′
1 + β32k

′
2)

]
k′′

1 (h) = 0

k′′
2 (h) = 2

[
∂f

∂x
(x0 + α2h, y0 + β21k1)α2 + ∂f

∂y
β21k

′
]

+ h[· · · ]′

k′′
3 (h) = 2

[
∂f

∂x
(x0 + α2h, y0 + β31k1 + β32k2)α3 + ∂f

∂y
(β31k

′
1 + β32k

′
2)

]
+ h[· · · ]′

k′′′
1 (h) = 0

k′′′
2 (h) = 3

[
∂2f

∂x2 (x0 + α2h, y0 + β21k1)α2
2 + 2 ∂2f

∂x∂y
α2β21k

′
1 + ∂2f

∂y2 (β21k
′
1)2

]
+

+ h[· · · ]′′

k′′′
3 (h) = 3

[
∂2f

∂x2 (x0 + α2h, y0 + β31k1 + β32k2)α2
3 + 2 ∂2f

∂x∂y
α3(β31k

′
1 + β32k

′
2)+

+∂2f

∂y2 (β31k
′
1 + β32k

′
2) + ∂f

∂y
(β31k

′′
1 + β32k

′′
2 )

]
+ h[· · · ]′′

k′
1(0) = f0

k′′
1 (0) = 0

k′′′
1 (0) = 0
k′

2(0) = f0

k′′
2 (0) = 2(α2fx + β21fyf0)

k′′′
2 (0) = 3(α2

2fx2 + 2α2β21fxyf0 + β2
21fy2f2

0 )
k′

3(0) = 0
k′′

3 (0) = 2(α3fx + (β31 + β32)fyf0

k′′′
3 (0) = 3(α2

3fx2 + 2α3(β31 + β32)fxyf0 + (β31 + β32)2fy2f2
0 +

+ 2β32fy(α2fx + β21fyf0))

y′(x) = f(x, y)

y′′(x) = ∂f

∂x
(x, y) + ∂f

∂y
(x, y)y′(x)

y′′′(x) = ∂2f

∂x2 (x, y) + 2 ∂2f

∂x∂y
(x, y)y′(x) + ∂2f

∂y2 (x, y)y′2(x) + ∂f

∂y
(x, y)y′′(x)

y′(x0) = f0

y′′(x0) = fx + fyf0

y′′′(x0) = fx2 + 2fxyf0 + fy2f2
0 + fy(fx + fyf0)
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φ′
3(0) = f0 − [p1f0 + p2f0 + p3f0] = [1 − p1 − p2 − p3]

φ′′
3(0) = fx + fyf0 − [2p2(α2fx + β21fyf0) + 2p3(α3fx + (β31 + β32)fyf0)] =

= fx[1 − 2α2p2 − 2α3p3] + fyf0[1 − 2p2β21 − 2p3(β31 + β32)]
φ′′′

3 (0) = fx2 [1 − 3p2α
2
2 − 3p3α

2
3] + fxyf0[2 − 6p2α2β21 − 6p3α3(β31 + β32)]+

+ f2
0 fy2 [1 − 3p2β

2
21 − 3p3(β31 + β32)2] + fyfx[1 − 6p3α2β32]+

+ f2
y f0[1 − 6p3β21β32],

z toho dostáváme

1 − p1 − p2 − p3 = 0
1 − 2α2p2 − 2α3p3 = 0

1 − 2p2β21 − 2p3(β31 + β32) = 0
1 − 3p2α

2
2 − 3p3α

2
3 = 0

2 − 6p2α2β21 − 6p3α3(β31 + β32) = 0
1 − 3p2β

2
21 − 3p3(β31 + β32)2 = 0

1 − 6p3α2β32 = 0
1 − 6p3β21β32 = 0

Tyto rovnice jsou ovšem závislé a jsou ekvivalentńı s následuj́ıćı soustavou:

1 = p1 + p2 + p3

1
2 = p2α2 + p3α3

1 = 3p2α
2
2 + 3p3α

2
3

α2 = β21

α3 = β31 + β32

1
6 = p3β32α2.

Každé řešeńı této soustavy dává Runge-Kuttovu metodu. Čtvrtá derivace nulovat nejde. V praxi se
použ́ıvaj́ı následuj́ıćı metody:

k1 = hf(x0, y0)

k2 = hf

(
x0 + h

2 , y0 + k1

2

)
k3 = hf(x0 + h, y0 − k1 + 2k2)

y(x0 + h) .= y(x0) + 1
6(k1 + 4k2 + k3)

nebo

k1 = hf(x0, y0)

k2 = hf

(
x0 + h

3 , y0 + k1

3

)
k3 = hf

(
x0 + 2h

3 , y0 + 2k2

3

)
y(x0 + h) .= y(x0) + 1

4(k1 + 3k3).
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Pro r = 4: Pokud sestav́ıme polynomy pro r = 4 a požadovali φ(4) = 0, dojdeme k následuj́ıćım
11 podmı́nkám:

α2 = β21

α3 = β31 + β32

α4 = β41 + β42 + β43

p1 + p2 + p3 + p4 = 1

p2α2 + p3α3 + p4α4 = 1
2

p2α
2
2 + p3α

2
3 + p4α

2
4 = 1

4
p2α

3
2 + p3α

3
3 + p4α

3
4 = 1

4
p3β32α2 + p4β42α2 + p4β43α3 = 1

6
p3β32α2α3 + p4β42α2α4 + p4β43α3α4 = 1

8
p3β32α

2
2 + p4β42α

2
2 + p4β43α

2
3 = 1

12
p4β43β32α2 = 1

24

Máme 13 neznámých, ale φ(5)
4 už nejde nulovat. Uvedeme následuj́ıćı tři metody.

(1) Standardńı Runge-Kuttova metoda:

k1 = hf(x0, y0)

k2 = hf

(
x0 + h

2 , y0 + k1

2

)
k3 = hf

(
x0 + h

2 , y0 + k2

2

)
k4 = hf(x0 + h, y0 + k3)

y(x0 + h) .= y(x0) + 1
6(k1 + 2k2 + 2k3 + k4)

(2) Tř́ıosminové pravidlo:

k1 = hf(x0, y0)

k2 = hf

(
x0 + h

3 , y0 + k1

3

)
k3 = hf

(
x0 + 2h

3 , y0 − k1

3 + k2

)
k4 = hf(x0 + h, y0 + k1 − k2 + k3)

y(x0 + h) .= y(x0) + 1
8(k1 + 3k2 + 3k3 + k4)



6

(3)

k1 = hf(x0, y0)

k2 = hf

(
x0 + h

4 , y0 + k1

4

)
k3 = hf

(
x0 + h

2 , y0 − k2

2

)
k4 = hf(x0 + h, y0 + k1 − 2k2 + 2k3)

y(x0 + h) .= y(x0) + 1
6(k1 + 4k3 + 4k4)

Abychom dosáhli maximálńı chyby O(h6), nevystač́ıme s r = 5, ale až s r = 6. Proto se použ́ıvaj́ı
zejména metody s r = 4.

V praxi se nejčastěji použ́ıvaj́ı metody s automatickým výběrem kroku. Nejjednodušš́ı zp̊usob je
spoč́ıtat následuj́ıćı hodnotu s krokem h a h/2, je-li relativńı rozd́ıl větš́ı než nějaké ε, interval se dále
p̊uĺı. Př́ıpadně se krok může zase prodlužovat — např. mám počitadlo, kolikrát odchylka vyhovovala
a když dosáhne určité hodnoty, zase zkuśım krok prodloužit.

Př́ıklad 1.1. Řešme rovnici y′ = y, y(0) = 1. Vı́me, že řešeńım je y(x) = ex. Pokud použijeme
standardńı Runge-Kuttovu metodu, máme

k1 = 0.1 ∗ 1 = 0.1
k2 = 0.1 ∗ 1.05 = 0.105
k3 = 0.1 ∗ 1.0525 = 0.10525
k4 = 0.1 ∗ 1.10525 = 0.110525

y(0.1) = 1 + 1
6[0.1 + 0.21 + 0.2105 + 0.110525] = 1 + 1

6 ∗ 0.631025 .= 1.1051708333,

přičemž e0.1 = 1.105170918.

Kteroukoli z Runge-Kuttových metod pro rovnici lze použ́ıt i pro systém rovnic.

Př́ıklad 1.2. Mějme systém rovnic y′ = f(x, y, z), z′ = g(x, y, z) s počátečńımi podmı́nkami y(x0) =
y0, z(x0) = z0. Standardńı Runge Kuttova metoda pro tento systém je

k1 = hf(x0, y0, z0) l1 = hg(x0, y0, z0)

k2 = hf

(
x0 + h

2 , y0 + k1

2 , z0 + l1
2

)
l2 = hg

(
x0 + h

2 , y0 + k1

2 , z0 + l1
2

)
k3 = hf

(
x0 + h

2 , y0 + k2

2 , z0 + l2
2

)
l3 = hg

(
x0 + h

2 , y0 + k2

2 , z0 + l2
2

)
k4 = hf(x0 + h, y0 + k3, z0 + l3) l4 = hg(x0 + h, y0 + k3, z0 + l3)

y(x0 + h) .= y(x0) + 1
6(k1 + 2k2 + 2k3 + k4)

z(x0 + h) .= z(x0) + 1
6(l1 + 2l2 + 2l3 + l4)
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Rovnici n-tého řádu lze převést na systém a pak řešit Runge-Kuttovou metodou. Pro rovnici
druhého řádu y′′ = f(x, y, y′) existuje př́ımo Runge-Kutta-Nyströmův vzorec

k1 = h2

2 f(x0, y0, y
′
0)

k2 = h2

2 f
(
x0 + h

2 , y0 + h

2 y
′
0 + k1

4 , y
′
0 + k1

h

)
k3 = h2

2 f
(
x0 + h

2 , y0 + h

2 y
′
0 + k2

4 , y
′
0 + k2

h

)
k4 = h2

2 f
(
x0 + h, y0 + hy′

0 + k3, y
′
0 + 2k3

h

)
y(x0 + h) .= y(x0) + hy′(x0) + 1

3(k1 + k2 + k3)

y′(x0 + h) .= y′(x0) + 1
3h (k1 + 2k2 + 2k3 + k4)

1.3. Řešeńı lineárńıch diferenčńıch rovnic. Lineárńı diferenčńı rovnićı k-tého řádu nazýváme
rovnici

ak(n)yn+k + ak−1(n)yn+k−1 + · · · + a0(n)yn = bn,

kde ai(n), b(n) jsou posloupnosti, ak(n) ̸= 0, a0(n) ̸= 0.
Řešeńım lineárńı diferenčńı rovnice je posloupnost yn, která je jednoznačně dáno hodnotami

y0, y1, . . . , yk−1, nebot’ pro yi pak dostáváme jednoznačný rekurentńı vztah. Pokud je b(n) = 0,
nazýváme rovnici rovnićı bez pravé strany.

(1) Jsou-li y(1)
n , y

(2)
n , . . . , y

(k)
n řešeńı rovnice bez pravé strany, pak jejich lineárńı kombinace

k∑
i=1

ciy
(i)
n

je také řešeńı.
(2) Jsou-li y(1)

n , y
(2)
n , . . . , y

(k)
n řešeńı rovnice bez pravé strany a plat́ı-li∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

y
(1)
0 y

(2)
0 . . . y

(k)
0

y
(1)
1 y

(2)
1 . . . y

(k)
1

...
...

...
y

(1)
k−1 y

(2)
k−1 . . . y

(k)
k−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
̸= 0

a Yn je řešeńı rovnice bez pravé strany, pak existuj́ı jednoznačná c1, c2, . . . , ck taková, že

Yn =
k∑
i=1

ciy
(i)
n .

D̊ukaz. Matice soustavy rovnic

c1y
(1)
0 + c2y

(2)
0 + · · · + cky

(k)
0 = Y0

c1y
(1)
1 + c2y

(2)
1 + · · · + cky

(k)
1 = Y1

...

c1y
(1)
k−1 + c2y

(2)
k−1 + · · · + cky

(k)
k−1 = Yk−1

je regulárńı, tud́ıž má jednoznačné řešeńı. □
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(3) Obecné řešeńı rovnice s pravou stranou má tvar

Yn =
n∑
i=1

ciy
(i)
n + pn,

kde pn je partikulárńı řešeńı.

1.4. Diferenčńı rovnice s konstantńımi koeficienty. Řešeńı rovnice tvaru

akyn+k + ak−1yn+k−1 + · · · + a0yn = 0

hledáme ve tvaru yn = zn. Po dosazeńı

akz
n+k + ak−1z

n+k−1 + · · · + a0z
n = 0

a po vykráceńı zn

akz
k + ak−1z

k−1 + · · · + a0 = 0
dostaneme charakteristickou rovnici. Je-li zi r-násobný kořen, řeš́ı rovnici zni a dále také
nzni , n

2zni , . . . , n
r−1zni .

Nástin d̊ukazu. Dosazeńım do diferenčńı rovnice dostaneme

ak(n+ k)zn+k + ak−1(n+ k − 1)zn+k−1 + · · · + a0nz
n,

po úpravě

n[akzk + ak−1z
k−1 + · · · + a0︸ ︷︷ ︸

charakteristický polynom

] + z[kakzk−1 + (k − 1)ak−1z
k−2 + · · · + a1︸ ︷︷ ︸

derivace charakteristického polynomu

] = 0.

Protože z je r-násobný kořen, je kořenem i 1., 2. až r − 1-té derivace. □

Věta 1.1. Necht’ charakteristická rovnice má kořeny z1, z2, . . . , zs vzájemně r̊uzné, násobnost́ı
r1, r2, . . . , rs. Potom řešeńı

zn1 , nz
n
1 , . . . , n

r−1
1 zn1 , . . . , z

n
s , nz

n
s , . . . , n

rs−1zns

tvoř́ı fundamentálńı systém.

D̊ukaz. Předpokládejme, že řešeńı jsou lineárně závislá. Potom pro každé n muśı platit

p1(n)zn1 + p2(n)zn2 + · · · + ps(n)zns = 0,

kde p1, p2, . . . , ps jsou polynomy v n a alespoň jeden z nich je nenulový. Dokážeme, že to nemůže
platit. To provedeme indukćı podle počtu nenulových polynomů s.

Pro s = 1: Bud’ p1(n)zn1 = 0. Po vykráceńı zn1 je p1(n) = 0, což je spor.

p1(n)zn1 = −p2(n)zn2 − . . .− ps(n)zns
Po vyděleńı zn1

p1(n) = −p2(n)ζn2 − . . .− ps(n)ζns ,
kde ζi ̸= 1 a současně jsou vzájemně r̊uzná, nebot’ zi jsou vzájemně r̊uzná. Tento vztah muśı platit
i pro n+ 1.

p1(n+ 1) = −p2(n+ 1)ζn+1
2 − . . .− ps(n)ζn+1

s .

Odečteńım dostaneme

p1(n+ 1) − p1(n) = −[p2(n+ 1)ζ2 − p2(n)]ζn2 − . . .− [ps(n+ 1)ζs − ps(n+ 1)]ζns .

Na levé straně máme ted’ polynom (ostře) nižš́ıho stupně než p1, protože nejvyšš́ı mocniny se
odečetly, naopak stupně polynomů na pravé straně se d́ıky ζi ̸= 1 nezměńı. T́ımto zp̊usobem lze
postupně sńıžit stupeň levé strany až k nulovému polynomu. Podle indukčńıho předpokladu pak
jsou všechny polynomy na pravé straně nulové. □
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1.5. Jednokrokové metody.

Definice 1.1. Obecnou jednokrokovou metodou nazveme metodu danou formuĺı tvaru
yn+1 = yn + hΦf (xn, yn, h). (1)

Definice 1.2. Formule (1) se nazývá regulárńı, jestliže funkce Φf (x, y, h) je definována a spojitá
na množině, kde x0 ≤ x ≤ a, −∞ < y < +∞, h ∈ ⟨0, h0⟩ (h0 > 0) a existuje-li konstanta M
(nezávislá na x a h) tak, že

|Φf (x, y, h) − Φf (x, z, h)| ≤ M |y − z| (2)
pro každé x ∈ ⟨x0, a⟩, y, z ∈ (−∞,+∞) a h ∈ ⟨0, h0⟩.

Definice 1.3. Formule (1) se nazývá stupně p, existuje-li konstanta L a p ∈ N tak, že∣∣∣∣Φf (t, y, h) − r(t+ h) − y

h

∣∣∣∣ ≤ Lhp (3)

pro každé t ∈ ⟨x0, a⟩, y ∈ (−∞,+∞), h ∈ ⟨0, h0⟩, kde r(x) je řešeńı rovnice y′ = f(x, y) na intervalu
⟨t, t+ h⟩ s počátečńı podmı́nkou r(t) = y.

Poznámka 1.1. |hΦf (t, y, h) − (r(t+ h) − r(t))| ≤ Lhp+1.

Věta 1.2. Necht’ je dána regulárńı obecná jednokroková formule (1), která je stupně p ∈ N.
Necht’ y(x) je řešeńı rovnice y′ = f(x, y) a y0, y1, . . . , yN jsou hodnoty splňuj́ıćı vztah yn+1 =
yn + hΦf (xn, yn, h) + δn pro n = 0, 1, 2, . . . , N − 1. Pak pro n = 0, 1, 2, . . . , N plat́ı

|yn − y(xn)| ≤ |y0 − y(x0)| eM(xn−x0) +
(
Lhp + δ

h

)
eM(xn−x0) − 1

M
,

kde
δ = max

n=0,...,N−1
|δn|

a M a L jsou konstanty definované (2) a (3).

D̊ukaz. Bud’ rn = yn − y(xn) pro n = 0, 1, . . . , N . Plat́ı, že
rn+1 = yn+1 − y(xn+1) = yn + hΦf (xn, yn, h) + δn − y(xn+1) =

= (yn − y(xn))︸ ︷︷ ︸
rn

+h[Φf (xn, yn, h) − Φf (xn, y(xn), h)]+

+ h

[
Φf (xn, y(xn), h) − y(xn + h) − y(xn)

h

]
+ δn,

s použit́ım δ ≥ δn a konstant M , L můžeme psát |rn+1| ≤ |rn| + Mh |rn| + Lhp+1 + δ. Zavedeme
R0 = |r0|, Rn+1 = (1 + hM)Rn + Lhp+1 + δ, Plat́ı, že |rn| ≤ Rn. To dokážeme indukćı: |rn+1| ≤
Rn +MhRn + Lhp+1 + δ = Rn+1.

Dostali jsme tak diferenčńı rovnici pro Rn. Rovnice bez pravé strany má tvar Rn+1 = (1+hM)Rn,
charakteristická rovnice je z − (1 + hM) = 0, obecné řešeńı rovnice bez pravé strany má tvar
Rn = C(1 + hM)n.

Hledáme partikulárńı řešeńı ve tvaru P = (1 + hM)P + Lhp+1 + δ, z čehož dostáváme

P = Lhp+1 + δ

hM
.

Nakonec dolad́ıme konstantu C:

Rn = C(1 + hM)n −
(
Lhp + δ

h

)
1
M
,

|r0| = C −
(
Lhp + δ

h

)
1
M
,

C = |r0| +
(
Lhp + δ

h

)
1
M
.
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Obecné řešeńı rovnice s pravou stranou má tvar

Rn = |r0| (1 + hM)n +
(
Lhp + δ

h

)
(1 + hM)n − 1

M
.

Protože 1 + x < ex, je

Rn ≤ |r0| enhM +
(
Lhp + δ

h

)
enhM − 1

M
=

= |y0 − y(x0)| e(xn−x0)M +
(
Lhp + δ

h

)
eM(xn−x0) − 1

M
. □

Poznámka 1.2. Prvńı člen je zp̊usoben počátečńı podmı́nkou, druhý je chyba metody, δ je zaokrouh-
lovaćı chyba poč́ıtače. Nemá cenu j́ıt s h pod jistou mez, protože jinak se bude zvětšovat chyba δ/h.
Jediným zp̊usobem jak zvýšit přesnost je pak metoda vyšš́ıho řádu.

Poznámka 1.3. Závislost chyby je dost špatná, dá se zkonstruovat rovnice, kdy to bude nejhorš́ı —
chyba bude exponenciálně závislá.

Definice 1.4. necht’ rovnice y′ = f(x, y) na intervalu ⟨x0,+∞) má řešeńı y(x) = 0, tj. 0 = f(x, 0).
Toto nulové řešeńı se nazývá stabilńı vzhledem k soustavným poruchám, jestliže pro každé
ε > 0 existuje δ > 0 tak, že pro každou spojitou funkci η(x), která pro x ∈ ⟨x0,+∞) s výjimkou
spočetného množstv́ı izolovaných bod̊u splňuje rovnici η′ = f(x, η) + g(x), kde |η(0)| < δ, |g(x)| ≤ δ
pro x ∈ ⟨x0,+∞) a g(x) je libovolná měřitelná funkce, plat́ı nerovnost |η(x)| < ε pro x ∈ ⟨x0,+∞),
tj. poškod́ım-li počátečńı podmı́nku a pravou stranu o δ, změńı se řešeńı o ε.

Definice 1.5. Obecná jednokroková formule se nazývá úplně regulárńı, je-li funkce Φf (x, y, h)
omezená, spojitá ve všech svých proměnných, stejnoměrně spojitá v x, lipschitzovská v y s konstantou
M (nezávislou na x a h) a stejnoměrně spojitá v h.

Věta 1.3. Necht’ je dána rovnice y′ = f(x, y) a na ⟨x0,+∞) plat́ı f(x, 0) = 0. Necht’ nulové řešeńı
je stabilńı vzhledem k soustavným poruchám. Necht’ je dána úplně regulárńı jednokroková metoda
(1) stupně p ∈ N. Pak pro každé ε > 0 existuj́ı h1, δ > 0 tak, že pro každé řešeńı diferenčńı rovnice
yn+1 = yn + hΦf (xn, yn, h) + δn pro n = 0, 1, 2, . . . , pro které |y0| < δ, δn ≤ hδ, h < h1 splňuje
nerovnost |yn| < ε.

D̊ukaz. Bud’

η(x) = yn + yn+1 − yn
h

(x− xn) = yn +
(

Φf (xn, yn, h) + δn
h

)
(x− xn)

pro x ∈ ⟨xn, xn+1⟩, n = 0, 1, . . . . Bud’ g(x) = η′ − f(x, η), |g(x)| ≤ δ1.

|η′ − f(x, η)| ≤
∣∣∣∣Φf (xn, yn, h) + δn

h
− f(x, η)

∣∣∣∣ ≤ |Φf (xn, yn, h) − Φf (xn, η, h)| +

+ |Φf (xn, η, h) − Φf (x, η, h)| + |Φf (x, η, h) − f(x, η)| + |δn|
h

Protože Φf je lipschitzovské v y, je

|Φf (xn, yn, h) − Φf (xn, η, h)| ≤ M |η − yn| ≤ M

∣∣∣∣Φf (xn, yn, h) + δn
h

∣∣∣∣ |x− x0| .

To lze libovolně zmenšit volbou h1 a δ.
Člen |Φf (xn, η, h) − Φf (x, η, h)| lze libovolně zmenšit volbou h1 d́ıky stejnoměrné spojitosti v x.
Bud’ r′(x) = f(x, r(x)), r(x) = η(x). Protože

lim
h→0

∣∣∣∣Φf (x, η, h) − r(x+ h) − η

h

∣∣∣∣ = 0,

a Φf je spojitá v x, je Φf (x, η, 0) = r′(x) = f(x, η). Dı́ky stejnoměrné spojitosti v h jde pro
dostatečně malé h třet́ı člen k nule. □
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1.6. Mnohokrokové (diferenčńı) metody. Zabýváme se úlohou nalézt přibližné hodnoty řešeńı
rovnice y′ = f(x, y), y(x0) = y0 v bodech x0, x1, . . . , přičemž xi = x0 + ih. K výpočtu yn+1
potřebujeme hodnoty ym−k, ym−k+1, . . . , ym, ale do pravé strany dosazujeme pouze jednou. Problém
je pouze na počátku — tam se muśı použ́ıt Runge-Kutta nebo Taylor.

Vycháźıme z toho, že pro přesné yi plat́ı

ym+1 = ym−j +
xm+1∫
xm−j

f(x, y(x))dx. (4)

Při numerickém výpočtu funkci f(x, y(x)) nahrad́ıme interpolačńım polynomem k uzl̊um
xm−k, xm−k+1, . . . , xm nebo xm−k, xm−k+1, . . . , xm, xm+1. V prvńım př́ıpadě se jedná o explicitńı
metody — dostaneme explicitńı vyjádřeńı hodnoty ym+1. V druhém př́ıpadě jde o implicitńı me-
tody — ve vzorci vystouṕı i f(xm+1, ym+1). Poté se bud’ ym+1 vypočte př́ımo z rovnice (méně
obvyklé) nebo se vypoč́ıtá přibližná hodnota iteračně. Volbou j = 0 dostaneme tzv. Adamsovy
formule.

1.6.1. Explicitńı Adamsovy formule. Označme fi = f(xi, yi) = y′(xi) = y′
i. Použijeme Newton̊uv

vzorec pro interpolaci vpřed, f(x, y(x)) = Lm,k(x) +Rm,k(x), kde

Lm,k(x) = fm + tf1
m− 1

2
+ t(t+ 1)

2! f2
m−1 + · · · + t(t+ 1) · · · (t+ k − 1)

k! fk
m− k

2
,

Rm,k = (x− xm)(x− xm−1) · · · (x− xm−k)
(k + 1)!

dk+1

dxk+1 f(ξ, y(ξ)) =

= hk+1 t(t+ 1) · · · (t+ k)
(k + 1)!

dk+1

dxk+1 f(ξ, y(ξ)).

Po dosazeńı do (4) máme

ym+1 = ym +
xm+1∫
xm

Lm,k(x)dx

︸ ︷︷ ︸
přibližný vzorec pro výpočet ym+1

+
xm+1∫
xm

Rm,k(x)dx

︸ ︷︷ ︸
chyba v jednom kroku

,

po substituci x = xm + th

ym+1 = ym + h

1∫
0

[
fm + tf1

m− 1
2

+ · · · + t(t+ 1) · · · (t+ k − 1)
k! fk

m− k
2

]
dt,

ym+1 = ym + h[fm + a1f
2
m− 1

2
+ · · · + akf

k
m− k

2
] + lm,k,

kde

ai =
1∫

0

t(t+ 1) · · · (t+ i− 1)
i! dt.

Některá a:

a1 =
1∫

0

tdt = 1
2 , a2 =

1∫
0

t(t+ 1)
2 dt =

[
t3

6 + t2

4

]1

0
= 5

12 , a3 = 3
8 , a4 = 251

720 ,

a5 = 95
288 , a6 = 19087

60480 , a7 = 5275
17280 , a8 = 1070017

3628800 .

Užit́ı Adamsových vzorc̊u:

fki = fi+ k
2

−
(
k

1

)
fi+ k

2 −1 +
(
k

2

)
fi+ k

2 −2 − · · · + (−1)k
(
k

k

)
fi− k

2
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ym+1
.= ym + h

[
y′
m + 1

2(y′
m − y′

m−1) + 5
12(y′

m − 2y′
m−1 + y′

m−2)+

+3
8(y′

m − 3y′
m−1 + 3y′

m−2 − y′
m−3) · · ·

]
k = 0 : ym+1

.= ym + hy′
m

k = 1 : ym+1
.= ym + h

2 [3y′
m − ym−1]

k = 2 : ym+1
.= ym + h

12 [23y′
m − 16y′

m−1 + 5y′
m−2]

k = 3 : ym+1
.= ym + h

24 [55y′
m − 59y′

m−1 + 37y′
m−2 − 9y′

m−3].

Chyba lm,k bude

lm,k =
xm+1∫
xm

Rm,k(x)dx = hk+2
1∫

0

t(t+ 1) · · · (t+ k)
(k + 1)!

dk+1

dxk+1 f(ξ, y(ξ))dt =

= hk+2y(k+2)(η)ak+2.

Zkráceně |lm+k| ≤ hk+2ak+1Mk+2.

1.6.2. Implicitńı Adamsovy formule. Opět použijeme vzorec pro interpolaci vpřed, f(x, y(x)) =
Lm,k(x) +Rm,k(x),

Lm,k(x) = fm+1 + tf1
m+ 1

2
+ t(t+ 1)

2! f2
m + · · · + t(t+ 1) · · · (t+ k)

(k + 1)! fk+1
m− k−1

2
,

Rm,k(x)hk+2 t(t+ 1) · · · (t+ k + 1)
(k + 2)!

dk+1

dxk+2 f(ξ, y(ξ)).

Dosad́ıme do (4),

ym+1 = ym +
xm+1∫
xm

Lm,k(x)dx+
xm+1∫
xm

Rm,k(x)dx.

Zavedeme substituci,

ym+1 = ym +
0∫

−1

Lm,k(x)dt+ lm,k =

= ym + h
[
fm+1 + b1f

1
m+ 1

2
+ b2f

2
m + · · · + bk+1fm− k−1

2
k+1

]
+ lm,k,

kde

bi =
0∫

−1

t(t+ 1) · · · (t+ i− 1)
i! dt.

Uvedeme některá b:

b1 =
0∫

−1

tdt = −1
2 , b2 = − 1

12 , b3 = − 1
24 , b4 = − 13

720 ,

b5 = − 9
160 , b6 = − 863

60480 , b7 = − 275
24135 , b8 = − 33953

3628800 .
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Konkrétńı metody:
k = −1 : ym+1

.= ym + hy′
m+1

k = 0 : ym+1
.= ym + h

2 [y′
m+1 + y′

m]

k = 1 : ym+1
.= ym + h

12 [5y′
m+1 + 8y′

m − 1y′
m−1]

k = 2 : ym+1
.= ym + h

24 [9y′
m+1 + 19y′

m − 5y′
m−1 + y′

m−2]

k = 3 : ym+1
.= ym + h

720 [251y′
m+1 + 646y′

m − 264y′
m−1 + 106y′

m−2 − 19y′
m−3]

Chyba aproximace je

lm,k =
xm+1∫
xm

Rm,k(x)dx = hk+3
0∫

−1

t(t+ 1) · · · (t+ k + 1)
(k + 2)!

dk+2

dxk+2 f(ξ, y(ξ))dt =

= hk+3y(k+3)(η)bk+2,

celkem |ln,k| ≤ hk+3 |bk+2|Mk+3.
Implicitńı metody se použ́ıvaj́ı v tzv. metodách prediktor-korektor. Nejprve se vypočte ym+1

pomoćı explicitńıho vzorce, pak se źıskaná hodnota dosad́ı do pravé strany implicitńıho vzorce. Lze
dokázat, že nová hodnota ym+1 je přesněǰśı.

Definice 1.6. Obecná diferenčńı formule k-tého řádu pro řešeńı rovnice y′ = f(x, y) je formule
tvaru

k∑
i=0

αiyn+i = h

k∑
i=0

βif(xn+i, yn+i), (5)

kde n ∈ {0, 1, . . . , N−k} a ak ̸= 0. Pro βk = 0 je to explicitńı formule, pro βk ̸= 0 je to implicitńı
formule.

Definice 1.7. Diferenčńı formule (5) se nazývá stupně p ∈ N0, jestliže plat́ı následuj́ıćıch p + 1
podmı́nek:

k∑
i=0

αi = 0

k∑
i=0

isαi
s! =

k∑
i=0

is−1βi
(s− 1)! pro s = 1, . . . , p.

Známe-li hodnoty yn, yn+1, . . . , yn+k−1 přesně a vypoč́ıtáme-li yn+k, je to s přesnost́ı O(hp+1).

D̊ukaz.
k∑
i=0

[αiy(xn + ih) − hβif(xn + ih, y(xn + ih))] =

=
k∑
i=0

[αiy(xn + ih) − hβiy
′(xn + ih)] = cp+1h

p+1y(p+1)(xn) +O(hp+1)

y(xn + ih) = y(xn) + ihy′(xn) + (ih)2

2! y′′(xn) + · · · + (ih)p+1

(p+ 1)!y
(p+1)(xn)+

+ (ih)p+2

(p+ 2)!y
(p+2)(ξ1)

y′(xn + ih) = y′(xn) + ihy′′(xn) + · · · + (ih)p

p! y(p+1)(xn) + (ih)p+1

(p+ 1)!y
(p+2)(ξ2)

□
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Uvedené požadavky ještě nestač́ı k tomu, aby daly rozumnou metodu.

Př́ıklad 1.3. Zkonstruujeme explicitńı formuli 2. řádu, co nejpřesněǰśı:

yn+2 + α1yn+1 + α0yn = h(β1y
′
n+1 + β0y

′
n).

Z podmı́nek pro stupeň formule máme

1 + α1 + α0 = 0
2 + α1 = β1 + β2

1
2(4 + α1) = β1

1
6(8 + α1) = 1

2β1.

Vı́c podmı́nek si klást nelze, protože je u formule 2. řádu nelze splnit. Metoda má v jednom kroku
přesnost O(n4). Řešeńı soustavy je α1 = 4, α0 = −5, β1 = 4, β0 = 2. Po dosazeńı

yn+2 = −4yn+1 + 5yn + 4(4y′
n+1 + 2y′

n).

Zkuśıme řešit rovnici y′ = −y, y(0) = 1. Vı́me, že řešeńı je y(x) = e−x. Výše uvedená formule bude
mı́t pro tuto rovnici tvar

yn+2 = −4(1 + h)yn+1 + (5 − 2h)yn.
Zvolme krok h = 0.1, počátečńı hodnotu y1 = e−0.1 .= 0.904837. Dostaneme následuj́ıćı výsledky
(IEEE Double, zaokrouhleno):

x yi (yi − y(xi)) · 106 y′
i (y′

i − y(xi)) · 106

0.0 1.000000 0 1.000000 0
0.1 0.904837 0 0.904835 -2
0.2 0.818715 -15 0.818726 -4
0.3 0.740872 54 0.740812 -6
0.4 0.669997 -323 0.670313 -7
0.5 0.608200 1669 0.606522 -8
0.6 0.539907 -8905 0.548803 -9
0.7 0.543769 47183 0.496576 -10
0.8 0.198971 -250358 0.449319 -10
0.9 1.734618 1328048 0.406560 -10
1.0 −6.677259 -7045138 0.367869 -10
2.5 30.828821 30746736

Definice 1.8. Formule (5) se nazývá stabilńı podle Dahlquista, jestliže všechny kořeny polynomu
αkλ

k+αk−1λ
k−1 + · · ·+α0 jsou v absolutńı hodnotě menš́ı nebo rovny 1 a ty, které jsou v absolutńı

hodnotě rovny 1, jsou jednoduché.

Lemma 1.1. Necht’ y(x) je řešeńı rovnice y′ = f(x, y) v intervalu ⟨x0, a⟩, necht’ f je definována,
spojitá a lipschitzovská vzhledem k y s konstantou M na ⟨x0, a⟩ × ⟨−∞,+∞⟩. Pak pro každé celé
n: 0 ≤ n ≤ N označme un = y(xn) − λf(xn, y(xn)), kde λ je libovolně zvolená hodnota taková, že
|λ|M < 1.

Rovnice z − λf(xn, z) = ũn má jediné řešeńı z = ỹn a plat́ı

|ỹn − yn| ≤ 1
1 − |λ|M

|ũn − un| .

D̊ukaz. Zavedeme zobrazeńı F (z) = λf(xn, z) + ũn R 7→ R, dokážeme, že F (z) je kontrahuj́ıćı, tedy
F (z) = z má právě jedno řešeńı. Protože plat́ı

|F (z) − F (y)| = |λ| |f(x, z) − f(x, y)| ≤ M |λ| |z − y|

a M |λ| < 1, je F (x) kontrahuj́ıćı a výše uvedená rovnice má jediné řešeńı. Dále plat́ı

|ỹn − yn| = |λf(xn, ỹn) + ũn − λf(xn, yn) − un| ≤ |ũn − un| + |λ|M |ỹn − yn| ,
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z toho po úpravě
|ỹn − yn| ≤ 1

1 − |λ|M
|ũn − un| .

□

Lemma 1.2. Necht’ je dán polynom

ϱ(t) =
k∑
i=0

αit
i

a matice

A =


0 1
0 0 1

. . .
1

−α0
αk

−α0
αk

−αk−1
αk

 .

Zřejmě ϱ(t) je násobkem charakteristického polynomu matice A. Necht’ pro každý kořen ti polynomu
ϱ(t) plat́ı |ti| ≤ 1 a necht’ ty kořeny, pro které |ti| = 1, jsou jednoduché.

Zvolme nějakou maticovou normu. Pak existuje konstanta G, která záviśı pouze na koeficientech
ϱ(t) tak, že plat́ı ∥An∥ ≤ G pro n ∈ N.

Jestliže pro všechny kořeny ϱ(t) plat́ı |ti| < 1, pak existuj́ı konstanty G1 a 0 < γ < 1 tak, že
∥An∥ ≤ G1γ

n pro n ∈ N.

D̊ukaz. A je regulárńı, tud́ıž ji lze zapsat jako

A = T−1

J1
J2

. . .

 T,

An = T−1

J
n
1

Jn2
. . .

 T.

Pro maximovou normu plat́ı ∥An∥I ≤
∥∥T−1

∥∥
I G̃ ∥T∥I ≤ ˜̃G, nebot’ vlastńı č́ısla jsou bud’ menš́ı než

1, v tom př́ıpadě jsou prvky Jni k nule, vlastńı č́ıslo 1 může být pouze jednonásobné, v tom př́ıpadě
ale J = (1), takže Jni jsou omezeny konstantou. Pro jiné normy to plat́ı d́ıky topologické ekvivalenci.

Je-li ϱ(A) < 1, pak existuje ε > 0 takové, že i ϱ(A) + ε < 1. Pak

A = (ϱ(A) + ε)T−1


1

ϱ(A)+εJ1
1

ϱ(A)+εJ2
. . .

 1
ϱ(A) + ε

T

a

∥An∥ ≤
∥∥T−1∥∥

∥∥∥∥∥∥∥∥∥

(
1

ϱ(A)+εJ1

)n (
1

ϱ(A)+εJ2

)n
. . .

∥∥∥∥∥∥∥∥∥ ∥T∥ (ϱ(A) + ε)n.

□

Lemma 1.3. Necht’ φk, ψk, χk jsou konečné posloupnosti č́ısel pro k = 0, 1, . . . , n, χk ≥ 0. Necht’

φk ≤ ψk +
k−1∑
i=0

χiφi pro k = 0, 1, . . . , n.

Potom plat́ı

φn ≤ ψn +
n−1∑
i=0

χiψi

n−1∏
j=i+1

(1 + χj).
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D̊ukaz. Zavedeme daľśı posloupnost

Φk = ψk +
k−1∑
i=0

χiΦi,

Φ0 = ψ0. Indukćı dokážeme, že φk ≤ Φk. Pro k = 0 to z definice plat́ı, pokud to plat́ı až do k− 1, je
k−1∑
i=0

χiφi ≤
k−1∑
i=0

χiΦi,

nebot’ χi ≥ 0, což bylo dokázat.
Dále dokážeme, že

Φn = ψn +
n−1∑
i=0

χiψi

n−1∏
j=i+1

(1 + χj).

Pro k = 0 to opět z definice plat́ı, předpokládejme platnost až do k − 1. Z definice je
Φk = ψk + χ0Φ0 + χ1Φ1 + · · · + χk−1Φk−1 =

= ψk + χ0ψ0+
+ χ1[ψ1 + χ0ψ0]+
+ χ2[ψ2 + χ0ψ0(1 + χ1) + χ1ψ1]+
+ χ3[ψ3 + χ0ψ0(1 + χ1)(1 + χ2) + χ1ψ1(1 + χ2) + χ2ψ2]+
+ χ4[ψ4 + χ0ψ0(1 + χ1)(1 + χ2)(1 + χ3) + χ1ψ1(1 + χ2)(1 + χ3)+

+ χ2ψ2(1 + χ3) + χ3φ3]+
+ χk−1[ψk−1 + χ0ψ0(1 + χ1)(1 + χ2) · · · (1 + χk−1)+

+ χ1ψ1(1 + χ2) · · · (1 + χk−1) + · · · ] =
= ψk + χ0ψ0[1 + χ1 + χ2(1 + χ1) + χ3(1 + χ1)(1 + χ2)+

+ χ4(1 + χ1)(1 + χ2)(1 + χ3) + · · · + χ0ψ0(1 + χ1) · · · (1 + χk−1)] = · · ·

Budeme vytýkat (1 + χ1), (1 + χ2) až (1 + χk−1). □

Věta 1.4. Necht’ pravá strana diferenciálńı rovnice y′ = f(x, y) je definována a spojitá v intervalu
x0 ≤ x ≤ a, −∞ < y < +∞ a splňuje vzhledem k y Lipschitzovu podmı́nku s konstantou M . Necht’
y(x) je řešeńı rovnice na intervalu ⟨x0, a⟩ a necht’ má spojité derivace do řádu p+1, kde p ≥ 1. Necht’
uvažovaná diferenčńı formule řádu k je stupně p a stabilńı podle Dahlquista. Necht’ y0, y1, . . . , yn
jsou hodnoty vypoč́ıtané podle vzorc̊u

k∑
i=0

αiyn+i = h

k∑
i=0

βif(xn+i, yn+i) + δn pro n = 0, 1, . . . , N − k

a yi pro i = 0, 1, . . . , k − 1 je dáno. Pak (pro dostatečně malá h) plat́ı

|yn − y(xn)| ≤ G

1 − |λ|M

[
(1 + |λ|M)ϑ+ |xn − x0|

|αn|

(
δ

h
+Khp

)]
eGM̃(xn−x0),

kde n = 0, 1, . . . , N ,

ϑ = max
i=0,1,...,k−1

|yi − y(xi)| , δ = max
i=0,1,...,N−k

|δi| , λ = h
βk
αk

a G̃, M̃ , K jsou konstanty, které záviśı jen na koeficientech formule a na diferenciálńı rovnici a jsou
nezávislé na h pro dostatečně malá h.

D̊ukaz. Označme yn − y(xn) = rn. Odečteńım vztah̊u
k∑
i=0

αiyn+i = h

k∑
i=0

βif(xn+i, yn+i) + δn
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k∑
i=0

αiy(xn+i) = h

k∑
i=0

βif(xn+i, y(xn+i)) − ln,

přičemž ln ≤ Khp+1, dostaneme
k∑
i=0

αirn+i = h

k∑
i=0

βi[f(xn+i, yn+i) − f(xn+i, y(xn+i))] + δn + ln. (6)

Označme un = y(xn) − λf(xn, y(xn)), ũn = yn − λf(xn, yn). Podle lemmatu 1.1 se dá odhadnout

|rn| ≤ 1
1 − |λ|M

|ũn − un| .

Mı́sto rn budeme dále odhadovat ũn − un. Plat́ı, že
k∑
i=0

αi(ũn+i − un+i) =
k∑
i=0

αirn+i − λ

k∑
i=0

αi[f(xn+i, yn+i) − f(xn+i, y(xn+i))] =

= h

k∑
i=0

(βi − βk
αk
αi)[f(xn+i, yn+i) − f(xn+i, y(xn+i))] + δn + ln = qn.

Pro i = k dostaneme βk − βk

αk
αk = 0, takže stač́ı sč́ıtat od 0 do k − 1. Zavedeme vektory

u⃗(n) =


ũn − un

ũn+1 − un+1
...

ũn+k−1 − un+k−1

 , q⃗(n) =


0
0
0
...
qn

αk


a matici

A =


0 1
0 0 1

. . .
0 0 0 · · · 1

−α0
αk

−α1
αk

· · · −αk−1
αk

 .

Potom plat́ı, že u⃗(n+1) = Au⃗(n) + q⃗(n). Až do k − 1-té složky je to jasné, pro posledńı složku to
vyplývá z předchoźı rovnosti.

Dále je
u⃗(n) = Au⃗(n−1) + q⃗(n−1) = A2u⃗(n−2) + Aq⃗(n−2) + q⃗(n−1),

u⃗(n) = Anu⃗(0) +
n−1∑
i=0

An−1−iq⃗(i).

Pomoćı vektoru u⃗(n) provedeme odhad rn+i nezávislý na i:

|rn+i| ≤ 1
1 − |λ|M

|ũn+i − un+i| ≤ 1
1 − |λ|M

∥∥∥u⃗(n)
∥∥∥

I
,

nebot’ pro i = 0, . . . , k − 1 jsou to složky u⃗(n).∥∥∥q⃗(n)
∥∥∥

I
= 1

|αk|
|qn| ≤ Mh

|αk|

k−1∑
i=0

∣∣∣∣βi − βk
αk
αi

∣∣∣∣ |rn+i| + 1
|αk|

(
δ +Khp+1)

≤

≤ h

[
M

|αk|

k−1∑
i=0

∣∣∣∣βi − βk
αk
αi

∣∣∣∣
]

1
1 − |λ|M︸ ︷︷ ︸

M̃

∥∥∥u⃗(n)
∥∥∥

I
+ 1

|αk|
(δ +Khp+1)

∥∥∥q⃗(n)
∥∥∥

I
≤ M̃h

∥∥∥u⃗(n)
∥∥∥

I
+ 1
αk

(δ +Khp+1)
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Protože podle lemmatu 1.2 maj́ı všechny mocniny A společný odhad G, plat́ı∥∥∥u⃗(n)
∥∥∥

I
≤ ∥An∥I

∥∥∥u⃗(0)
∥∥∥

I
+ M̃h

n−1∑
i=0

∥∥An−i−1∥∥
I

∥∥∥u⃗(i)
∥∥∥

I
+

+ δ +Khp+1

|αk|

n−1∑
i=0

∥∥An−i−1∥∥
I ≤

≤ GM̃h︸ ︷︷ ︸
χi

n−1∑
i=0

∥∥∥u⃗(i)
∥∥∥

I︸ ︷︷ ︸
φi

+Gn
δ +Khp+1

|αk|
+G

∥∥∥u⃗(0)
∥∥∥

I︸ ︷︷ ︸
ψn

.

Podle lemmatu 1.3 z toho, že plat́ı

φk ≤ ψk +
k−1∑
i=0

χiφi,

vyplývá, že

φn ≤ ψn +
n−1∑
i=0

χiψi

n−1∏
j=i+1

(1 + χj)

∥∥∥u⃗(n)
∥∥∥

I
≤ GM̃h

n−1∑
i=0

[
Gi
δ +Khp+1

|αk|
+G

∥∥∥u⃗(0)
∥∥∥

I

]
(1 +GM̃h)n−i−1+

+Gn
δ +Khp+1

|αk|
+G

∥∥∥u⃗(0)
∥∥∥

I∥∥∥u⃗(n)
∥∥∥

I
≤ G

∥∥∥u⃗(0)
∥∥∥

I

[
1 +GM̃h

n−1∑
i=0

(1 +GM̃h)n−i−1

]
+

+ δ +Khp+1

|αk|

[
Gn+GM̃h

n−1∑
i=0

Gi(1 +GM̃h)n−i−1

]
Protože

n−1∑
i=0

iqn−1−i =
n−1∑
j=1

j−1∑
i=0

qi,

je druhá hranatá závorka rovna

Gn+GM̃h

n−1∑
j=1

G
(1 +GM̃h)j − 1

GM̃h
= Gn+G

n−1∑
j=1

(1 +GM̃h)j −G(n− 1) =

= G+G(1 +GM̃h) (1 +GM̃h)n−1 − 1
GM̃h

= 1
M̃h

[(1 +GM̃h)n − 1].

∥∥∥u⃗(n)
∥∥∥

I
≤ G

∥∥∥u⃗(0)
∥∥∥

I
[1 + (1 +GM̃h)n − 1] + δ +Khp+1

|αk|
1
M̃h

[(1 +GM̃h)n − 1],

to lze dále upravit:∥∥∥u⃗(n)
∥∥∥

I
≤ G

∥∥∥u⃗(0)
∥∥∥

I
(1 +GM̃h)n + 1

|αk| M̃

(
δ

h
+Khp

)
[(1 +GM̃h)n − 1]

Využijeme nyńı toho, že 1 + GM̃h < eGM̃h, tedy (1 + GM̃h)n < enGM̃h = eGM̃(xn−x0) a dále
eGM̃(xn−x0) − 1 < GM̃(xn − x0)eGM̃(xn−x0). To prvńı je jasné, to druhé vyplývá třeba z Taylorova
rozvoje ex. ∥∥∥u⃗(n)

∥∥∥
I

≤ G
∥∥∥u⃗(0)

∥∥∥
I
eGM̃(xn−x0) + G(xn − x0)

|αk|

(
δ

h
+Khp

)
eGM̃(xn−x0)
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Po vynásobeńı 1/(1 − |λ|M), dostáváme hledanou nerovnost. Stač́ı si uvědomit, že
|ũi − ui| = |yi − y(xi) − λ[f(xi, yi) − f(xi, y(xi))]| ≤

= |yi − y(xi)| + |λ|M |yi − y(xi)| = (1 + |λ|M) |yi − y(xi)| =
= (1 + |λ|M)ϑ.

□

Poznámka 1.4. δn je zaokrouhlovaćı chyba poč́ıtače a ani počátečńı podmı́nky nejsou dány přesně.
Opět nelze j́ıt s h libovolně ńızko, pro daľśı zvýšeńı přesnosti lze použ́ıt jedině metodu vyšš́ıho řádu.
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