1. NUMERICKE RESENf OKRAJOVYCH ULOH PRO PDE PARABOLICKEHO TYPU

Bud'te Q C R"™ omezend oblast, jejiz hranici je nadplocha I' po ¢astech tiidy C!, L je elipticky
parcialni diferencialni operator na 2, T > 0. Zabyvejme se smisenou tlohou pro linearni parabolickou
parcidlni diferencialni rovnici

%fLy:f na (0, T) x
spole¢né s okrajovou podminkou
0
a(2) 5% + Bla)y = (@) na (0,7)xT

a pocateéni podminkou
y(0, z) = yo(z) na Q.

1.1. Metoda siti. Omezime se na nasledujici jednorozmérny pripad:

% - D% = f(t,z) na(0,T)x (a,b), D>0 (1a)
y(t, a) =m, y(t,b) =27 mna(0,T), (1b)
y(0, z) = yo(z) na (a, b). (1c)

Bud Ny € N a oznaéme 7 = Ny Casovy krok. Na interval (a, b) poloZime prostorovou sit @y,.

Pro k€ {0, ..., Nr}, j €{0, ..., m} klademe
k .
yj = y(kT, jh).

P1i feseni rovnic uvedeného typu vychazime z formélni analogie s obycejnou diferencialni rovnici:
Misto toho, abychom na feSeni pohlizeli jako na funkci (¢, z) — y(t, z), povaZujeme je za zobrazeni
t — y(t, -), které kazdému €asu t € (0, T') piitazuje funkci prostorové proménné. Sitovou funkei,
kterd aproximuje FeSeni v Case t = kT, resp. t = (k + 1)7, budeme znacit u, resp. u.

1.1.1. Ezplicitni schéma. Rovnici (1a) nahradime diferenéni rovnici

U —u

— Duz, = f na wy.
Odtud
U=u-+T7Duz, +7Ff,
resp. po uzlech
k ko, T k k k k
uf T =+ 5D (ufyy — 2uf Fufy) TS

i 12
Maticové miuizeme ziskanou tilohu zapsat ve tvaru
u=Au+T1f, (2)
kde
1-D% D 0 0
2T T

Opakovanou aplikaci (2) dostaneme
uF = AP P = AT AR e = = AR
Protoze si neptejeme, aby mald zména u® mohla zptisobit velkou zménu u*, chceme, aby o(A) C

(=1, 1). Matice A je 3-diagondlni a m4 vlastni ¢isla

%DsinQ % iem—1.
Pozndmka 1.1. Odpovidajici vlastni vektory jsou
{ _inj }’”‘1 o
sin —~ , 1€m—1.
m

j=1
1

N=1-4



Pozadujeme tedy, aby platilo

1< 1—4%1)51112% <1, iem—1,
tj.
. 1 .
%Dsirﬁ% < ok 1 e€m— 1.
Toho dosahneme volbou
pl 1
h2 ~ 2

Explicitni schéma je proto podminéné stabilni.

1.1.2. Implicitni schéma. Rovnici (1a) nahradime diferenéni rovnici

uU—u N ~
— Duz, = f na wy.

i
Odtud R
U—TDUzp =u+T7f,
resp. po uzlech
uk+t _p L (uftt 2u§+1 +ubtl) = uf + Tfj’?‘*‘l.

J h2 NI+l T j—1
Maticové muzeme ziskanou tlohu zapsat ve tvaru
Au=u+ Tf, (3)
kde
1+ D% —-D% 0 0
A—| -D&= 1+4D% -Dfi 0

Opakovanou aplikaci (3) dostaneme

ubF = AT W 4 ) = (A2 s AT R (AT = = (AR
Tvrzeni 1.1. Implicitni schéma je nepodminéné stabilni.
Diikaz. Pozdéji dokazeme, ze o(A~1) C (-1, 1). O

1.1.3. Chyba aprozimace diferencidlniho operdtoru % — L pro explicitni a implicitni schéma. Dife-
rencialni operator y — % aproximujeme dopfednou diferenci u; v explicitnim schématu a zpétnou
diferenci u; v implicitnim schématu. Chyba je v obou pfipadech fadu O(7).

Diferencidlni operator y — —y” aproximujeme v obou schématech diferenc{ uz,. Chyba je fddu
O(h?).

Celkova chyba aproximace diferencidlniho operatoru % — L je tudiz v obou pripadech fadu O(7 +

h?).

1.1.4. Crankovo-Nicolsonovo schéma. Rovnici (1a) nahradime diferenéni rovnici

u— D 1 ~
uTu—g(am-f—um):i(f‘f'f) na we,. (4)
Odtud
. D_ +7’D +T(f+f)
U= T5lae = Ut - Uss + 3 .
Pozndmka 1.2. Schéma nahrazuje rovnici (1a) v ¢ase (k + 3) 7
e vyraz + (uF! — u*) nahrazuje % ((k+ %), ) s presnosti fadu O(72) (jde o centralni di-
ferenci),
o viraz 1 (ufl! + k) nahrazuje % ((k+ %)7, ) s piesnost{ fadu O(r% + h?),

e vyraz 1 (f**! + f¥) nahrazuje f ((k+ )7, -) s presnosti fadu O(7?).

Tvrzeni 1.2. Crankovo-Nicolsonovo schéma je nepodminéné stabilni.



Dukaz. Polozme

Pak muzeme (4) pfepsat jako
ﬂ;—(p: D) (Uzz + Uzz) -
Tuto rovnici skaldrné vynasobme vyrazem 27u;. Vyuzijeme-li Greenovu formuli, dostaneme diky
okrajovym podminkdm (1b)
27|dg[i — 27 (g, @), = 7D (U, Use +uzs), = D (@ —u, (@+u)ss), =
=D ((@—u)z, (@+u)s] = —Daz]|* + Duz]|*.
Pomoci Schwarzovy a Youngovy nerovnosti dostaneme
27|[az||7 + Dlaz]|* - Dllus]|* = 27 (@, @), < 27|@zlnllelln < 7l +7lel
neboli
7|l ; + Dllas]|* — Dllus]l® < 7ol

Tim spis ovSem plati
D|[uz]|* — Dljuz]|* < 7llgll7.-

Odtud
Dljuf™* < Duf]® + 7lle" 17 < Dllus™ 11> +7lle" 1% + 7llef|7 < ... <
2
< D)+ 7lle |17
j=0

Ptvodni dlohu (1) nahrazujeme diferenéni ilohou

wktl — k1 1
———— =D (" +ug,) + 5 (- 1), k=1,..., Np—1, (5a)
.
ulo“:%, ufn:’yg, k=1,..., Np, (5b)
U?:ij, j:(),,m (5C)

Odectéme spojitou ulohu pro hladinu k—i—% a tuto diskrétni alohu. Chyba aproximace diferencialniho

7’ 2 .
operatoru % — D% je

2 k+1 k
@ . Day> o (Ph,Ty) (Ph,‘ry) +

Unr =P <8t Ox? T

1
+ §D ((’Ph,fy);;fl + (P}LJy);w) = O(h? + 72),

kde (’Ph,Ty);? =y(kr, a+jh),5=0,...,m, k=0,...,Np. PoloZzme z = u — P, ;y. Potom z splituje
soustavu rovnic

~

Z—z 1
= §D(Z§cx+2m)+‘1’h,n
2=2F =0, k=1,..., Np,
=0, j=0,...,m.

Odtud a z predchoziho vyplyvé, ze plati
k k
i . .
Dl P < DY) + Y 7w = D )| w 7.
j=0 j=0
Ze Sobolevovych nerovnosti pak plyne

E ek < ot
2 z = 2D

k
Yo TIwI; = 0 + 1),

Jj=0

25 [0 <

tj. stabilita a konvergence. O



1.2. Metoda primek. V metodé sit{ jsme vychdzeli z toho, Ze TeSeni tlohy (1) je zobrazeni, které
kazdému ¢asovému okamziku prifadi funkci prostorové proménné. Nabizi se téZ opac¢ny pohled na
véc, tj. sledovat ¢asovy vyvoj ve zvoleném bodé = € (a, b) jako funkci ¢asu. Postupujeme tak, ze
na interval (a, b) polozime sif a tilohu (1) pfevedeme na pocateéni tilohu pro soustavu oby¢ejnych
diferencialnich rovnic

de Ujt1 — QUJ‘ + Ui L —
E = B2 + fja Jem— 17
u()(t) =71, um(t) =72, te (07 T)7
u;(0) = o5, jem—1,
strucné zapsano
du
ar ~ Pt d
u(0) = y,.

Tuto soustavu fesime napr. Rungovou-Kuttovou metodou.
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