
1. Numerické řešeńı okrajových úloh pro PDE parabolického typu

Bud’te Ω ⊂ Rn omezená oblast, jej́ıž hranićı je nadplocha Γ po částech tř́ıdy C1, L je eliptický
parciálńı diferenciálńı operátor na Ω, T > 0. Zabývejme se smı́̌senou úlohou pro lineárńı parabolickou
parciálńı diferenciálńı rovnici

∂y

∂t
− Ly = f na (0, T ) × Ω

společně s okrajovou podmı́nkou

α(x) ∂y

∂n⃗
+ β(x)y = γ(x) na (0, T ) × Γ

a počátečńı podmı́nkou
y(0, x) = y0(x) na Ω.

1.1. Metoda śıt́ı. Omeźıme se na následuj́ıćı jednorozměrný př́ıpad:
∂y

∂t
− D

∂2y

∂x2 = f(t, x) na (0, T ) × (a, b), D > 0 (1a)

y(t, a) = γ1, y(t, b) = γ2 na (0, T ), (1b)
y(0, x) = y0(x) na (a, b). (1c)

Bud’ NT ∈ N a označme τ = T
NT

časový krok. Na interval (a, b) polož́ıme prostorovou śıt’ ωh.
Pro k ∈ {0, . . . , NT }, j ∈ {0, . . . , m} klademe

yk
j := y(kτ, jh).

Při řešeńı rovnic uvedeného typu vycháźıme z formálńı analogie s obyčejnou diferenciálńı rovnićı:
Mı́sto toho, abychom na řešeńı pohĺıželi jako na funkci (t, x) 7→ y(t, x), považujeme je za zobrazeńı
t 7→ y(t, · ), které každému času t ∈ (0, T ) přǐrazuje funkci prostorové proměnné. Śıt’ovou funkci,
která aproximuje řešeńı v čase t = kτ , resp. t = (k + 1)τ , budeme značit u, resp. û.

1.1.1. Explicitńı schéma. Rovnici (1a) nahrad́ıme diferenčńı rovnićı
û − u

τ
− Dux̄x = f na ωh.

Odtud
û = u + τDux̄x + τf,

resp. po uzlech
uk+1

j = uk
j + τ

h2 D
(
uk

j+1 − 2uk
j + uk

j−1
)

+ τfk
j .

Maticově můžeme źıskanou úlohu zapsat ve tvaru
û = Au + τf, (2)

kde

A =

1 − D 2τ
h2 D τ

h2 0 0 . . .
D τ

h2 1 − D 2τ
h2 D τ

h2 0 . . .
. . . . . . . . .

 .

Opakovanou aplikaćı (2) dostaneme

uk = Auk−1 + τfk−1 = A2uk−2 + τAfk−2 + τfk−1 = . . . = Aku0 + . . . .

Protože si nepřejeme, aby malá změna u0 mohla zp̊usobit velkou změnu uk, chceme, aby σ(A) ⊂
(−1, 1). Matice A je 3-diagonálńı a má vlastńı č́ısla

λi = 1 − 4 τ

h2 D sin2 iπ

2m
, i ∈ m̂ − 1.

Poznámka 1.1. Odpov́ıdaj́ıćı vlastńı vektory jsou{
sin iπj

m

}m−1

j=1
, i ∈ m̂ − 1.
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2

Požadujeme tedy, aby platilo

−1 < 1 − 4 τ

h2 D sin2 iπ

2m
< 1, i ∈ m̂ − 1,

tj.
τ

h2 D sin2 iπ

2m
<

1
2 , i ∈ m̂ − 1.

Toho dosáhneme volbou
D

τ

h2 <
1
2 .

Explicitńı schéma je proto podmı́něně stabilńı.

1.1.2. Implicitńı schéma. Rovnici (1a) nahrad́ıme diferenčńı rovnićı
û − u

τ
− Dûx̄x = f̂ na ωh.

Odtud
û − τDûx̄x = u + τ f̂ ,

resp. po uzlech
uk+1

j − D
τ

h2

(
uk+1

j+1 − 2uk+1
j + uk+1

j−1
)

= uk
j + τfk+1

j .

Maticově můžeme źıskanou úlohu zapsat ve tvaru

Aû = u + τ f̂ , (3)
kde

A =

1 + D 2τ
h2 −D τ

h2 0 0 . . .
−D τ

h2 1 + D 2τ
h2 −D τ

h2 0 . . .
. . . . . . . . .

 .

Opakovanou aplikaćı (3) dostaneme

uk = A−1(uk−1 + τfk) = (A−1)2uk−2 + τA−1fk + τ(A−1)2fk−1 = . . . = (A−1)ku0 + . . . .

Tvrzeńı 1.1. Implicitńı schéma je nepodmı́něně stabilńı.

D̊ukaz. Později dokážeme, že σ(A−1) ⊂ (−1, 1). □

1.1.3. Chyba aproximace diferenciálńıho operátoru ∂
∂t − L pro explicitńı a implicitńı schéma. Dife-

renciálńı operátor y 7→ ∂y
∂t aproximujeme dopřednou diferenćı ut v explicitńım schématu a zpětnou

diferenćı ut̄ v implicitńım schématu. Chyba je v obou př́ıpadech řádu O(τ).
Diferenciálńı operátor y 7→ −y′′ aproximujeme v obou schématech diferenćı ux̄x. Chyba je řádu

O(h2).
Celková chyba aproximace diferenciálńıho operátoru ∂

∂t −L je tud́ıž v obou př́ıpadech řádu O(τ +
h2).

1.1.4. Crankovo-Nicolsonovo schéma. Rovnici (1a) nahrad́ıme diferenčńı rovnićı
û − u

τ
− D

2 (ûx̄x + ux̄x) = 1
2

(
f + f̂

)
na ωh. (4)

Odtud
û − τ

D

2 ûx̄x = u + τD

2 ux̄x + τ

2

(
f̂ + f

)
.

Poznámka 1.2. Schéma nahrazuje rovnici (1a) v čase
(
k + 1

2
)

τ ;
• výraz 1

τ

(
uk+1 − uk

)
nahrazuje ∂y

∂t

(
(k + 1

2 )τ, ·
)

s přesnost́ı řádu O(τ2) (jde o centrálńı di-
ferenci),

• výraz 1
2

(
uk+1

x̄x + uk
x̄x

)
nahrazuje ∂2y

∂x2

(
(k + 1

2 )τ, ·
)

s přesnost́ı řádu O(τ2 + h2),
• výraz 1

2
(
fk+1 + fk

)
nahrazuje f

(
(k + 1

2 )τ, ·
)

s přesnost́ı řádu O(τ2).

Tvrzeńı 1.2. Crankovo-Nicolsonovo schéma je nepodmı́něně stabilńı.
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D̊ukaz. Položme
ût = û − u

τ
, φ = 1

2

(
f̂ + f

)
.

Pak můžeme (4) přepsat jako
ût − φ = D

2 (ûx̄x + ux̄x) .

Tuto rovnici skalárně vynásobme výrazem 2τ ût. Využijeme-li Greenovu formuli, dostaneme d́ıky
okrajovým podmı́nkám (1b)

2τ∥ût∥
2
h − 2τ (ût, φ)h = τD (ût, ûx̄x + ux̄x)h = D (û − u, (û + u)x̄x)h =

= − D ((û − u)x̄, (û + u)x̄] = −D∥ûx̄]|2 + D∥ux̄]|2.

Pomoćı Schwarzovy a Youngovy nerovnosti dostaneme
2τ∥ût∥

2
h + D∥ûx̄]|2 − D∥ux̄]|2 = 2τ (ût, φ)h ≤ 2τ∥ût∥h∥φ∥h ≤ τ∥ût∥

2
h + τ∥φ∥2

h

neboli
τ∥ût∥

2
h + D∥ûx̄]|2 − D∥ux̄]|2 ≤ τ∥φ∥2

h.

T́ım sṕı̌s ovšem plat́ı
D∥ûx̄]|2 − D∥ux̄]|2 ≤ τ∥φ∥2

h.

Odtud
D∥uk+1

x̄ ]|2 ≤ D∥uk
x̄]|2 + τ∥φk∥2

h ≤ D∥uk−1
x̄ ]|2 + τ∥φk−1]|2h + τ∥φk∥2

h ≤ . . . ≤

≤ D∥u0
x̄]|2 +

k∑
j=0

τ∥φj∥2
h.

Původńı úlohu (1) nahrazujeme diferenčńı úlohou
uk+1 − uk

τ
= 1

2D
(
uk+1

x̄x + uk
x̄x

)
+ 1

2
(
fk+1 − fk

)
, k = 1, . . . , NT − 1, (5a)

uk
0 = γ1, uk

m = γ2, k = 1, . . . , NT , (5b)
u0

j = y0j , j = 0, . . . , m. (5c)

Odečtěme spojitou úlohu pro hladinu k+ 1
2 a tuto diskrétńı úlohu. Chyba aproximace diferenciálńıho

operátoru ∂
∂t − D ∂2

∂x2 je

Ψh,τ = Ph,τ

(
∂y

∂t
− D

∂2y

∂x2

)
− (Ph,τ y)k+1 − (Ph,τ y)k

τ
+

+ 1
2D

(
(Ph,τ y)k+1

x̄x + (Ph,τ y)k
x̄x

)
= O(h2 + τ2),

kde (Ph,τ y)k
j = y(kτ, a + jh), j = 0, . . . , m, k = 0, . . . , NT . Položme z = u − Ph,τ y. Potom z splňuje

soustavu rovnic
ẑ − z

τ
= 1

2D(ẑx̄x + zx̄x) + Ψh,τ ,

zk
0 = zk

m = 0, k = 1, . . . , NT ,

z0
j = 0, j = 0, . . . , m.

Odtud a z předchoźıho vyplývá, že plat́ı

D∥zk+1
x̄ ]|2 ≤ D∥z0

x̄]|2 +
k∑

j=0
τ∥Ψj∥2

h =
k∑

j=0
τ∥Ψj∥2

h.

Ze Sobolevových nerovnost́ı pak plyne

∥zk+1∥h,0 ≤
√

b − a

2 ∥zk+1
x̄ ]| ≤

√
b − a

2D

√√√√ k∑
j=0

τ∥Ψj∥2
h = O(τ2 + h2),

tj. stabilita a konvergence. □
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1.2. Metoda př́ımek. V metodě śıt́ı jsme vycházeli z toho, že řešeńı úlohy (1) je zobrazeńı, které
každému časovému okamžiku přǐrad́ı funkci prostorové proměnné. Nab́ıźı se též opačný pohled na
věc, tj. sledovat časový vývoj ve zvoleném bodě x ∈ ⟨a, b⟩ jako funkci času. Postupujeme tak, že
na interval ⟨a, b⟩ polož́ıme śıt’ a úlohu (1) převedeme na počátečńı úlohu pro soustavu obyčejných
diferenciálńıch rovnic

duj

dt
= D

uj+1 − 2uj + uj−1

h2 + fj , j ∈ m̂ − 1,

u0(t) = γ1, um(t) = γ2, t ∈ (0, T ),

uj(0) = y0j , j ∈ m̂ − 1,

stručně zapsáno
du

dt
= Dux̄x + f ,

u(0) = y0.

Tuto soustavu řeš́ıme např. Rungovou-Kuttovou metodou.
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