
1. Numerické řešeńı okrajových úloh pro PDE eliptického typu

Bud’ Ω ⊂ Rn omezená oblast, jej́ıž hranićı je nadplocha Γ po částech tř́ıdy C1. Zabývejme se
lineárńı parciálńı diferenciálńı rovnićı 2. řádu

− div(A(x)∇y) + q(x)y = f(x) v Ω (1)
společně s okrajovou podmı́nkou

α(x) ∂y

∂n⃗
+ β(x)y = γ(x) na Γ. (2)

Symbol ∂y
∂n⃗ znač́ı derivaci ve směru tzv. konormály n⃗ = ATν⃗, kde AT znač́ı transponovanou matici

A a ν⃗ je směrový vektor vněǰśı normály k nadploše Γ.
Předpokládáme, že plat́ı q ≥ 0 a že existuje p0 > 0 tak, že(

Aξ⃗, ξ⃗
)

≥ p0∥ξ⃗∥2 naΩ, ∀ξ⃗ ∈ Rn.

Poznámka 1.1. Jsou-li α, β ≥ 0 a nav́ıc α + β > 0 a jsou-li funkce A, q, f, α, β, γ dost hladké, je
úloha jednoznačně řešitelná.

1.1. Metoda śıt́ı. Omeźıme se na obdélńıkovou oblast v R2, tj. bez újmy na obecnosti oblast tvaru
Ω = (0, L1) × (0, L2). Bud’te m1, m2 ∈ N a položme

h1 = L1

m1
, h2 = L2

m2
.

Na Ω polož́ıme śıt’
ωh = {[ihj , jh2] | i = 0, . . . , m1; j = 0, . . . , m2} .

Množina vnitřńıch bod̊u śıtě je
ωh = {[ihj , jh2] | i = 1, . . . , m1 − 1; j = 1, . . . , m2 − 1}

a množina hraničńıch uzl̊u
γh = ωh − ωh.

Zabývejme se nyńı úlohou

− ∂

∂x1

(
p(x) ∂y

∂x1

)
− ∂

∂x2

(
p(x) ∂y

∂x2

)
+ q(x)y = f(x) na Ω, (3a)

y = γ0 na Γ, (3b)
kde γ0 ∈ R.

Poznámka 1.2. Hodnoty funkćı v śıt’ových uzlech znač́ıme yij = y(ih1, jh2), i ∈ m̂10, j ∈ m̂20.
Parciálńı derivace funkćı aproximujeme pomoćı diferenćı(

∂y

∂x1

)
ij

≈ yx̄1 = yij − yi−1j

h1
,

(
∂y

∂x2

)
ij

≈ yx̄2 = yij − yij−1

h2
.

Přesnost je v obou př́ıpadech řádu O(h1 + h2).

Úlohu (3) nahrad́ıme diferenčńım schématem
−(pux̄1)x1 − (pux̄2)x2 + qu = f na ωh, (4a)

u = γ0 na γh. (4b)

Poznámka 1.3 (5bodové schéma). V celé této poznámce bude index i, resp. j prob́ıhat množinu
m̂1 − 1, resp. m̂2 − 1. Podle předchoźı poznámky můžeme rozepsat rovnici (4a) jako

− 1
h1

(
pi+1j

ui+1j − uij

h1
− pij

uij − ui−1j

h1

)
−

− 1
h2

(
pij+1

uij+1 − uij

h2
− pij

uij − uij−1

h2

)
+ qijuij = fij

1



2

neboli
Aijui−1j + Bijuij−1 + Cijui+1j + Dijuij+1 + Eijuij = Fij ,

kde
Aij = −pij

h2
1

, Bij = −pij

h2
2

, Cij = −pi+1j

h2
1

, Dij = −pij+1

h2
2

,

Eij = pi+1j

h2
1

+ pij

h2
1

+ pij

h2
2

+ pij+1

h2
2

+ qij , Fij = fij .

Tuto soustavu lze řešit např. zobecněnou faktorizaćı.

1.2. Konvergence, odhad chyby. Restrikci funkce y : Ω → R na śıt’ ωh budeme opět značit
Phy. Dále zavád́ıme chybu aproximace diferenciálńıho operátoru L diferenčńım operátorem Lh jako
śıt’ovou funkci Ψh : ωh → R, Ψh = Ph(Ly) − Lh(Phy).

Definice 1.1. Bud’te u, v : ωh → R. Potom definujeme skalárńı součiny

(u, v)h =
m1−1∑

i=1

m2−1∑
j=1

h1h2uijvij ,

(u, v⌋ =
m1∑
i=1

m2−1∑
j=1

h1h2uijvij ,

(u, v⌉ =
m1−1∑

i=1

m2∑
j=1

h1h2uijvij .

Definice 1.2. Bud’ u : ωh → R. Potom definujeme normu

∥u∥h =
√

(u, u)h.

Definice 1.3. Bud’te U, V : ωh → R2, U = [U1, U2], V = [V 1, V 2]. Potom klademe
(U, V ] = (U1, V 1⌋ + (U2, V 2⌉.

Definice 1.4. Bud’ U : ωh → R2, U = [U1, U2]. Potom definujeme normu

∥U ]| =
√

(U, U ].

Definice 1.5. Bud’ u : ωh → R. Potom definujeme śıt’ový a zpětný gradient
∇hu = [ux1 , ux2 ], ∇hu = [ux̄1 , ux̄2 ],

a śıt’ový laplacián
∆hu = ux̄1x1 + ux̄2x2 .

Definice 1.6. Bud’ U : ωh → R2, U = [U1, U2]. Potom definujeme śıt’ovou divergenci
divh U = (U1)x1 + (U2)x2 .

Tvrzeńı 1.1 (Greenova formule). Bud’te u, v : ωh → R a necht’ u = v = 0 na γh. Pak plat́ı(
divh(p∇hu), v

)
h

= −
(
p∇hu, ∇hv

]
.

D̊ukaz. K dispozici máme jednorozměrnou Greenovu formuli: Jsou-li u, v funkce definované na jed-
norozměrné śıti a splňuj́ıćı u0 = um = v0 = vm = 0, pak

(v, (pux̄)x)h = −(pux̄, vx̄].
Tento vztah můžeme použ́ıt pro jednorozměrná zúžeńı śıt’ových funkćı u, v ve směru x1. Dostaneme(

v·j , (pux̄1)x1 ·j

)
h

= −((pux̄1)·j , vx̄1 ·j ], j ∈ m̂2 − 1,

neboli
m1−1∑

i=1
h1vij(pux̄1)x1 ij = −

m1∑
i=1

h1pijux̄1 ijvx̄1 ij , j ∈ m̂2 − 1.
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Vynásobeńım h2 a vysč́ıtáńım přes j dostáváme

(v, (pux̄1)x1)h = −(vx̄1 , pux̄1⌋.

Obdobně bychom odvodili vztah

(v, (pux̄2)x2)h = −(vx̄2 , pux̄2⌉.

Sečteńım posledńıch dvou rovnost́ı pak dostaneme(
divh(p∇hu), v

)
h

= ((pux̄1)x1 + (pux̄2)x2 , v)h =
= −(vx̄1 , pux̄1⌋ − (vx̄2 , pux̄2⌉ = −

(
∇hv, p∇hu

]
. □

Lemma 1.1 (Sobolev). Necht’ u : ωh → R, u = 0 na γh. Pak

∥u∥2
h ≤ 1

8 max{L2
1, L2

2}∥∇hu]|2.

D̊ukaz. Podle lemmatu ??, aplikovaného na jednorozměrná zúžeńı funkce u ve směru osy x1, resp.
x2 plat́ı

∥u·j∥h ≤ L1

2 ∥(u·j)x̄1 ]|, ∀j ∈ m̂2 − 1,

resp.

∥ui·∥h ≤ L2

2 ∥(vi·)x̄2 ]|, ∀i ∈ m̂1 − 1.

Po umocněńı na druhou můžeme tyto odhady přepsat jako
m1−1∑

i=1
h1 |uij |2 ≤ L2

1
4

m1∑
i=1

h1

∣∣∣ux̄1 ij

∣∣∣2
,

∣∣∣∣∣∣·h2,

m2−1∑
j=1

(5)

m2−1∑
j=1

h1 |uij |2 ≤ L2
2

4

m2∑
i=1

h2

∣∣∣ux̄2 ij

∣∣∣2
.

∣∣∣∣∣·h1,

m1−1∑
i=1

(6)

Sečteńım (5) a (6) dostaneme

∥u∥2
h =

m1−1∑
i=1

m2−1∑
j=1

h1h2 |uij |2 ≤

≤ L2
1

8

m1∑
i=1

m2−1∑
j=1

h1h2

∣∣∣ux̄1 ij

∣∣∣2
+ L2

2
8

m1−1∑
i=1

m2∑
j=1

h1h2

∣∣∣ux̄2 ij

∣∣∣2
≤

≤ 1
8 max

{
L2

1, L2
2
}  m1∑

i=1

m2−1∑
j=1

h1h2

∣∣∣ux̄1 ij

∣∣∣2
+

m1−1∑
i=1

m2∑
j=1

h1h2

∣∣∣ux̄2 ij

∣∣∣2
 =

= 1
8 max

{
L2

1, L2
2
}

∥∇hu]|2. □

1.2.1. Metoda energetických nerovnost́ı. Úlohu (3) zúž́ıme na śıt’ a odečteme ji od (4). Polož́ıme-li

L : y 7→ − ∂

∂x1

(
p(x) ∂y

∂x1

)
− ∂

∂x2

(
p(x) ∂y

∂x2

)
+ q(x)y,

Lh : u 7→ −(pux̄1)x1 − (pux̄2)x2 + qu, dostaneme

Lhu − Ph(Ly) = 0 na ωh, (7a)
u − Phy = 0 na γh. (7b)

Chyba aproximace Ψh = Ph(Ly) − Lh(Phy) je řádu O(h1 + h2) a s jej́ı pomoćı můžeme (7a) přepsat
jako

Lhu − Lh(Phy) = Ψh.
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Polož́ıme-li z = u − Phy, můžeme tud́ıž (7) psát ve tvaru
Lhz = Ψh na ωh, (8)

z = 0 na γh. (9)
Prvńı z obou vztah̊u skalárně vynásob́ıme z. S využit́ım Greenovy formule pak dostaneme

(Ψh, z)h = (Lhz, z)h = (−(pzx̄1)x1 − (pzx̄2)x2 + (qz, z)h =
= −

(
divh(p∇hz), z

)
h

+ (qz, z)h =
(
p∇hz, ∇hz

]
+ (qz, z)h =

= (pzx̄1 , zx̄1⌋ + (pzx̄2 , zx̄2⌉ + (qz, z)h.

Podle základńıch předpoklad̊u je q ≥ 0, a proto (qz, z)h ≥ 0. Dále je p ≥ p0 > 0, takže(
p∇hz, ∇hz

]
≥ p0∥∇hz]|2.

Celkově jsme dokázali, že
(Ψh, z)h ≥ p0∥∇hz]|2.

Podle lemmatu 1.1 a Schwarzovy nerovnosti je

∥z∥2
h ≤ c∥∇z]|2 ≤ c

p0
(Ψh, z)h ≤ c

p0
∥Ψh∥h∥z∥h

a odtud
∥z∥h ≤ c

p0
∥Ψh∥h.

Diferenčńı schéma (4) je tedy korektńı (mj. také stabilńı) a ∥z∥h se chová stejně jako ∥Ψh∥h, tj. jako
O(h1 + h2).

Poznámka 1.4. V př́ıpadě, že p ≡ konst., je dokonce Ψh = O(h2
1 + h2

2).
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