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1.1.3. Okrajová úloha pro soustavu lineárńıch rovnic 1. řádu 5
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1. Numerické řešeńı okrajových úloh pro ODE

1.1. Metoda střelby.

1.1.1. Okrajová úloha pro rovnici 2. řádu. Uvažujme následuj́ıćı okrajovou úlohu pro obyčejnou
diferenciálńı rovnici 2. řádu:

y′′ = f(x, y, y′), x ∈ (a, b), (1a)
y(a) = γ1, y(b) = γ2, (1b)

kde f : R3 → R, γ1, γ2 ∈ R. Předpokládejme existenci takového α∗ ∈ R, že pro α = α∗ je předchoźı
okrajová úloha ekvivalentńı počátečńı úloze

y′′ = f(x, y, y′), x ∈ (a, b), (2a)
y(a) = γ1, (2b)
y′(a) = α. (2c)

Potom lze řešeńı okrajové úlohy (1) źıskat tak, že nalezneme α∗ a vyřeš́ıme počátečńı úlohu (2).
Počátečńı úlohu 2. řádu efektivně řeš́ı např. metoda Runge-Kutta-Nyström (viz 5. kapitola).

Necht’ y(x; α) je řešeńı úlohy (2) pro dané α ∈ R. Potom α∗ splňuje „algebraickou” rovnici1

y(b; α) = γ2.

Položme F (α) := y(b; α) − γ2. Pak α∗ je řešeńım rovnice F (α) = 0. Při hledáńı α∗ můžeme postu-
povat např. tak, že se pokuśıme naj́ıt dvě č́ısla α1, α2 taková, aby platilo

F (α1)F (α2) < 0.

Pak polož́ıme α3 = 1
2 (α1 + α2) a stejný postup provád́ıme tak dlouho, dokud se dostatečně

nepřibĺıž́ıme řešeńı rovnice F (α) = 0. Tento zp̊usob však neńı př́ılǐs efektivńı.
V praxi se proto využ́ıvá Newtonova metoda, tj. konstruuje se iteračńı posloupnost́ı

{
α(k)} podle

rekurentńıho vztahu

α(k+1) = α(k) − F (α(k))
F ′(α(k))

. (3)

Problematický je výraz ve jmenovateli. Při splněńı předpoklad̊u věty o diferencovatelnosti podle
počátečńıch podmı́nek (tj. funkce f , ∂f

∂y a ∂f
∂y′ jsou spojité na oblasti Dom(f)) je sice zaručena

diferencovatelnost funkce F , otázkou ale je, jak pro dané α(k) źıskat hodnotu F ′(α(k)). Nejjednodušš́ı
variantou je nahradit derivaci diferenćı:

F ′(α(k)) ≈ F (α(k)) − F (α(k−1))
α(k) − α(k−1) .

Tato varianta zřejmě připadá v úvahu pouze tehdy, nejsou-li rozd́ıly
∣∣α(k) − α(k−1)

∣∣ př́ılǐs velké.
Obecněǰśı varianta vycháźı z toho, že zderivujeme úlohu (2) podle α. Dostaneme

∂

∂α

(
∂2y

∂x2 (x; α)
)

= ∂

∂α
f

(
x, y(x; α), ∂y

∂x
(x; α)

)
, (4a)

∂y

∂α
(a; α) = 0, (4b)

∂

∂α

(
∂y

∂x
(a; α)

)
= 1. (4c)

1Zde se pojmem „algebraická rovnice” rozumı́ pouze to, že nejde o rovnici diferenciálńı; neznamená to, že se v ńı
musej́ı vyskytovat polynomy.
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Rovnici (4a) můžeme dále upravit podle věty o derivaci složeného zobrazeńı. Za předpokladu
záměnnosti derivaćı dostaneme

∂2

∂x2

(
∂y

∂α

)
= ∂f

∂y

(
x, y,

∂y

∂x

)
· ∂y
∂α

+ ∂f

∂y′

(
x, y,

∂y

∂x

)
· ∂

∂x

(
∂y

∂α

)
, (5a)

∂y

∂α
(a; α) = 0, (5b)

∂

∂x

(
∂y

∂α
(a; α)

)
= 1. (5c)

Pro pevné α představuje (5) počátečńı úlohu pro lineárńı diferenciálńı rovnici 2. řádu pro neznámou
funkci ∂y

∂α (x; α).
Shrňme si nast́ıněný postup: Máme-li α(k), pak:

• vyřeš́ıme úlohu (2) pro α = α(k), źıskáváme F (α(k)),
• vyřeš́ıme úlohu (5) pro α = α(k), źıskáváme F ′(α(k)),
• vypočteme α(k+1) ze vztahu (3).

1.1.2. Okrajová úloha pro soustavu rovnic 1. řádu. Každou diferenciálńı rovnici n-tého řádu lze
vhodnou substitućı převést na soustavu n diferenciálńıch rovnic 1. řádu, proto se zabývejme okra-
jovou úlohou

y′ = f(x, y), x ∈ (a, b), (6a)
r (y(a), y(b)) = 0, (6b)

kde f : R × Rn → Rn a r : Rn × Rn → Rn.2 Postupovat budeme podobně jako v př́ıpadě rovnice
2. řádu: Pro α = (α1, . . . , αn) ∈ Rn necht’ y(x; α) je řešeńı počátečńı úlohy

y′ = f(x, y), x ∈ (a, b), (7a)
y(a) = α. (7b)

Ćılem je nalézt takové α∗, které je řešeńım rovnice

r (α, y(b; α)) = 0

neboli F (α) = 0, kde F (α) = r (α, y(b; α)). Řešeńı této rovnice hledáme Newtonovou metodou,
tj. konstruujeme iteračńı posloupnost

{
α(k)} podle rekurentńıho vztahu

α(k+1) = α(k) −
[
F ′(α(k))

]−1
F (α(k)),

kde

F ′(α) =


∂F 1

∂α1
(α) . . . ∂F 1

∂αn
(α)

...
...

∂Fn

∂α1
(α) . . . ∂Fn

∂αn
(α)

 .

Parciálńı derivace zobrazeńı F v bodě α můžeme stejně jako v předchoźım př́ıpadě poč́ıtat dvěma
zp̊usoby. Bud’ použijeme přibližného vyjádřeńı

∂F i

∂αj
(α(k)) ≈ 1

α
(k)
j − α

(k−1)
j

[
F i(α(k)) − F i(α(k)

1 , . . . , α
(k)
j−1, α

(k−1)
j , α

(k)
j+1, . . . , α

(k)
n )
]
,

anebo vyjdeme z toho, že

∂F i

∂αj
(α) = ∂ri

∂αj
(α, y(b; α)) +

n∑
l=1

∂ri

∂yl
(α, y(b; α)) · ∂y

l

∂αj
(b; α).

2Předpokládáme n > 1 a dále to, že zobrazeńı r je n-regulárńı (tj. h(r′(y1, y2)) = n pro všechna (y1, y2) ∈
Dom(r)).
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Hodnoty ∂y1

∂αj
(b; α), . . . , ∂y

n

∂αj
(b; α) źıskáme jako řešeńı počátečńı úlohy

∂

∂x

(
∂yi

∂αj
(x; α)

)
=

n∑
l=1

∂f i

∂yl
(x, y(x; α)) · ∂y

l

∂αj
(x; α), i ∈ n̂,

∂yi

∂αj
(a; α) = δij , i ∈ n̂.

Tuto úlohu jsme źıskali zderivováńım úlohy (7) podle αj . Jde o počátečńı úlohu pro soustavu
lineárńıch obyčejných diferenciálńıch rovnic 1. řádu. Stejný postup provedeme pro každé j ∈ n̂
a dále postupujeme podobně jako v př́ıpadě rovnice 2. řádu, tj. nasazeńım metod Runge-Kutta.

1.1.3. Okrajová úloha pro soustavu lineárńıch rovnic 1. řádu. V př́ıpadě lineárńı okrajové úlohy
můžeme nalézt α∗ i bez použit́ı Newtonovy metody. Uvažujme soustavu

y′ = A(x)y + f(x), x ∈ (a, b),
kde A : (a, b) → Rn,n a f : (a, b) → Rn, společně s okrajovou podmı́nkou

Uy(a) + Vy(b) = c, (8)
kde U, V ∈ Rn,n a c ∈ Rn. Z teorie v́ıme, že pro každé i ∈ n̂ existuje právě jedno řešeńı Φi

počátečńı úlohy
y′ = A(x)y,
y(a) = ei.

To znamená, že je-li α ∈ Rn, potom y(x) =
n∑
i=1

αiΦi(x) je řešeńı počátečńı úlohy

y′ = A(x)y,
y(a) = α,

na intervalu (a, b). Označ́ıme-li Φ := (Φ1, . . . , Φn), můžeme toto řešeńı zapsat jako y(x) = Φ(x)α.
Jestliže pro α ∈ Rn dále označ́ıme y(x; α) řešeńı počátečńı úlohy

y′ = A(x)y + f(x),
y(a) = α,

potom z linearity vyplývá
y(x; α) = Φ(x)α + y(x; 0).

Má-li toto řešeńı splňovat okrajovou podmı́nku (8), muśı platit Uα + Vy(b; α) = c, tj.
Uα + VΦ(b)α + Vy(b; 0) = c.

Odtud již snadno dostaneme

α∗ = [U + VΦ(b)]−1 (c − Vy(b; 0)) .

1.1.4. Modifikovaná Newtonova metoda. Newtonovu metodu lze vylepšit. Iteračńı posloupnost{
α(k)} se totiž nemuśı k řešeńı α∗ rovnice F (α) = 0 bĺıžit monotonně, ale vzdálenost α(k) od

α∗ může s rostoućım k chv́ıli klesat a chv́ıli stoupat. Ukážeme si, že tento nedostatek lze odstranit,
jestliže budeme iteračńı posloupnost konstruovat podle vztahu

α(k+1) = α(k) − λ(k)
[
F ′(α(k))

]−1
F (α(k)),

kde
{
λ(k)}∞

k=1 je vhodně volená posloupnost reálných č́ısel. Položme

Φ(α) = ∥F (α)∥2 =
n∑
i=1

∣∣F i(α)
∣∣2 .

Naš́ım ćılem je zvolit posloupnost
{
λ(k)} tak, aby Φ(α(k)) ↘ 0 pro k → ∞. Existence takové

posloupnosti vyplývá za předpokladu konvergence metody z následuj́ıćı věty.
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Věta 1.1. K danému α(k) existuje λ(k) > 0 tak, že Φ(α(k+1)) < Φ(α(k)).

D̊ukaz. Pro jednodušš́ı zápis označme

∆α(k) := −
[
F ′(α(k))

]−1
F (α(k))

a dále položme

Ψ(λ) := Φ(α(k) + λ∆α(k)) =
n∑
i=1

∣∣∣F i(α(k) + λ∆α(k))
∣∣∣2 .

Je

Ψ′(λ) = 2
n∑
i=1

F i(α(k) + λ∆α(k)) ·
n∑
j=1

∂F i

∂αj
(α(k) + λ∆α(k))

(
∆α(k)

)
j

=

= 2
n∑
i=1

F i(α(k) + λ∆α(k))
(

F ′(α(k) + λ∆α(k))∆α(k)
)
i

=

= 2
(

F (α(k) + λ∆α(k)), F ′(α(k) + λ∆α(k))∆α(k)
)
,

takže

Ψ′(0) = 2
(

F (α(k)), F ′(α(k))∆α(k)
)

= 2
(

F (α(k)), −F (α(k))
)

=

= −2∥F (α(k))∥2 = −2Φ(α(k)) ≤ 0,

přičemž rovnost nastává právě tehdy, když α(k) je přesné řešeńı. Předpokládejme proto, že Ψ′(0) < 0.
Je-li zobrazeńı F spojitě diferencovatelné, má tuto vlastnost zřejmě i funkce Ψ, a proto

(∃δ > 0)(∀λ ∈ ⟨0, δ))(Ψ′(λ) < 0).
To ale znamená, že funkce Ψ je na ⟨0, δ) klesaj́ıćı, tj. pro každé λ ∈ (0, δ) plat́ı Ψ(λ) < Ψ(0) neboli
Φ
(

α(k) − λ
[
F ′(α(k))

]−1
F (α(k))

)
< Φ(α(k)). □

Z d̊ukazu předchoźı věty můžeme odvodit návod, jak hledat č́ısla λ(k): Nejprve zkuśıme položit
λ(k) = 1. Jestliže bude splněno Φ(α(k+1)) < Φ(α(k)), pokračujeme daľśı iteraćı; v opačném př́ıpadě
vyděĺıme λ(k) dvěma a celý postup opakujeme.

1.1.5. Metoda střelby na v́ıce ćıl̊u. Metoda střelby se typicky použ́ıvá při řešeńı nelineárńıch rovnic.
Ve snaze sńıžit riziko nestability úloh, byl vyvinut postup zkracuj́ıćı intervaly, na niž prob́ıhá řešeńı
počátečńıch úloh. Vrat’me se k okrajové úloze (6). Bud’ {xi}mi=0 rozděleńı intervalu ⟨a, b⟩, tj. necht’

a = x0 < x1 < . . . < xm = b.

Necht’ pro každé j ∈ m̂ je y(j−1)(x; α(j−1)) řešeńı počátečńı úlohy
y′ = f(x, y), x ∈ (xj−1, xj), (9a)

y(xj−1) = α(j−1), (9b)

kde α(j−1) ∈ Rn. Naš́ım ćılem je nalézt body α∗(0), . . . , α∗(m−1) tak, aby pro každé j ∈ m̂ bylo
y(j−1)(x; α∗(j−1)) restrikćı řešeńı okrajové úlohy (6) na interval (xj−1, xj). Řešeńı úlohy (6) je jistě
spojité, a proto muśı pro každé j ∈ m̂− 1 platit

y(j−1)(xj ; α∗(j−1)) = α∗(j).

Dále muśı být splněna okrajová podmı́nka (6b). Ta nyńı nabyde tvaru

r
(

α∗(0), y(m−1)(xm; α∗(m−1))
)

= 0.

Jestliže pro j ∈ m̂ polož́ıme

F j−1(α(0), α(1), . . . , α(m−1)) :=
{

y(j−1)(xj ; α(j−1)) − α(j) j ≤ m− 1,
r(α(0), y(m−1)(xm; α(m−1))) j = m,



ZÁPISKY Z NUMERICKÉ MATEMATIKY 2 7

a dále

F := (F 0, F 1, . . . , Fm−1)T,

potom bude m-tice α∗ := (α∗(0), α∗(1), . . . , α∗(m−1)) řešeńım rovnice

F(α) = O.

Řešeńı této rovnice budeme hledat Newtonovou metodou

αk+1 = αk − [F′(αk)]−1 F(αk). (10)

Pro danou m-tici α = (α(0), α(1), . . . , α(m−1)) je

F′(α) =



∂y(0)

∂α(0) −E O . . . O O
O ∂y(1)

∂α(1) −E . . . O O
. . . . . . . . . . . . . . . . . .

O O O . . . ∂y(m−2)

∂α(m−2) −E
∂r
∂y1

O O . . . O ∂r
∂y2

∂y(m−1)

∂α(m−1)

 , (11)

kde jsme označili

∂y(j−1)

∂α(j−1) =
(
∂y(j−1)

∂α(j−1)1
(xj ; α(j−1)), . . . , ∂y(j−1)

∂α
(j−1)
n

(xj ; α(j−1))
)

pro j ∈ m̂ a

∂r

∂yi
=
(
∂r

∂y1
i

(α(0), y(m−1)(xm; α(m−1))), . . . , ∂r

∂yni
(α(0), y(m−1)(xm; α(m−1)))

)
pro i = 1, 2. Hodnoty ∂y(j−1)

∂αk
(xj ; α(j−1)) źıskáme řešeńım počátečńı úlohy

∂

∂x

(
∂y(j−1),i

∂αk
(x; α(j−1))

)
=

n∑
l=1

∂f i

∂yl

(
x, y(j−1)(x; α(j−1))

)
· ∂y

(j−1),l

∂αk
(x; α(j−1)), i ∈ n̂,

∂y(j−1),i

∂αk
(xj−1; α(j−1)) = δik, i ∈ n̂.

Tuto úlohu jsme źıskali zderivováńım (9) pro pevné j ∈ m̂.

Poznámka 1.1. Využijeme-li blokové struktury matice (11), můžeme se v Newtonově metodě vyhnout
výpočtu matice inverzńı. Vztah (10) můžeme přepsat ve tvaru

F′(αk)∆αk = −F(αk),

kde jsme označili ∆αk := αk+1 − αk. Rozepsáńım tohoto vztahu dostaneme

∂y(0)

∂α(0) ∆α(0) − ∆α(1) = −F 0(αk),

...
∂y(m−2)

∂α(m−2) ∆α(m−2) − ∆α(m−1) = −Fm−2(αk),

∂r

∂y1
∆α(0) + ∂r

∂y2

∂y(m−1)

∂α(m−1) ∆α(m−1) = −Fm−1(αk).
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Odtud pak můžeme vyjádřit

∆α(1) = ∂y(0)

∂α(0) ∆α(0) + F 0(αk),

∆α(2) = ∂y(1)

∂α(1) ∆α(1) + F 1(αk) = ∂y(1)

∂α(1)
∂y(0)

∂α(0) ∆α(0) + ∂y(1)

∂α(1) F 0(αk) + F 1(αk),

...

∆α(m−1) =
1∐

j=m−1

∂y(j−1)

∂α(j−1) ∆α(0) +
m−3∑
i=0

i+2∐
j=m−1

∂y(j−1)

∂α(j−1) F i(αk) + Fm−2(αk).

Z posledńı rovnice dostaneme ∂r

∂y1
+ ∂r

∂y2

1∐
j=m

∂y(j−1)

∂α(j−1)

∆α(0) = − ∂r

∂y2

m−2∑
i=0

i+2∐
j=m

∂y(j−1)

∂α(j−1) F i(αk) − Fm−1(αk).

Odtud vypočeteme ∆α(0) a z předchoźıch vztah̊u pak ostatńı ∆α(j), j ∈ m̂− 1.

1.2. Metoda přesunu okrajové podmı́nky. Metoda střelby představuje nástroj použitelný pro
širokou tř́ıdu úloh, na druhé straně však hledáńı správného α∗ pomoćı iteračńıch metod může někdy
přinést komplikace. Je-li okrajová úloha, kterou se zabýváme, lineárńı, nab́ıźı se mnohem snažš́ı
varianta.

1.2.1. Okrajová úloha pro rovnici 2. řádu. Bud’ (a, b) omezený interval a necht’ p ∈ C⟨a, b⟩∩C1(a, b),
q ∈ C⟨a, b⟩, f ∈ C(a, b). Necht’ dále plat́ı

p(x) ≥ p0 > 0, q(x) ≥ 0, ∀x ∈ (a, b).
Uvažme diferenciálńı rovnici

(p(x)y′)′ − q(x)y = f(x), x ∈ (a, b), (12)
s okrajovými podmı́nkami

α1p(a)y′(a) − β1y(a) = γ1, (13a)
α2p(b)y′(b) + β2y(b) = γ2, (13b)

kde α1, α2, β1, β2 ≥ 0, γ1, γ2 ∈ R, a nav́ıc
α1 + β1 > 0,
α2 + β2 > 0.

Věta 1.2. Bud’ y řešeńı rovnice (12) na intervalu ⟨a, b⟩ splňuj́ıćı pro nějaké ξ ∈ ⟨a, b⟩ vztah
αp(ξ)y′(ξ) − βy(ξ) = γ,

kde α, β, γ ∈ R. Potom pro každé x ∈ ⟨a, b⟩ plat́ı
(zpy′)(x) − (z′py)(x) = c(x), (14)

kde z, resp. c je řešeńı počátečńı úlohy
(pz′)′ − qz = 0, (15a)

z(ξ) = α, (15b)

z′(ξ) = β

p(ξ) , (15c)

resp.
c′ = zf, (16a)

c(ξ) = γ, (16b)

na ⟨a, b⟩.
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D̊ukaz. Úloha (15) je d́ıky linearitě na intervalu ⟨a, b⟩ jednoznačně řešitelná, totéž plat́ı pro úlohu
(16) (poté, co do ńı dosad́ıme za z řešeńı úlohy (15)). Odtud vyplývá, že obě strany ve vztahu (14)
jsou dobře definovány pro všechna x ∈ ⟨a, b⟩ a nav́ıc jsou diferencovatelné. Dále plat́ı

(zpy′ − z′py − c)′ = z′py′ + z(py′)′ − (z′p)′y − z′py′ − c′ =
= z(f + qy) − (z′p)′y − c′ = zf − c′ + (zq − (z′p)′) y = 0

pro každé x ∈ ⟨a, b⟩. To ale znamená, že funkce zpy′ − z′py − c je na ⟨a, b⟩ konstantńı. Stač́ı tedy
dokázat platnost (14) v jediném bodě x ∈ ⟨a, b⟩ a to se nám skutečně podař́ı: (14) je totiž splněno
pro x = ξ, jak se snadno přesvědč́ıme. □

Poznámka 1.2. Důkaz předchoźı věty je velmi jednoduchý a jeho znalost nám nav́ıc ušetř́ı nutnost
pamatovat si tvar úloh (15), (16) — ten totiž vyplyne z požadavku, aby se derivace v d̊ukaze rovnala
nule.

Nyńı poṕı̌seme samotnou metodu přesunu okrajové podmı́nky pro rovnici 2. řádu: Okrajové
podmı́nky (13) chceme nahradit ekvivalentńımi počátečńımi podmı́nkami

y(x0) = ω1,

y′(x0) = ω2,

kde x0 ∈ ⟨a, b⟩ libovolně zvoĺıme. Postup můžeme rozdělit do čtyř krok̊u:
(1) Nalezneme řešeńı z počátečńı úlohy

(pz′)′ − qz = 0,
z(a) = α1,

z′(a) = β1

p(a) ,

a posléze řešeńı c počátečńı úlohy
c′ = zf,

c(a) = γ1.

(2) Nalezneme řešeńı u počátečńı úlohy
(pu′)′ − qu = 0,

u(b) = α2,

u′(b) = − β2

p(b) ,

a posléze řešeńı d počátečńı úlohy
d′ = uf,

d(b) = γ2.

(3) Řeš́ıme soustavu dvou lineárńıch algebraických rovnic
(zp)(x0)ω2 − (z′p)(x0)ω1 = c(x0), (17a)
(up)(x0)ω2 − (u′p)(x0)ω1 = d(x0) (17b)

pro dvě neznámé ω1, ω2.3

Poznámka 1.3. Řešitelnost soustavy (17) nám dává informaci o řešitelnosti p̊uvodńı okrajové
úlohy:

• Nemá-li (17) řešeńı, nemá je ani okrajová úloha (12), (13).
• Má-li (17) jediné řešeńı, má i okrajová úloha (12), (13) jediné řešeńı.
• Má-li (17) v́ıce řešeńı, má i okrajová úloha (12), (13) v́ıce řešeńı.

3Je-li y řešeńı úlohy (12), (13), muśı podle věty platit y(x0) = ω1, y′(x0) = ω2.



10 WIKI SKRIPTUM FJFI

(4) Řeš́ıme počátečńı úlohu
(py′)′ − qy = f,

y(x0) = ω1,

y′(x0) = ω2.

Poznámka 1.4. Bod x0 ∈ ⟨a, b⟩ můžeme zvolit libovolně. Jako výhodné se však jev́ı zvolit bud’
x0 = a, nebo x0 = b. Ukažme si, jak to dopadne pro x0 = a:

(1) Nalezneme řešeńı u počátečńı úlohy
(pu′)′ − qu = 0,

u(b) = α2,

u′(b) = − β2

p(b) ,

a posléze řešeńı d počátečńı úlohy
d′ = uf,

d(b) = γ2.

(2) Řeš́ıme soustavu dvou lineárńıch algebraických rovnic
α1p(a)ω2 − β1ω1 = γ1,

(up)(a)ω2 − (u′p)(a)ω1 = d(a)
pro dvě neznámé ω1, ω2.

(3) Řeš́ıme počátečńı úlohu
(py′)′ − qy = f,

y(a) = ω1,

y′(a) = ω2.

1.2.2. Okrajová úloha pro soustavu rovnic 1. řádu. Uvažujme soustavu lineárńıch diferenciálńıch
rovnic 1. řádu

y′ = A(x)y + f(x), x ∈ (a, b), (18)
kde A : ⟨a, b⟩ → Rn,n a f : ⟨a, b⟩ → Rn, společně s dvojićı okrajových podmı́nek

U1y(a) = c1, (19a)
U2y(b) = c2, (19b)

kde U1 ∈ Rn1,n, h(U1) = n1, c1 ∈ Rn1 a U2 ∈ Rn2,n, h(U2) = n2, c2 ∈ Rn2 , přičemž n1 + n2 =
n > 1.
Věta 1.3. Bud’ y řešeńı soustavy (18) na intervalu ⟨a, b⟩ splňuj́ıćı pro nějaké ξ ∈ ⟨a, b⟩ vztah

Uy(ξ) = c,

kde U ∈ Rñ,n a c ∈ Rñ, ñ ≤ n. Potom pro každé x ∈ ⟨a, b⟩ plat́ı
R(x)y(x) = r(x), (20)

kde R, resp. r je řešeńı počátečńı úlohy
R′ = −RA,

R(ξ) = U,

resp.
r′ = Rf ,

r(ξ) = c

na ⟨a, b⟩.4

4Připomeňme, že R : ⟨a, b⟩ → Rñ,n a že (R′)ij(x) = (Rij)′(x) pro všechna x ∈ ⟨a, b⟩, i ∈ ̂̃n, j ∈ n̂.
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D̊ukaz. Je podobný jako v jednorozměrném př́ıpadě, proto již stručněji: (20) je zřejmě splněno pro
x = ξ a dále pro všechna x ∈ ⟨a, b⟩ plat́ı

(Ry − r)′ = R′y + Ry′ − r′ = R′y + R(Ay + f) − r′ =
= (R′ + RA)y + Rf − r′ = 0. □

Podobně jako v jednorozměrném př́ıpadě chceme dvojici okrajových podmı́nek (19) nahradit
ekvivalentńı počátečńı podmı́nkou

y(x0) = η,

kde x0 ∈ ⟨a, b⟩ si zvoĺıme. Zopakujme praktický postup:
(1) Nalezneme řešeńı R : ⟨a, b⟩ → Rn1,n počátečńı úlohy

R′ = −RA,
R(a) = U1,

a posléze řešeńı r : ⟨a, b⟩ → Rn1 počátečńı úlohy

r′ = Rf ,

r(a) = c1.

(2) Nalezneme řešeńı S : ⟨a, b⟩ → Rn2,n počátečńı úlohy

S′ = −SA,
S(b) = U2,

a posléze řešeńı s : ⟨a, b⟩ → Rn2 počátečńı úlohy

s′ = Sf ,

s(b) = c2.

(3) Řeš́ıme soustavu n lineárńıch algebraických rovnic

R(x0)η = r(x0),
S(x0)η = s(x0).

pro n neznámých η ∈ Rn.
(4) Řeš́ıme počátečńı úlohu

y′ = Ay + f ,

y(x0) = η.

1.3. Metoda śıt́ı pro ODE. Metoda śıt́ı, též nazývána metodou konečných diferenćı, představuje
v současnosti nejpouž́ıvaněǰśı zp̊usob řešeńı diferenciálńıch rovnic. Spoč́ıvá v diskretizaci - nahrazeńı
definičńıho oboru konečnou śıt́ı bod̊u a vyjádřeńı derivaćı jako diferenćı, tj. jako lineárńıch kombinaćı
funkčńıch hodnot v bodech śıtě. Výsledkem je soutava algebraických rovnic s mnoha neznámými
(přinejmenš́ım t́ıśıce), která se řeš́ı pomoćı teorie matic.

Bud’ (a, b) omezený interval a necht’ p ∈ C⟨a, b⟩ ∩ C1(a, b), q ∈ C⟨a, b⟩, f ∈ C(a, b). Necht’ dále
plat́ı

p(x) ≥ p0 > 0, q(x) ≥ 0, ∀x ∈ (a, b). (21)
Uvažme diferenciálńı rovnici

− (p(x)y′)′ + q(x)y = f(x), x ∈ (a, b), (22)

s okrajovými podmı́nkami

α1p(a)y′(a) − β1y(a) = γ1, (23a)
α2p(b)y′(b) + β2y(b) = γ2, (23b)
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kde α1, α2, β1, β2 ≥ 0, γ1, γ2 ∈ R, a nav́ıc
α1 + β1 > 0,
α2 + β2 > 0.

Poznámka 1.5. Pokud neplat́ı β1 = β2 = 0 a q ≡ 0, je úloha jednoznačně řešitelná.
Poznámka 1.6. Každou lineárńı obyčejnou diferenciálńı rovnici 2. řádu lze zapsat ve tvaru (22),
podmı́nky (21) však obecně nemusej́ı být splněny.
Definice 1.1. Bud’ ⟨a, b⟩ omezený interval. Potom č́ıslo

h := b− a

m

nazýváme krok śıtě. Śıt’ na intervalu ⟨a, b⟩ definujeme jako množinu
ωh = {a+ jh | j = 0, . . . , m}.

Dále definujeme
ωh = {a+ jh | j = 1, . . . , m− 1},

γh = ωh − ωh.

Prvky množiny ωh, resp. γh nazýváme vnitřńı, resp. hraničńı body (uzly) śıtě.
Definice 1.2. Śıt’ovou funkćı nazveme libovolné zobrazeńı u : ωh → R.
Poznámka 1.7. Označme Hh = {u : ωh → R} množinu všech śıt’ových funkćı na dané śıti. Jestliže na
Hh zavedeme obvyklým zp̊usobem operace sč́ıtáńı śıt’ových funkćı a násobeńı śıt’ové funkce reálným
č́ıslem, dostaneme reálný vektorový prostor dimenze m + 1. Můžeme tedy prostor Hh ztotožnit s
Rm+1.

Je-li u ∈ Hh śıt’ová funkce, potom pro j ∈ m̂0 označujeme
uj := u(a+ jh).

Povšimněme si, že toto značeńı je bĺızké běžnému označováńı složek vektoru.
Definice 1.3. Libovolné funkci y : ⟨a, b⟩ → R lze přǐradit śıt’ovou funkci u ∈ Hh, která je restrikćı
funkce y na śıt’ ωh. Tuto śıt’ovou funkci budeme označovat Phy, kde P je projekčńı operátor.

Definice 1.4. Bud’te ∥ ∥h norma na Hh, ∥ ∥ norma na C⟨a, b⟩. Ř́ıkáme, že norma ∥ ∥h je konzis-
tentńı, jestliže

lim
h→0+

∥Phy∥h = ∥y∥, ∀y ∈ C⟨a, b⟩.

Př́ıklad 1.1. Norma
∥Phy∥h,0 := max

j∈m̂0

|y(a+ jh)|

je konzistentńı s maximovou normou na C⟨a, b⟩.
Př́ıklad 1.2. Seminorma

∥Phy∥h,p :=

m−1∑
j=1

h |yj |p
 1

p

je konzistentńı s Lp-normou na C⟨a, b⟩.
Definice 1.5. Bud’ u ∈ Hh śıt’ová funkce. Pak definujeme následuj́ıćı operátory interpolace:

(1) Qh : Hh → C⟨a, b⟩,

Qh : u 7→
m∑
j=1

[
uj−1 + x− a− (j − 1)h

h
(uj − uj−1)

]
χ⟨a+(j−1)h, a+jh⟩,

(2) Sh : Hh → L∞(a, b),

Sh : u 7→ u0χ⟨a, a+ h
2 ) +

m−1∑
j=1

ujχ(a+(j− 1
2 )h, a+(j+ 1

2 )h) + umχ(b− h
2 , b⟩

.
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Poznámka 1.8. Je-li u ∈ Hh śıt’ová funkce, pak Qhu, resp. Shu je po částech lineárńı, resp. po
částech konstantńı funkce.

1.3.1. Diferenčńı náhrada derivaćı.
(1) Dopředná diference

y′(x) ∼ yx(x) := y(x+ h) − y(x)
h

.

(2) Zpětná diference

y′(x) ∼ yx̄(x) := y(x) − y(x− h)
h

.

(3) Pro náhradu 2. derivace použ́ıváme výraz yx̄x(x) := (yx̄)x(x). Je tedy

y′′(x) ∼ yx̄x(x) := y(x+ h) − 2y(x) + y(x− h)
h2 .

Poznámka 1.9 (náhrada diferenciálńıch operátor̊u). Lineárńı diferenciálńı operátor L : y 7→ −(py′)′+
qy nahrad́ıme lineárńım diferenčńım operátorem Lh : u 7→ −(pux̄)x + qu. Speciálně lineárńı dife-
renciálńı operátor L : y 7→ −y′′ nahrad́ıme lineárńım diferenčńım operátorem Lh : u 7→ −ux̄x.

Definice 1.6 (Landaůuv symbol). Bud’ α > 0. Řekneme, že funkce f : (R) → R definovaná v okoĺı
nuly je O(hα), je-li funkce

h 7→ f(h)
hα

v okoĺı nuly omezená.

Definice 1.7. Chybou aproximace diferenciálńıho operátoru L nazýváme śıt’ovou funkci Ψh defino-
vanou pro y ∈ Dom(L) vztahem

Ψh := Ph(Ly) − Lh(Phy).

Řekneme, že diferenčńı operátor Lh aproximuje diferenciálńı operátor L, jestliže existuje
taková konzistentńı śıt’ová norma ∥ ∥h, že

lim
h→0+

∥Ψh∥h = 0, ∀y ∈ Dom(L).

Jestliže nav́ıc existuje takové α > 0, že pro každou funkci y ∈ Dom(L) plat́ı ∥Ψh∥h = O(hα), potom
ř́ıkáme, že diferenčńı operátor Lh aproximuje diferenciálńı operátor L s přesnost́ı řádu α.

Poznámka 1.10. Plat́ı

(pux̄)x(x) = p(x+ h)y(x+ h) − p(h+ x)y(x) − p(x)y(x) + p(x)y(x− h)
h2

a po dosazeńı x = a+ ih dostaneme pro i ∈ m̂− 1

((pux̄)x)i = pi+1(yi+1 − yi) − pi(yi − yi−1)
h2 .

Věta 1.4. Jestliže funkce p, q splňuj́ı základńı předpoklady, potom diferenčńı operátor Lh : u 7→
−(pux̄)x + qu aproximuje diferenciálńı operátor L : y 7→ −(py′)′ + qy s přesnost́ı O(h).

D̊ukaz. Pro j ∈ m̂− 1 je
(Ψh)j = (Ly)(a+ jh) − (Lh(Phy))j = −(py′)′(a+ jh) + (qy)j + ((pyx̄)x)j − (qy)j =

= pj+1(yj+1 − yj) − pj(yj − yj−1)
h2 − (py′)′(a+ jh).

Zbývá vhodně vyjádřit (py′)′(a+ jh). Je

(py′)(x+ h) = (py′)(x) + h(py′)′(x) + h2

2 (py′)′′(x) +O(h3),

takže
(py′)′(x) = (py′)(x+ h) − (py′)(x)

h
− h

2 (py′)′′(x) +O(h2)
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a
(py′)′(a+ jh) = (py′)(a+ (j + 1)h) − (py′)(a+ jh)

h
− h

2 (py′)′′(a+ jh) +O(h2).

Ještě potřebujeme vyjádřit y′(a+ jh), resp. y′(a+ (j + 1)h). Je

y(x− h) = y(x) − hy′(x) + h2

2 y
′′(x) +O(h3),

takže
y′(x) = y(x) − y(x− h)

h
+ h

2 y
′′(x) +O(h2),

a proto

y′(a+ jh) = y(a+ jh) − y(a+ (j − 1)h)
h

+ h

2 y
′′(a+ jh) +O(h2),

y′(a+ (j + 1)h) = y(a+ (j + 1)h) − y(a+ jh)
h

+ h

2 y
′′(a+ (j + 1)h) +O(h2).

Můžeme psát

(py′)′(a+ jh) = 1
h

[
pj+1

(
yj+1 − yj

h
+ h

2 y
′′(a+ (j + 1)h) +O(h2)

)
−

−pj
(
yj − yj−1

h
+ h

2 y
′′(a+ jh) +O(h2)

)]
− h

2 (py′)′′(a+ jh) +O(h2) =

=pj+1
yj+1 − yj

h2 − pj
yj − yj−1

h2 + pj+1(y′′)j+1 − pj(y′′)j
2 −

− h

2 (py′)′′(a+ jh) +O(h).

Odtud s využit́ım Lagrangeovy věty o středńı hodnotě plyne

(Ψh)j = h

2 (py′)′′(a+ jh) − pj+1(y′′)j+1 − pj(y′′)j
2 +O(h) =

= h

2 (py′)′′(a+ jh) − h

2 (py′′)′(ξj) +O(h),

kde ξj ∈ (a+ jh, a+ (j + 1)h). Konečně(
∥Ψh∥h,p

h

)p
=
m−1∑
j=1

h

∣∣∣∣ (Ψh)j
h

∣∣∣∣p =
m−1∑
j=1

h

∣∣∣∣ (Ly)(a+ jh) − (Lh(y))j
h

∣∣∣∣p =

=
m−1∑
j=1

h

∣∣∣∣ (py′)′′(a+ jh) − (py′′)′(ξj)
2 + O(h)

h

∣∣∣∣p . □

Nyńı již umı́me nahradit diferenciálńı rovnici (22) soustavou lineárńıch algebraických rovnic, v
ńıž jsou neznámými hodnoty řešeńı naš́ı okrajové úlohy v śıt’ových bodech. Ještě je třeba nahradit
okrajové podmı́nky (23).

Poznámka 1.11. Učiňme následuj́ıćı úmluvu: Č́ıslo (yx)j = (yx)(a + jh), j ∈ {0, . . . ,
m−1}, budeme značit yx,j . Podobně č́ıslo (yx̄)j = (yx̄)(a+ jh), j ∈ {1, . . . , m}, budeme značit yx̄,j .

Výraz y′(a) v (23a), resp. y′(b) v (23b) nahrad́ıme výrazem yx,0, resp. yx̄,m. Celkově pak okrajové
podmı́nky (23) nahrad́ıme vztahy

α1p0ux,0 − β1u0 = γ1, (24a)
α2pmux̄,m + β2um = γ2. (24b)

Označme (ly)x=a, resp. (ly)x=b levou stranu rovnosti (23a), resp. (23b) a položme

ly :=
(

(ly)x=a
(ly)x=b

)
.
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Podobně označme (lhu)0, resp. (lhu)m levou stranu rovnosti (24a), resp. (24b) a položme

lhu :=
(

(lhu)0
(lhu)m

)
.

Poznámka 1.12. Na l se můžeme d́ıvat jako na lineárńı zobrazeńı l : Dom(A) → R2. Chyba aproxi-
mace tohoto zobrazeńı zobrazeńım lh : Hh → R2 je O(h).

Jestliže dále označ́ıme
γ :=

(
γ1
γ2

)
,

můžeme okrajovou úlohu (22), (23) vyjádřit ve tvaru
Ly = f, (25a)
ly = γ, (25b)

kde L : y 7→ −(py′)′ + qy. Tuto úlohu nahrad́ıme úlohou
Lhu = Phf, (26a)
lhu = γ, (26b)

kde Lh : u 7→ −(pux̄)x + qu. Jestliže rozeṕı̌seme (26a) po složkách, dostaneme

−pi+1(ui+1 − ui) − pi(ui − ui−1)
h2 + qiui = fi, i ∈ m̂− 1; (27)

podobně ze vztahu (26b) dostaneme

α1p0
u1 − u0

h
− β1u0 = γ1,

α2pm
um − um−1

h
+ β2um = γ2.

Je tedy (26) soustava lineárńıch algebraických rovnic

−
(
β1 + α1p0

h

)
u0 + α1p0

h u1 = γ1,
− p1
h2u0 +

(
p1+p2
h2 + q1

)
u1 − p2

h2u2 = f1,
. . . . . . . . .

...
−pm−1

h2 um−2 +
(
pm−1+pm

h2 + qm−1

)
um−1 − pm

h2 um = fm−1,

−α2pm

h um−1 +
(
β2 + α2pm

h

)
um= γ2.

Označ́ıme-li Ah matici soustavy (je zřejmě 3-diagonálńı), můžeme tuto soustavu zapsat ve tvaru
Ahu⃗ = φ⃗h, (28)

kde

u⃗ =


u0
u1
...
um

 , φ⃗h =


γ1
f1
...

fm−1
γ2

 .

Poznámka 1.13. V př́ıpadě Dirichletových okrajových podmı́nek (tj. α1 = α2 = 0) je celá situace o
něco jednodušš́ı: Neńı třeba provádět žádnou náhradu okrajových podmı́nek, nebot’ hodnoty řešeńı
v hraničńıch uzlech jsou podmı́nkami (23) př́ımo zadány (bez újmy na obecnosti předpokládejme,
že y(a) = γ1, y(b) = γ2). Soustava (28) se pak nepatrně pozměńı: Prvńı a posledńı rovnice z ńı
„vypadnou” a druhá, resp. předposledńı rovnice bude mı́t podobu(

p1+p2
h2 + q1

)
u1 − p2

h2u2 = f1 + p1
h2 γ1,

resp.
−pm−1

h2 um−2 +
(
pm−1+pm

h2 + qm−1

)
um−1 = fm−1 + pm

h2 γ2.

Zbylé rovnice z̊ustanou nezměněny.
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1.3.2. Konvergence a přesnost.

Definice 1.8. Necht’ (25), resp. (26) je okrajová, resp. diferenčńı (śıt’ová) úloha. Ř́ıkáme, že řešeńı
uh : ωh → R úlohy (26) konverguje k řešeńı y : ⟨a, b⟩ → R úlohy (25), jestliže existuje taková
konzistentńı śıt’ová norma ∥ ∥h, že

lim
h→0+

∥uh − Phy∥h = 0.

Ř́ıkáme, že konvergence je řádu α, jestliže ∥uh − Phy∥h = O(hα).

Poznámka 1.14. Úloha (26) je „parametrizovaná” parametrem h. Tento parametr ovšem nenabývá
libovolných kladných hodnot, ale jen spočetně mnoha hodnot

b− a,
b− a

2 , . . . ,
b− a

m
, . . .

Tuto skutečnost je třeba mı́t na paměti, nebot’ ji v daľśım již nebudeme připomı́nat a budeme pro
jednoduchost psát pouze h > 0 apod.

Definice 1.9. Systém úloh
{(26) : h > 0} (29)

se nazývá diferenčńı schéma.

Definice 1.10. Diferenčńı schéma (29) se nazývá korektńı, jestliže existuj́ı taková kladná č́ısla h0
a M , že pro každé h ∈ (0, h0⟩ plat́ı následuj́ıćı dvě podmı́nky:

(1) (∃Φh ⊂ Rm+1)(∀φ⃗h ∈ Φh)((28) má právě jedno řešeńı u⃗ ∈ ωh),
(2) (∀φ⃗h ∈ Φh)(∀ ⃗̃φh ∈ Φh)(∥⃗̃uh − u⃗h∥1h ≤ M∥ ⃗̃φh − φ⃗h∥2h),

kde ∥ ∥1h a ∥ ∥2h jsou konzistentńı normy. Druhá podmı́nka se nazývá stabilita.

Věta 1.5 (Laxova). Diferenčńı schéma (29), které je korektńı a aproximuje diferenciálńı operátor,
je konvergentńı.

D̊ukaz. Zúžeńım (25) na śıt’ a následným odečteńım od (26) dostaneme
Lhu− Ph(Ly) = 0 na ωh, (30a)
lhu− Ph(ly) = 0 na γh. (30b)

Chyba aproximace diferenciálńıho operátoru L byla definována jako śıt’ová funkce
Ψh = Ph(Ly) − Lh(Phy).

Výraz Lh(Phy) má ovšem smysl jen na ωh. Śıt’ovou funkci Ψh proto můžeme v hraničńıch uzlech
śıtě dodefinovat vztahem

Ψh = Ph(ly) − lh(Phy).
Nyńı můžeme (30) přepsat jako

Lhu− Lh(Phy) = Ψh na ωh,
lhu− lh(Phy) = Ψh na γh

neboli
Lh(u− Phy) = Ψh na ωh,
lh(u− Phy) = Ψh na γh.

Za předpokladu, že Ψh ∈ Φh, existuje podle definice korektnosti M > 0 tak, že pro každé h > 0
plat́ı

∥u− Phy∥1h ≤ M∥Ψh∥2h. (31)
Výrok „diferenčńı schéma aproximuje diferenciálńı operátor” znamená existenci takové konzistentńı
śıt’ové normy ∥ ∥h, že

∥Ψh∥h
h→0+−→ 0,

takže stač́ı ve vztahu (31) provést limitu h → 0+ a využ́ıt ekvivalence norem na śıti. □



ZÁPISKY Z NUMERICKÉ MATEMATIKY 2 17

1.3.3. Technika apriorńıch odhad̊u.

Definice 1.11. Bud’te u, v : ωh → R, u = (u0, . . . , um), v = (v0, . . . , vm). Potom klademe

(u, v)h :=
m−1∑
j=1

hujvj , [u, v] :=
m∑
j=0

hujvj ,

[u, v) :=
m−1∑
j=0

hujvj , (u, v] :=
m∑
j=1

hujvj .

Dále definujeme
∥u∥h :=

√
(u, u)h, |[u]| :=

√
[u, u],

|[u∥ :=
√

[u, u), ∥u]| :=
√

(u, u].

Věta 1.6. Tři užitečné formule pro śıt’ové funkce:
(1) Śıt’ová formule per partes:

(u, vx)h = umvm − u0v1 − (ux̄, v], (32)
(u, vx̄)h = umvm−1 − u0v0 − [ux, v). (33)

(2) Prvńı Greenova formule: Necht’ p(x) ≥ p0 > 0 pro x ∈ ωh. Potom

(v, (pux̄)x)h = −(pux̄, vx̄] + (pvux̄)m − p1(vux)0. (34)

(3) Druhá Greenova formule:

(v, (pux̄)x)h − (u, (pvx̄)x)h = pm(vux̄ − vx̄u)m − p1(uxv − vxu)0.

D̊ukaz. (1)

(u, vx)h =
m−1∑
j=1

huj(vx)j =
m−1∑
j=1

huj
vj+1 − vj

h
=
m−1∑
j=1

ujvj+1 −
m−1∑
j=1

ujvj =

=
m∑
j=2

uj−1vj −
m−1∑
j=1

ujvj =
m∑
j=1

(uj−1 − uj)vj − u0v1 + umvm =

= −
m∑
j=1

h
uj − uj−1

h
vj − u0v1 + umvm = −(ux̄, v] − u0v1 + umvm.

(u, vx̄)h =
m−1∑
j=1

huj(vx̄)j =
m−1∑
j=1

uj(vj − vj−1) =
m−1∑
j=1

ujvj −
m−2∑
j=0

uj+1vj =

=
m−1∑
j=0

(uj − uj+1)vj − u0v0 + umvm−1 = −[ux, v) − u0v0 + umvm−1.

(2) Užit́ım formule (32) pro u = v, v = pux̄ dostaneme

(v, (pux̄)x)h = −(vx̄, pux̄] − v0p1(ux̄)1 + vmpm(ux̄)m,

ale

(ux̄)1 = u1 − u0

h
= (ux)0.

(3) Oba členy na levé straně se uprav́ı pomoćı formule (34). □
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1.3.4. Sobolevovy nerovnosti (śıt’ové analogie vět o vnořeńı).

Lemma 1.1. Bud’ u : ωh → R taková śıt’ová funkce, že u0 = um = 0. Pak plat́ı

∥u∥h,0 ≤
√
b− a

2 ∥ux̄]|.

D̊ukaz. Pro libovolné k ∈ m̂− 1 je
k∑
j=1

hux̄,j =
k∑
j=1

h
uj − uj−1

h
=

k∑
j=1

uj −
k∑
j=1

uj−1 = uk − u0 (35)

a podobně
m∑

j=k+1
hux̄,j =

m∑
j=k+1

h
uj − uj−1

h
= um − uk. (36)

Podle předpokladu je u0 = um = 0, a proto se (35), (36) redukuj́ı na

uk =
k∑
j=1

hux̄,j , uk = −
m∑

j=k+1
hux̄,j .

Pro libovolné λ plat́ı u2
k = (1 − λ)u2

k + λu2
k. Speciálně, polož́ıme-li λ = k

m , máme s využit́ım
Schwarzovy nerovnosti v Rk, resp. v Rm−k

u2
k =

(
1 − k

m

) k∑
j=1

hux̄,j

2

+ k

m

 m∑
j=k+1

hux̄,j

2

≤

≤
(

1 − k

m

) k∑
j=1

h


︸ ︷︷ ︸

kh

 k∑
j=1

h |ux̄,j |2
+ k

m

 m∑
j=k+1

h


︸ ︷︷ ︸

(m−k)h

 m∑
j=k+1

h |ux̄,j |2
 =

= kh

(
1 − k

m

) k∑
j=1

h |ux̄,j |2 + kh
m− k

m

m∑
j=k+1

h |ux̄,j |2 =

= kh

(
1 − k

m

) m∑
j=1

h |ux̄,j |2 = (b− a) k
m

(
1 − k

m

) m∑
j=1

h |ux̄,j |2 .

Funkce f(x) = x(1 − x) má na intervalu ⟨0, 1⟩ maximum v bodě x = 1
2 a f( 1

2 ) = 1
4 . Proto

k
m

(
1 − k

m

)
≤ 1

4 a

u2
k ≤ b− a

4

m∑
j=1

h |(ux̄)j |2 = b− a

4 ∥ux̄]|2.

Dokázali jsme, že pro každé k = 1, . . . , m− 1 plat́ı

|uk| ≤
√
b− a

2 ∥ux̄]|.

Protože u0 = um = 0, je

∥u∥h,0 = max
k∈m̂0

|uk| ≤
√
b− a

2 ∥ux̄]|. □

Lemma 1.2. Necht’ u : ωh → R, u0 = um = 0. Pak plat́ı

∥u∥h ≤ b− a

2 ∥ux̄]|.
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D̊ukaz. Je

∥u∥2
h =

m−1∑
j=1

h |uj |2 ≤ ∥u∥2
h,0

m−1∑
j=1

h = ∥u∥2
h,0(m− 1)h ≤

≤ ∥u∥2
h,0mh = ∥u∥2

h,0(b− a).
Odtud a z předchoźıho lemmatu dostaneme

∥u∥h ≤
√
b− a

√
b− a

2 ∥ux̄]| = b− a

2 ∥ux̄]|. □

Poznámka 1.15. Tato poznámka má sloužit jako motivace d̊ukazu následuj́ıćı lemmy. Často je
užitečné naj́ıt bázi daného prostoru funkćı tvořenou vlastńımi vektory nějakého eliptického dife-
renciálńıho operátoru. Jako př́ıklad zkonstruujeme bázi Sobolevova prostoru W 1,2

0 (a, b) tvořenou
vlastńımi funkcemi diferenciálńıho operátoru L : y 7→ −y′′.

Uvažme okrajovou úlohu
−y′′ − λy = 0 na (a, b),
y(a) = 0, y(b) = 0.

Předpokládejme řešeńı ve tvaru
y(x) = sinα(x− β).

Dosazeńım do okrajových podmı́nek dostaneme
sinα(a− β) = 0, sinα(b− β) = 0.

Volbou β = a identicky splńıme prvńı rovnici a z druhé źıskáme podmı́nku
sinα(b− a) = 0,

tj.
α(b− a) = kπ, k ∈ Z,

neboli
α = kπ

b− a
, k ∈ Z.

Źıskali jsme tak systém funkćı

y(x) = sin kπ

b− a
(x− a), k ∈ Z.

Po dosazeńı do diferenciálńı rovnice dostaneme(
kπ

b− a

)2
y(x) − λy(x) = 0, k ∈ Z.

Tato rovnice je evidentně splněna pro

λ =
(

kπ

b− a

)2
, k ∈ N.

Lemma 1.3. Necht’ u : ωh → R, u0 = um = 0. Pak
h2

4 ∥ux̄]|2 ≤ ∥u∥2
h ≤ (b− a)2

8 ∥ux̄]|2.

D̊ukaz. Řešme diskrétńı úlohu na vlastńı č́ısla:
−ux̄x − λu = 0, (37)
u0 = um = 0. (38)

Okrajové podmı́nky (38) definuj́ı (m − 1)-rozměrný podprostor v Hh. Tento podprostor můžeme
ztotožnit s Rm−1. Rovnici (37) můžeme přepsat do podoby

Lhu = λu,
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kde Lh : u 7→ −ux̄x je lineárńı operátor na Rm−1. Rozepsáńım (37) po složkách dostaneme

− 1
h2 (uj+1 − 2uj + uj−1) − λuj = 0, j = 1, . . . , m− 1. (39)

Předpokládejme řešeńı ve tvaru uj = sin(αjh), j = 0, . . . , m. Prvńı okrajová podmı́nka je splněna
automaticky, ze druhé plyne

sin(αmh) = sin(α(b− a)) = 0,
a tedy α(b− a) = kπ, k ∈ Z. Źıskané śıt’ové funkce

u
(k)
j = sin kπ

b− a
jh = sin kπ

m
j, j = 0, . . . , m, k ∈ Z,

dosad́ıme do diferenčńı rovnice (39). Dostaneme

− 1
h2

[
sin kπ

m
(j + 1) − 2 sin kπ

m
j + sin kπ

m
(j − 1)

]
− λ sin kπ

m
j = 0.

Pomoćı vzorc̊u
sin a− sin b = 2 cos a+ b

2 sin a− b

2 ,

cos a− cos b = −2 sin a+ b

2 sin a− b

2
uprav́ıme

sin kπ
m

(j + 1) − 2 sin kπ
m
j + sin kπ

m
(j − 1) =

=
[
sin kπ

m
(j + 1) − sin kπ

m
j

]
−
[
sin kπ

m
j − sin kπ

m
(j − 1)

]
=

= 2 cos kπ
m

(
j + 1

2

)
sin kπ

2m − 2 cos kπ
m

(
j − 1

2

)
sin kπ

2m =

= 2 sin kπ

2m

[
cos kπ

m

(
j + 1

2

)
− cos kπ

m

(
j − 1

2

)]
=

= 2 sin kπ

2m

[
−2 sin kπ

m
j sin kπ

2m

]
= −4

(
sin kπ

2m

)2
sin kπ

m
j.

Můžeme tedy přepsat (39) jako
4
h2 sin2 kπ

2m sin kπ
m
j − λ sin kπ

m
j = 0, j = 1, . . . , m− 1, k ∈ Z.

Z toho plyne, že
λk = 4

h2 sin2 kπ

2m, k ∈ N,

jsou vlastńı č́ısla diferenčńıho operátoru Lh : u 7→ −ux̄x. Pro h → 0 se λ bĺıž́ı vlastńımu č́ıslu z
předchoźı úlohy. Odpov́ıdaj́ıćımi vlastńımi śıt’ovými funkcemi jsou

u
(k)
j = sin kπ

m
j, j = 0, . . . , m, k ∈ Z.

Z (39) je zřejmé, že matice operátoru Lh ve standardńı bázi má tvar

E(Lh)E =



2 −1
−1 2 −1

−1 2 −1
. . . . . . . . .

−1 2 −1
−1 2


∈ Rm−1,m−1.

Operátor Lh je tedy symetrický, a má proto m−1 LN vlastńıch vektor̊u, tvoř́ıćıch bázi Rm−1. Odtud
vyplývá, že namı́sto k ∈ N, nebo dokonce k ∈ Z má smysl zabývat se pouze k = 1, . . . , m − 1.
Ukážeme, že vlastńı śıt’ové funkce u(1), . . . , u(m−1) jsou ortogonálńı.
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Bud’te k, l ∈ m̂− 1. Potom s využit́ım 1. Greenovy formule (34) a okrajových podmı́nek (38)
dostáváme

(u(k)
x̄x , u

(l))h − (u(k), u
(l)
x̄x)h = −(u(k)

x̄ , u
(l)
x̄ ] + (u(k)

x̄ , u
(l)
x̄ ] = 0.

Zároveň ale v́ıme, že plat́ı

−u(k)
x̄x − λku

(k) = 0, −u(l)
x̄x − λlu

(l) = 0,

a tedy

(u(k)
x̄x , u

(l))h − (u(k), u
(l)
x̄x)h = −λk(u(k), u(l)) + λl(u(k), u(l)) = (λl − λk)(u(k), u(l))h.

Celkem jsme dokázali, že plat́ı

(λl − λk)(u(k), u(l))h = 0,

takže vskutku u(k) ⊥ u(l) pro k ̸= l.
Z toho, co bylo dosud řečeno, vyplývá, že pro každou śıt’ovou funkci u : ωh → R splňuj́ıćı okrajové

podmı́nky (38) existuj́ı α1, . . . , αm−1 ∈ R tak, že

uj =
m−1∑
k=1

αku
(k)
j , j = 1, . . . , m− 1.

Odtud

∥u∥2
h = (u, u)h =

m−1∑
k,l=1

αkαl(u(k), u(l))h =
m−1∑
k=1

α2
k∥u(k)∥2

h (40)

a podobně

∥ux̄]|2 = (ux̄, ux̄] =
m−1∑
k,l=1

αkαl(u(k)
x̄ , u

(l)
x̄ ] =

m−1∑
k=1

α2
kλ

(k)∥u(k)∥2
h,

kde jsme ovšem nav́ıc opět využili toho, že

(u(k)
x̄ , u

(l)
x̄ ] = −(u(k)

x̄x , u
(l))h = λ(k)(u(k), u(l))h.

Protože sin x je na (0, π/2) rostoućı, plat́ı 0 < λ1 < · · · < λm−1, a proto s využit́ım (40) můžme
psát

∥ux̄]|2 ≤ λ(m−1)
m−1∑
k=1

α2
k∥u(k)∥2

h = λ(m−1)∥u∥2
h,

∥ux̄]|2 ≥ λ(1)
m−1∑
k=1

α2
k∥u(k)∥2

h = λ(1)∥u∥2
h.

Odhadněme hodnoty λ(1) a λ(m−1). Zřejmě plat́ı

λ(m−1) = 4
h2 sin2 π(m− 1)

2m ≤ 4
h2 .

Pro x ∈ ⟨0, π/4⟩ je sin x ≥
√

2
2

4
πx, a tedy

λ(1) ≥ 4
h2

8
π2

π2

4m2 = 8
m2h2 = 8

(b− a)2 .

Z těchto nerovnost́ı plyne tvrzeńı lemmy. □
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1.3.5. Metoda energetických nerovnost́ı (př́ıpad Dirichletových okrajových podmı́nek). Uvažujme
úlohu

−(py′)′ + qy = f na (a, b),
y(a) = γ1,

y(b) = γ2,

(41)

a odpov́ıdaj́ıćı diferenčńı schéma
−(pux̄)x + qu = f na ωh,

u0 = γ1,

um = γ2.

(42)

Zúžeńım úlohy (41) na śıt’ a následným odečteńım od úlohy (42) dostaneme

−(pux̄)x + qu− Ph(−(py′)′ + qy) = 0, (43a)
(u− Phy)0 = (u− Phy)m = 0. (43b)

Polož́ıme-li L : y 7→ −(py′)′ + qy, Lh : u 7→ −(pux̄)x + qu, potom chyba aproximace bude dána

Ψh = Ph(Ly) − Lh(Phy) = Ph(−(py′)′ + qy) + (p(Phy)x̄)x − qPhy.

Můžeme tedy výraz na levé straně (43a) přepsat jako

−(pux̄)x + qu− Ψh + (p(Phy)x̄)x − qPhy = − (pux̄ − p(Phy)x̄)x + q(u− Phy) − Ψh.

Označ́ıme z = u− Phy, źıská úloha (43) podobu

−(pzx̄)x + qz = Ψh, (44a)
z0 = zm = 0. (44b)

Skalárńım vynásobeńım (44a) řešeńım z v součinu (·, ·)h dostaneme

(Ψh, z)h = (−(pzx̄)x + qz, z)h = −((pzx̄)x, z)h + (qz, z)h = (pzx̄, zx̄] + (qz, z)h,

kde jsme využili 1. Greenovu formuli a (44b). Ze základńıch předpoklad̊u v́ıme, že pro i ∈ m̂0 plat́ı
qi ≥ 0 a pi ≥ c0 > 0; odtud plyne, že

(qz, z)h =
m−1∑
i=1

hqiz
2
i ≥ 0,

(pzx̄, zx̄] =
m∑
i=1

hpi |zx̄,i|2 ≥ c0

m∑
i=1

h |zx̄,i|2 = c0∥zx̄]|2,

a tud́ıž
(Ψh, z)h ≥ c0∥zx̄]|2. (45)

Poznámka 1.16 (Youngova nerovnost). Bud’te a, b ∈ R, ε > 0. Pak

ab ≤ ε

2 a
2 + 1

2ε b
2.

D̊ukaz. Za daných předpoklad̊u je

0 ≤
(√

εa− 1√
ε
b

)2
= εa2 + 1

ε
b2 − 2ab. □

Podle Schwarzovy a Youngovy nerovnosti je pro každé ε > 0

(Ψh, z)h ≤ ∥Ψh∥h∥z∥h ≤ ε

2 ∥Ψh∥2
h + 1

2ε ∥z∥2
h.

Dosad́ıme-li do (45), máme s využit́ım lemmatu 1.2

c0∥zx̄]|2 ≤ ε

2 ∥Ψh∥2
h + 1

2ε ∥z∥2
h ≤ ε

2 ∥Ψh∥2
h + (b− a)2

8ε ∥zx̄]|2.
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Chceme, aby platilo (b−a)2

8ε = c0
2 , a proto voĺıme

ε = (b− a)2

4c0
.

Pak dostaneme
c0

2 ∥zx̄]|2 ≤ (b− a)2

8c0
∥Ψh∥2

h.

Po úpravě obdrž́ıme tzv. energetickou nerovnost

∥zx̄]|2 ≤
(
b− a

2c0

)2
∥Ψh∥2

h.

Poznámka 1.17. S využ́ıt́ım lemmy 1.1 plyne z předchoźıho vztahu odhad

4
b− a

∥z∥2
h,0 ≤

(
b− a

2c0

)2
∥Ψh∥2

h.

Odtud

∥z∥h,0 ≤ (b− a) 3
2

4c0
∥Ψh∥h.

Z této nerovnosti vyplývá, že diferenčńı schéma (42) je korektńı (a stabilńı).

Poznámka 1.18. Posledńı nerovnost v předchoźı poznámce jsme ovšem mohli źıskat též takto: Podle
(45) je

c0∥zx̄]|2 ≤ ∥Ψh∥h∥z∥h.

Nyńı využijeme lemmat 1.1 a 1.2. Dostaneme

c0
2√
b− a

2
b− a

∥z∥h,0∥z∥h ≤ ∥Ψh∥h∥z∥h,

odkud již plyne dotyčný odhad.

Poznámka 1.19. Ze vztahu (45) lze odvodit ještě jiný odhad. Podle Schwarzovy nerovnosti je
(Ψh, z)h ≤ ∥Ψh∥h∥z∥h a podle lemmatu 1.2 zase ∥zx̄]|2 ≥ 4

(b−a)2 ∥z∥2
h. Odtud

4c0

(b− a)2 ∥z∥2
h ≤ ∥Ψh∥h∥z∥h.

Po vykráceńı ∥z∥h dostáváme základńı energetickou nerovnost

∥z∥h ≤ (b− a)2

4c0
∥Ψh∥h.

Z této nerovnosti plyne stabilita diferenčńıho schématu (42): Uvažujme diferenčńı úlohy

−(pux̄)x + qu = f, −(pvx̄)x + qv = g,

u0 = γ1, v0 = γ1,

um = γ2, vm = γ2.

Polož́ıme-li z = u− v, Ψh = f − g, dostaneme odečteńım těchto dvou úloh úlohu (44), a proto plat́ı

∥u− v∥h ≤ M∥f − g∥h,

kde

M = (b− a)2

4c0

je konstanta stability, jež nezáviśı na h.
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Poznámka 1.20. Z věty 1.4 v́ıme, že lim
h→0+

∥Ψh∥h = 0. Odtud a z energetických nerovnost́ı plyne

lim
h→0+

∥u− Phy∥h = 0,

tj. konvergence, nebot’

∥u− Phy∥h ≤ (b− a)2

4c0
∥Ψh∥h.

Nav́ıc v́ıme, že řád konvergence je stejný jako řád aproximace (tj. O(h)), nebot’ konstanta v
předchoźım vztahu nezáviśı na h.

1.3.6. Metoda energetických nerovnost́ı (obecný př́ıpad). Budeme se zabývat okrajovou úlohou
−y′′ = f na (a, b),

−y′(a) = β1y(a) + γ1,

y′(b) = β2y(b) + γ2,

(46)

kde β1, β2 < 0. Tuto úlohu nahrad́ıme diferenčńım schématem
−ux̄x = f na ωh,

−ux,0 = β1u0 + γ1,

ux̄,m = β2um + γ2,

(47)

jež můžeme přepsat jako
Ahu⃗ = φ⃗h,

kde

Ahu⃗ =



2
h (−ux,0 − β1u0)

−(ux̄x)1
−(ux̄x)2

...
−(ux̄x)m−1

2
h (ux̄,m − β2um)


, φ⃗h =



2
hγ1
f1
f2
...

fm−1
2
hγ2


.

Definice 1.12. Na prostoru Hh zavád́ıme skalárńı součin [ · , · ] předpisem

[u, v] :=
m−1∑
i=1

huivi + h

2 (u0v0 + umvm).

Dále zavád́ıme normu |[ · ]| vztahem |[u]| :=
√

[u, u].

Poznámka 1.21. Lze se přesvědčit, že norma |[ · ]| je konzistentńı s L2-normou.

Lemma 1.4. Operátor A je v [ · , · ] samosdružený.

D̊ukaz. Bud’te u, v : ωh → R. Potom

[u,Av] = (u,Av)h + h

2

(
u0

2
h

(−vx,0 − β1v0) + um
2
h

(vx̄,m − β2vm)
)

=

= (u, −vx̄x)h − u0vx,0 − β1u0v0 + umvx̄,m − β2umvm =
= (ux̄, vx̄] − umvx̄,m + u0vx,0 − u0vx,0 − β1u0v0 + umvx̄,m − β2umvm =
= (vx̄, ux̄] − β1u0v0 − β2umvm =
= vmux̄,m − v0ux̄,1 − (v, ux̄x)h − β1u0v0 − β2umvm =

= (v, −ux̄x)h + h

2

(
v0

2
h

(−ux̄,1 − β1u0) + vm
2
h

(ux̄,m − β2um)
)

=

= (Au, v)h + h

2

(
v0

2
h

(−ux,0 − β1u0) + vm
2
h

(ux̄,m − β2um)
)

= [Au, v]. □

Lemma 1.5. Necht’ −β1 ≥ c1 > 0 a −β2 ≥ c1 > 0. Pak A je pozitivně definitńı a pro každou
u ∈ Hh plat́ı [Au, u] ≥ c(a, b)|[u]|2.
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D̊ukaz. Budeme postupovat jako v lemmatu 1.1. Vı́me, že

uk = u0 +
k∑
i=1

hux̄,i, uk = um −
m∑

i=k+1
hux̄,i.

Odtud s využit́ım Youngovy a Schwarzovy nerovnosti dostáváme pro každé ε > 0

u2
k = u2

0 + 2u0

k∑
i=1

hux̄,i +
(

k∑
i=1

hux̄,i

)2

≤ (1 + ε)u2
0 +

(
1 + 1

ε

)( k∑
i=1

hux̄,i

)2

≤

≤ (1 + ε)u2
0 +

(
1 + 1

ε

) k∑
i=1

h

k∑
i=1

h |ux̄,i|2 = (1 + ε)u2
0 +

(
1 + 1

ε

)
kh

k∑
i=1

h |ux̄,i|2 .

Obdobně

u2
k = u2

m − 2um
m∑

i=k+1
hux̄,i +

(
m∑

i=k+1
hux̄,i

)2

≤

≤ (1 + ε)u2
m +

(
1 + 1

ε

)( m∑
i=k+1

hux̄,i

)2

≤

≤ (1 + ε)u2
m +

(
1 + 1

ε

) m∑
i=k+1

h

m∑
i=k+1

h |ux̄,i|2 =

= (1 + ε)u2
m +

(
1 + 1

ε

)
(m− k)h

m∑
i=k+1

h |ux̄,i|2 .

Celkem

u2
k ≤ 1 + ε

2 (u2
0 + u2

m) +
1 + 1

ε

2

(
kh

k∑
i=1

h |ux̄,i|2 + (m− k)h
m∑

i=k+1
h |ux̄,i|2

)
≤

≤ 1 + ε

2 (u2
0 + u2

m) +
1 + 1

ε

2 (b− a)
m∑
i=1

h |ux̄,i|2 ,

nebot’ kh ≤ mh = b− a, (m− k)h ≤ mh = b− a. Dále plat́ı

|[u]|2 = ∥u∥2
h + h

2 (u2
0 + u2

m) =
m−1∑
i=1

hu2
i + h

2 (u2
0 + u2

m) ≤

≤
m−1∑
i=1

h

(
1 + ε

2 (u2
0 + u2

m) +
1 + 1

ε

2 (b− a)∥ux̄]|2
)

+ h

2 (u2
0 + u2

m) =

= (m− 1)h1 + ε

2 (u2
0 + u2

m) + (m− 1)h
2

(
1 + 1

ε

)
(b− a)∥ux̄]|2 + h

2 (u2
0 + u2

m) ≤

≤ mh
1 + ε

2 (u2
0 + u2

m) + (m− 1)h
2

ε+ 1
ε

(b− a)∥ux̄]|2 ≤

≤ (b− a)1 + ε

2 (u2
0 + u2

m) + ε+ 1
ε

(b− a)2

2 ∥ux̄]|2

neboli
∥ux̄]|2 + ε

b− a
(u2

0 + u2
m) ≥ ε

ε+ 1
2

(b− a)2 |[u]|2. (48)

Nyńı již bude d̊ukaz hračkou. Je

[Au, u] = (−ux̄x, u)h + h

2 (−ux,0 − β1u0) 2
h
u0 + h

2 (ux̄,m − β2um) 2
h
um =

= ∥ux̄]|2 + u0ux,0 − umux̄,m − u0ux,0 − β1u
2
0 + umux̄,m − β2u

2
m =

= ∥ux̄]|2 − β1u
2
0 − β2u

2
m ≥ ∥ux̄]|2 + c1(u2

0 + u2
m).

(49)
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Zvoĺıme-li ε = c1(b− a) v (48), dostaneme

[Au, u] ≥ c1

c1(b− a) + 1
2

b− a
|[u]|2. □

Tvrzeńı 1.1. Diferenčńı schéma (47) je stabilńı a jeho řešeńı konverguje k řešeńı úlohy (46) s řádem√
h v normě |[ · ]| a s řádem h v normě ∥ · ∥h,0.

D̊ukaz. Budeme postupovat podobně jako v úvodu odstavce 1.3.5. Úlohu (46) zúž́ıme na śıt’ a
odečteme ji od úlohy (47). Tak źıskáme soustavu rovnic

−ux̄x − Ph(−y′′) = 0, (50a)
−ux,0 − (Ph(−y′))0 = β1(u− Phy)0, (50b)
ux̄,m − (Ph(y′))m = β2(u− Phy)m. (50c)

Položme L : y 7→ −y′′, Lh : u 7→ −ux̄x. Chyba aproximace je dána

Ψh = Ph(Ly) − Lh(Phy) = Ph(−y′′) + (Phy)x̄x
a je řádu O(h2). Rovnici (50a) tud́ıž můžeme přepsat jako

−ux̄x + (Phy)x̄x = Ψh

neboli
−(u− Phy)x̄x = Ψh.

Dále položme l : y 7→ (−y′, y′), lh : u 7→ (−ux,0, ux̄,m). Chyby aproximace jsou dány

Ψh,0 = (Ph(ly) − lh(Phy))0 = (Ph(−y′))0 + (Phy)x,0,
Ψh,m = (Ph(ly) − lh(Phy))m = (Ph(y′))m − (Phy)x̄,m,

a jsou řádu O(h). Nyńı můžeme (50b), (50c) přepsat jako

−ux,0 + (Phy)x,0 = β1(u− Phy)0 + Ψh,0,

ux̄,m − (Phy)x̄,m = β2(u− Phy)m + Ψh,m.

Polož́ıme-li z = u− Phy, źıskáme soustavu rovnic
−zx̄x = Ψh,

−zx,0 = β1z0 + Ψh,0,

zx̄,m = β2zm + Ψh,m.

To je ovšem diferenčńı schéma (47), jež můžeme maticově zapsat ve tvaru

Az =

 2
hΨh,0

(Ψh,i)m−1
i=1

2
hΨh,m

 ,

Podle předchoźıho lemmatu existuje c > 0 tak, že

|[z]|2 ≤ 1
c

[Az, z] ≤ 1
c

|[Az]||[z]|, ∀z ∈ Hh.

Odtud

|[u− Phy]| = |[z]| ≤ 1
c

|[Az]| =

= 1
c

(
m−1∑
i=1

h(Ψh,i)2 + h

2

(
4
h2 Ψ2

h,0 + 4
h2 Ψ2

h,m

)) 1
2

= O(h1/2).

Podle definice je ∥u∥h,0 = max
i∈m̂0

|ui|. Podle d̊ukazu lemmatu 1.5 je

u2
k ≤ 1 + ε

2 (u2
0 + u2

m) +
1 + 1

ε

2 (b− a)∥ux̄]|2,



ZÁPISKY Z NUMERICKÉ MATEMATIKY 2 27

a proto

∥z∥2
h,0 ≤ 1 + ε

2 (z2
0 + z2

m) + 1 + ε

2ε (b− a)∥zx̄]|2 =

= 1 + ε

2ε (b− a)
[

ε

b− a
(z2

0 + z2
m) + ∥zx̄]|2

]
.

Zvoĺıme-li ε = c1(b− a), dostaneme s využit́ım (49)

∥z∥2
h,0 ≤ 1 + c1(b− a)

2c1

[
c1(z2

0 + z2
m) + ∥zx̄]|2

]
≤ 1 + c1(b− a)

2c1
[Az, z] =

= 1 + c1(b− a)
2c1

[
m−1∑
i=1

hΨh,izi + h

2

(
2
h

Ψh,0z0 + 2
h

Ψh,mzm

)]
≤

≤ 1 + c1(b− a)
2c1

[
m−1∑
i=1

h |Ψh,i| + |Ψh,0| + |Ψh,m|

]
∥z∥h,0.

Odtud

∥u− Py∥h,0 = ∥z∥h,0 ≤ 1 + c1(b− a)
2c1

[
m−1∑
i=1

h |Ψh,i| + |Ψh,0| + |Ψh,m|

]
= O(h). □

Poznámka 1.22. Výsledkem realizace metody śıt́ı pro jednorozměrné okrajové úlohy je soustava
Au⃗ = φ⃗ s 3-diagonálńı matićı. K řešeńı takových soustav použ́ıváme např. metodu faktorizace:
Uvažme soustavu rovnic

u0 = κ1u1 + µ1,

Aiui−1 − Ciui +Biui+1 = −Fi, i ∈ m̂− 1,
um = κ2um−1 + µ2.

Řešeńı hledejme rekurentně jako lineárńı kombinace
ui = αi+1ui+1 + βi+1, i = m− 1, . . . , 0. (51)

Po dosazeńı do soustavy dostaneme
α1 = κ1, β1 = µ1,

αi+1 = Bi
Ci − αiAi

, βi+1 = βiAi + Fi
Ci − αiAi

, i ∈ m̂− 1.

Po vyč́ısleńı těchto koeficient̊u můžeme vypoč́ıtat

um = µ2 + κ2βm
1 − αmκ2

a daľśı složky řešeńı poč́ıtáme podle (51).
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2. Numerické řešeńı okrajových úloh pro PDE eliptického typu

Bud’ Ω ⊂ Rn omezená oblast, jej́ıž hranićı je nadplocha Γ po částech tř́ıdy C1. Zabývejme se
lineárńı parciálńı diferenciálńı rovnićı 2. řádu

− div(A(x)∇y) + q(x)y = f(x) v Ω (52)
společně s okrajovou podmı́nkou

α(x)∂y
∂n⃗

+ β(x)y = γ(x) na Γ. (53)

Symbol ∂y
∂n⃗ znač́ı derivaci ve směru tzv. konormály n⃗ = ATν⃗, kde AT znač́ı transponovanou matici

A a ν⃗ je směrový vektor vněǰśı normály k nadploše Γ.
Předpokládáme, že plat́ı q ≥ 0 a že existuje p0 > 0 tak, že(

Aξ⃗, ξ⃗
)

≥ p0∥ξ⃗∥2 naΩ, ∀ξ⃗ ∈ Rn.

Poznámka 2.1. Jsou-li α, β ≥ 0 a nav́ıc α + β > 0 a jsou-li funkce A, q, f, α, β, γ dost hladké, je
úloha jednoznačně řešitelná.

2.1. Metoda śıt́ı. Omeźıme se na obdélńıkovou oblast v R2, tj. bez újmy na obecnosti oblast tvaru
Ω = (0, L1) × (0, L2). Bud’te m1, m2 ∈ N a položme

h1 = L1

m1
, h2 = L2

m2
.

Na Ω polož́ıme śıt’
ωh = {[ihj , jh2] | i = 0, . . . , m1; j = 0, . . . , m2} .

Množina vnitřńıch bod̊u śıtě je
ωh = {[ihj , jh2] | i = 1, . . . , m1 − 1; j = 1, . . . , m2 − 1}

a množina hraničńıch uzl̊u
γh = ωh − ωh.

Zabývejme se nyńı úlohou

− ∂

∂x1

(
p(x) ∂y

∂x1

)
− ∂

∂x2

(
p(x) ∂y

∂x2

)
+ q(x)y = f(x) na Ω, (54a)

y = γ0 na Γ, (54b)
kde γ0 ∈ R.

Poznámka 2.2. Hodnoty funkćı v śıt’ových uzlech znač́ıme yij = y(ih1, jh2), i ∈ m̂10, j ∈ m̂20.
Parciálńı derivace funkćı aproximujeme pomoćı diferenćı(

∂y

∂x1

)
ij

≈ yx̄1 = yij − yi−1j

h1
,

(
∂y

∂x2

)
ij

≈ yx̄2 = yij − yij−1

h2
.

Přesnost je v obou př́ıpadech řádu O(h1 + h2).

Úlohu (54) nahrad́ıme diferenčńım schématem
−(pux̄1)x1 − (pux̄2)x2 + qu = f na ωh, (55a)

u = γ0 na γh. (55b)

Poznámka 2.3 (5bodové schéma). V celé této poznámce bude index i, resp. j prob́ıhat množinu
m̂1 − 1, resp. m̂2 − 1. Podle předchoźı poznámky můžeme rozepsat rovnici (55a) jako

− 1
h1

(
pi+1j

ui+1j − uij
h1

− pij
uij − ui−1j

h1

)
−

− 1
h2

(
pij+1

uij+1 − uij
h2

− pij
uij − uij−1

h2

)
+ qijuij = fij
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neboli
Aijui−1j +Bijuij−1 + Cijui+1j +Dijuij+1 + Eijuij = Fij ,

kde
Aij = −pij

h2
1
, Bij = −pij

h2
2
, Cij = −pi+1j

h2
1
, Dij = −pij+1

h2
2
,

Eij = pi+1j

h2
1

+ pij
h2

1
+ pij
h2

2
+ pij+1

h2
2

+ qij , Fij = fij .

Tuto soustavu lze řešit např. zobecněnou faktorizaćı.

2.2. Konvergence, odhad chyby. Restrikci funkce y : Ω → R na śıt’ ωh budeme opět značit
Phy. Dále zavád́ıme chybu aproximace diferenciálńıho operátoru L diferenčńım operátorem Lh jako
śıt’ovou funkci Ψh : ωh → R, Ψh = Ph(Ly) − Lh(Phy).

Definice 2.1. Bud’te u, v : ωh → R. Potom definujeme skalárńı součiny

(u, v)h =
m1−1∑
i=1

m2−1∑
j=1

h1h2uijvij ,

(u, v⌋ =
m1∑
i=1

m2−1∑
j=1

h1h2uijvij ,

(u, v⌉ =
m1−1∑
i=1

m2∑
j=1

h1h2uijvij .

Definice 2.2. Bud’ u : ωh → R. Potom definujeme normu

∥u∥h =
√

(u, u)h.

Definice 2.3. Bud’te U, V : ωh → R2, U = [U1, U2], V = [V 1, V 2]. Potom klademe
(U, V ] = (U1, V 1⌋ + (U2, V 2⌉.

Definice 2.4. Bud’ U : ωh → R2, U = [U1, U2]. Potom definujeme normu

∥U ]| =
√

(U, U ].

Definice 2.5. Bud’ u : ωh → R. Potom definujeme śıt’ový a zpětný gradient
∇hu = [ux1 , ux2 ], ∇hu = [ux̄1 , ux̄2 ],

a śıt’ový laplacián
∆hu = ux̄1x1 + ux̄2x2 .

Definice 2.6. Bud’ U : ωh → R2, U = [U1, U2]. Potom definujeme śıt’ovou divergenci
divh U = (U1)x1 + (U2)x2 .

Tvrzeńı 2.1 (Greenova formule). Bud’te u, v : ωh → R a necht’ u = v = 0 na γh. Pak plat́ı(
divh(p∇hu), v

)
h

= −
(
p∇hu, ∇hv

]
.

D̊ukaz. K dispozici máme jednorozměrnou Greenovu formuli: Jsou-li u, v funkce definované na jed-
norozměrné śıti a splňuj́ıćı u0 = um = v0 = vm = 0, pak

(v, (pux̄)x)h = −(pux̄, vx̄].
Tento vztah můžeme použ́ıt pro jednorozměrná zúžeńı śıt’ových funkćı u, v ve směru x1. Dostaneme(

v·j , (pux̄1)x1 ·j

)
h

= −((pux̄1)·j , vx̄1 ·j ], j ∈ m̂2 − 1,

neboli
m1−1∑
i=1

h1vij(pux̄1)x1 ij = −
m1∑
i=1

h1pijux̄1 ijvx̄1 ij , j ∈ m̂2 − 1.
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Vynásobeńım h2 a vysč́ıtáńım přes j dostáváme

(v, (pux̄1)x1)h = −(vx̄1 , pux̄1⌋.

Obdobně bychom odvodili vztah

(v, (pux̄2)x2)h = −(vx̄2 , pux̄2⌉.

Sečteńım posledńıch dvou rovnost́ı pak dostaneme(
divh(p∇hu), v

)
h

= ((pux̄1)x1 + (pux̄2)x2 , v)h =
= −(vx̄1 , pux̄1⌋ − (vx̄2 , pux̄2⌉ = −

(
∇hv, p∇hu

]
. □

Lemma 2.1 (Sobolev). Necht’ u : ωh → R, u = 0 na γh. Pak

∥u∥2
h ≤ 1

8 max{L2
1, L

2
2}∥∇hu]|2.

D̊ukaz. Podle lemmatu 1.2, aplikovaného na jednorozměrná zúžeńı funkce u ve směru osy x1, resp.
x2 plat́ı

∥u·j∥h ≤ L1

2 ∥(u·j)x̄1 ]|, ∀j ∈ m̂2 − 1,
resp.

∥ui·∥h ≤ L2

2 ∥(vi·)x̄2 ]|, ∀i ∈ m̂1 − 1.

Po umocněńı na druhou můžeme tyto odhady přepsat jako
m1−1∑
i=1

h1 |uij |2 ≤ L2
1

4

m1∑
i=1

h1

∣∣∣ux̄1 ij

∣∣∣2 ,
∣∣∣∣∣∣·h2,

m2−1∑
j=1

(56)

m2−1∑
j=1

h1 |uij |2 ≤ L2
2

4

m2∑
i=1

h2

∣∣∣ux̄2 ij

∣∣∣2 . ∣∣∣∣∣·h1,

m1−1∑
i=1

(57)

Sečteńım (56) a (57) dostaneme

∥u∥2
h =

m1−1∑
i=1

m2−1∑
j=1

h1h2 |uij |2 ≤

≤ L2
1

8

m1∑
i=1

m2−1∑
j=1

h1h2

∣∣∣ux̄1 ij

∣∣∣2 + L2
2

8

m1−1∑
i=1

m2∑
j=1

h1h2

∣∣∣ux̄2 ij

∣∣∣2 ≤

≤ 1
8 max

{
L2

1, L
2
2
}m1∑

i=1

m2−1∑
j=1

h1h2

∣∣∣ux̄1 ij

∣∣∣2 +
m1−1∑
i=1

m2∑
j=1

h1h2

∣∣∣ux̄2 ij

∣∣∣2
 =

= 1
8 max

{
L2

1, L
2
2
}

∥∇hu]|2. □

2.2.1. Metoda energetických nerovnost́ı. Úlohu (54) zúž́ıme na śıt’ a odečteme ji od (55). Polož́ıme-li

L : y 7→ − ∂

∂x1

(
p(x) ∂y

∂x1

)
− ∂

∂x2

(
p(x) ∂y

∂x2

)
+ q(x)y,

Lh : u 7→ −(pux̄1)x1 − (pux̄2)x2 + qu, dostaneme

Lhu− Ph(Ly) = 0 na ωh, (58a)
u− Phy = 0 na γh. (58b)

Chyba aproximace Ψh = Ph(Ly)−Lh(Phy) je řádu O(h1 +h2) a s jej́ı pomoćı můžeme (58a) přepsat
jako

Lhu− Lh(Phy) = Ψh.
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Polož́ıme-li z = u− Phy, můžeme tud́ıž (58) psát ve tvaru
Lhz = Ψh na ωh, (59)
z = 0 na γh. (60)

Prvńı z obou vztah̊u skalárně vynásob́ıme z. S využit́ım Greenovy formule pak dostaneme
(Ψh, z)h = (Lhz, z)h = (−(pzx̄1)x1 − (pzx̄2)x2 + (qz, z)h =

= −
(
divh(p∇hz), z

)
h

+ (qz, z)h =
(
p∇hz, ∇hz

]
+ (qz, z)h =

= (pzx̄1 , zx̄1⌋ + (pzx̄2 , zx̄2⌉ + (qz, z)h.
Podle základńıch předpoklad̊u je q ≥ 0, a proto (qz, z)h ≥ 0. Dále je p ≥ p0 > 0, takže(

p∇hz, ∇hz
]

≥ p0∥∇hz]|2.
Celkově jsme dokázali, že

(Ψh, z)h ≥ p0∥∇hz]|2.
Podle lemmatu 2.1 a Schwarzovy nerovnosti je

∥z∥2
h ≤ c∥∇z]|2 ≤ c

p0
(Ψh, z)h ≤ c

p0
∥Ψh∥h∥z∥h

a odtud
∥z∥h ≤ c

p0
∥Ψh∥h.

Diferenčńı schéma (55) je tedy korektńı (mj. také stabilńı) a ∥z∥h se chová stejně jako ∥Ψh∥h, tj.
jako O(h1 + h2).

Poznámka 2.4. V př́ıpadě, že p ≡ konst., je dokonce Ψh = O(h2
1 + h2

2).
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3. Numerické řešeńı okrajových úloh pro PDE parabolického typu

Bud’te Ω ⊂ Rn omezená oblast, jej́ıž hranićı je nadplocha Γ po částech tř́ıdy C1, L je eliptický
parciálńı diferenciálńı operátor na Ω, T > 0. Zabývejme se smı́̌senou úlohou pro lineárńı parabolickou
parciálńı diferenciálńı rovnici

∂y

∂t
− Ly = f na (0, T ) × Ω

společně s okrajovou podmı́nkou

α(x)∂y
∂n⃗

+ β(x)y = γ(x) na (0, T ) × Γ

a počátečńı podmı́nkou
y(0, x) = y0(x) na Ω.

3.1. Metoda śıt́ı. Omeźıme se na následuj́ıćı jednorozměrný př́ıpad:
∂y

∂t
−D

∂2y

∂x2 = f(t, x) na (0, T ) × (a, b), D > 0 (61a)

y(t, a) = γ1, y(t, b) = γ2 na (0, T ), (61b)
y(0, x) = y0(x) na (a, b). (61c)

Bud’ NT ∈ N a označme τ = T
NT

časový krok. Na interval (a, b) polož́ıme prostorovou śıt’ ωh.
Pro k ∈ {0, . . . , NT }, j ∈ {0, . . . , m} klademe

ykj := y(kτ, jh).
Při řešeńı rovnic uvedeného typu vycháźıme z formálńı analogie s obyčejnou diferenciálńı rovnićı:

Mı́sto toho, abychom na řešeńı pohĺıželi jako na funkci (t, x) 7→ y(t, x), považujeme je za zobrazeńı
t 7→ y(t, · ), které každému času t ∈ (0, T ) přǐrazuje funkci prostorové proměnné. Śıt’ovou funkci,
která aproximuje řešeńı v čase t = kτ , resp. t = (k + 1)τ , budeme značit u, resp. û.

3.1.1. Explicitńı schéma. Rovnici (61a) nahrad́ıme diferenčńı rovnićı
û− u

τ
−Dux̄x = f na ωh.

Odtud
û = u+ τDux̄x + τf,

resp. po uzlech
uk+1
j = ukj + τ

h2D
(
ukj+1 − 2ukj + ukj−1

)
+ τfkj .

Maticově můžeme źıskanou úlohu zapsat ve tvaru
û = Au+ τf, (62)

kde

A =

1 −D 2τ
h2 D τ

h2 0 0 . . .
D τ
h2 1 −D 2τ

h2 D τ
h2 0 . . .

. . . . . . . . .

 .

Opakovanou aplikaćı (62) dostaneme

uk = Auk−1 + τfk−1 = A2uk−2 + τAfk−2 + τfk−1 = . . . = Aku0 + . . . .

Protože si nepřejeme, aby malá změna u0 mohla zp̊usobit velkou změnu uk, chceme, aby σ(A) ⊂
(−1, 1). Matice A je 3-diagonálńı a má vlastńı č́ısla

λi = 1 − 4 τ
h2D sin2 iπ

2m, i ∈ m̂− 1.

Poznámka 3.1. Odpov́ıdaj́ıćı vlastńı vektory jsou{
sin iπj

m

}m−1

j=1
, i ∈ m̂− 1.
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Požadujeme tedy, aby platilo

−1 < 1 − 4 τ
h2D sin2 iπ

2m < 1, i ∈ m̂− 1,

tj.
τ

h2D sin2 iπ

2m <
1
2 , i ∈ m̂− 1.

Toho dosáhneme volbou
D
τ

h2 <
1
2 .

Explicitńı schéma je proto podmı́něně stabilńı.

3.1.2. Implicitńı schéma. Rovnici (61a) nahrad́ıme diferenčńı rovnićı
û− u

τ
−Dûx̄x = f̂ na ωh.

Odtud
û− τDûx̄x = u+ τ f̂ ,

resp. po uzlech
uk+1
j −D

τ

h2

(
uk+1
j+1 − 2uk+1

j + uk+1
j−1
)

= ukj + τfk+1
j .

Maticově můžeme źıskanou úlohu zapsat ve tvaru

Aû = u+ τ f̂ , (63)
kde

A =

1 +D 2τ
h2 −D τ

h2 0 0 . . .
−D τ

h2 1 +D 2τ
h2 −D τ

h2 0 . . .
. . . . . . . . .

 .

Opakovanou aplikaćı (63) dostaneme

uk = A−1(uk−1 + τfk) = (A−1)2uk−2 + τA−1fk + τ(A−1)2fk−1 = . . . = (A−1)ku0 + . . . .

Tvrzeńı 3.1. Implicitńı schéma je nepodmı́něně stabilńı.

D̊ukaz. Později dokážeme, že σ(A−1) ⊂ (−1, 1). □

3.1.3. Chyba aproximace diferenciálńıho operátoru ∂
∂t − L pro explicitńı a implicitńı schéma. Dife-

renciálńı operátor y 7→ ∂y
∂t aproximujeme dopřednou diferenćı ut v explicitńım schématu a zpětnou

diferenćı ut̄ v implicitńım schématu. Chyba je v obou př́ıpadech řádu O(τ).
Diferenciálńı operátor y 7→ −y′′ aproximujeme v obou schématech diferenćı ux̄x. Chyba je řádu

O(h2).
Celková chyba aproximace diferenciálńıho operátoru ∂

∂t −L je tud́ıž v obou př́ıpadech řádu O(τ+
h2).

3.1.4. Crankovo-Nicolsonovo schéma. Rovnici (61a) nahrad́ıme diferenčńı rovnićı
û− u

τ
− D

2 (ûx̄x + ux̄x) = 1
2

(
f + f̂

)
na ωh. (64)

Odtud
û− τ

D

2 ûx̄x = u+ τD

2 ux̄x + τ

2

(
f̂ + f

)
.

Poznámka 3.2. Schéma nahrazuje rovnici (61a) v čase
(
k + 1

2
)
τ ;

• výraz 1
τ

(
uk+1 − uk

)
nahrazuje ∂y

∂t

(
(k + 1

2 )τ, ·
)

s přesnost́ı řádu O(τ2) (jde o centrálńı di-
ferenci),

• výraz 1
2
(
uk+1
x̄x + ukx̄x

)
nahrazuje ∂2y

∂x2

(
(k + 1

2 )τ, ·
)

s přesnost́ı řádu O(τ2 + h2),
• výraz 1

2
(
fk+1 + fk

)
nahrazuje f

(
(k + 1

2 )τ, ·
)

s přesnost́ı řádu O(τ2).

Tvrzeńı 3.2. Crankovo-Nicolsonovo schéma je nepodmı́něně stabilńı.
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D̊ukaz. Položme
ût = û− u

τ
, φ = 1

2

(
f̂ + f

)
.

Pak můžeme (64) přepsat jako
ût − φ = D

2 (ûx̄x + ux̄x) .
Tuto rovnici skalárně vynásobme výrazem 2τ ût. Využijeme-li Greenovu formuli, dostaneme d́ıky
okrajovým podmı́nkám (61b)

2τ∥ût∥
2
h − 2τ (ût, φ)h = τD (ût, ûx̄x + ux̄x)h = D (û− u, (û+ u)x̄x)h =

= −D ((û− u)x̄, (û+ u)x̄] = −D∥ûx̄]|2 +D∥ux̄]|2.
Pomoćı Schwarzovy a Youngovy nerovnosti dostaneme

2τ∥ût∥
2
h +D∥ûx̄]|2 −D∥ux̄]|2 = 2τ (ût, φ)h ≤ 2τ∥ût∥h∥φ∥h ≤ τ∥ût∥

2
h + τ∥φ∥2

h

neboli
τ∥ût∥

2
h +D∥ûx̄]|2 −D∥ux̄]|2 ≤ τ∥φ∥2

h.

T́ım sṕı̌s ovšem plat́ı
D∥ûx̄]|2 −D∥ux̄]|2 ≤ τ∥φ∥2

h.

Odtud
D∥uk+1

x̄ ]|2 ≤ D∥ukx̄]|2 + τ∥φk∥2
h ≤ D∥uk−1

x̄ ]|2 + τ∥φk−1]|2h + τ∥φk∥2
h ≤ . . . ≤

≤ D∥u0
x̄]|2 +

k∑
j=0

τ∥φj∥2
h.

Původńı úlohu (61) nahrazujeme diferenčńı úlohou
uk+1 − uk

τ
= 1

2D
(
uk+1
x̄x + ukx̄x

)
+ 1

2
(
fk+1 − fk

)
, k = 1, . . . , NT − 1, (65a)

uk0 = γ1, ukm = γ2, k = 1, . . . , NT , (65b)
u0
j = y0j , j = 0, . . . , m. (65c)

Odečtěme spojitou úlohu pro hladinu k+ 1
2 a tuto diskrétńı úlohu. Chyba aproximace diferenciálńıho

operátoru ∂
∂t −D ∂2

∂x2 je

Ψh,τ = Ph,τ
(
∂y

∂t
−D

∂2y

∂x2

)
− (Ph,τy)k+1 − (Ph,τy)k

τ
+

+ 1
2D

(
(Ph,τy)k+1

x̄x + (Ph,τy)kx̄x
)

= O(h2 + τ2),

kde (Ph,τy)kj = y(kτ, a+ jh), j = 0, . . . ,m, k = 0, . . . , NT . Položme z = u− Ph,τy. Potom z splňuje
soustavu rovnic

ẑ − z

τ
= 1

2D(ẑx̄x + zx̄x) + Ψh,τ ,

zk0 = zkm = 0, k = 1, . . . , NT ,
z0
j = 0, j = 0, . . . , m.

Odtud a z předchoźıho vyplývá, že plat́ı

D∥zk+1
x̄ ]|2 ≤ D∥z0

x̄]|2 +
k∑
j=0

τ∥Ψj∥2
h =

k∑
j=0

τ∥Ψj∥2
h.

Ze Sobolevových nerovnost́ı pak plyne

∥zk+1∥h,0 ≤
√
b− a

2 ∥zk+1
x̄ ]| ≤

√
b− a

2D

√√√√ k∑
j=0

τ∥Ψj∥2
h = O(τ2 + h2),

tj. stabilita a konvergence. □
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3.2. Metoda př́ımek. V metodě śıt́ı jsme vycházeli z toho, že řešeńı úlohy (61) je zobrazeńı, které
každému časovému okamžiku přǐrad́ı funkci prostorové proměnné. Nab́ıźı se též opačný pohled na
věc, tj. sledovat časový vývoj ve zvoleném bodě x ∈ ⟨a, b⟩ jako funkci času. Postupujeme tak, že
na interval ⟨a, b⟩ polož́ıme śıt’ a úlohu (61) převedeme na počátečńı úlohu pro soustavu obyčejných
diferenciálńıch rovnic

duj
dt = D

uj+1 − 2uj + uj−1

h2 + fj , j ∈ m̂− 1,

u0(t) = γ1, um(t) = γ2, t ∈ (0, T ),

uj(0) = y0j , j ∈ m̂− 1,
stručně zapsáno

du

dt = Dux̄x + f ,

u(0) = y0.

Tuto soustavu řeš́ıme např. Rungovou-Kuttovou metodou.
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4. Numerické řešeńı okrajových úloh pro PDE 1. řádu

4.1. Zákony zachováńı. Připomeňme úvahu známou z fyziky. Podobně jako ve fyzice budeme
předpokládat, že jsme oprávněni provádět úpravy, které použijeme. Uvažme jednorozměrné prouděńı
stlačitelné tekutiny ve směru osy x. Př́ır̊ustek množstv́ı tekutiny v prostoru mezi libovolnými dvěma
body x1, x2 v libovolném čase t je dán

d
dt

x2∫
x1

ϱ(t, x) dx = (ϱv)(t, x1) − (ϱv)(t, x2)

(předpokládáme, že x1 < x2). Integraćı předchoźı rovnosti od t1 do t2 dostaneme zákon zachováńı
hmotnosti v integrálńım tvaru

x2∫
x1

ϱ(t2, x) dx−
x2∫
x1

ϱ(t1, x) dx =
t2∫
t1

(ϱv)(t, x1) dt−
t2∫
t1

(ϱv)(t, x2) dt.

Jiné možné vyjádřeńı dostaneme, jestliže zaměńıme derivaci a integrál:
x2∫
x1

∂

∂t
ϱ(t, x) dx = −

x2∫
x1

∂

∂x
(ϱv)(t, x) dx.

Protože tento vztah plat́ı pro všechna x1, x2, muśı platit
∂

∂t
ϱ(t, x) + ∂

∂x
(ϱv)(t, x) = 0 (66)

pro skoro všechna x. To je zákon zachováńı hmotnosti v diferenciálńım tvaru. Daľśı zákony zachováńı
plat́ı pro hybnost a energii, označ́ıme-li tlak p a celkovou hustotu energie E, maj́ı diferenciálńı tvar

∂

∂t
(ϱv)(t, x) + ∂

∂x
(ϱv2 + p)(t, x) = 0 (67a)

∂E

∂t
(t, x) + ∂

∂x
(v[E + p])(t, x) = 0 (67b)

Systém (66),(67) nazýváme Eulerovými rovnicemi pro pohyb stlačitelné tekutinu. Pokud zave-
deme vektory

U = (ϱ, ϱv,E) , F (U) = (ϱv, ϱv2 + p, v(E + p))
Můžeme zákony zachováńı zapsat elegantně v diferenciálńım tvaru

∂U

∂t
+ ∂

∂x
(F (U)) = 0. (68)

popř. v integrálńım tvaru
x2∫
x1

U(t2, x) dx−
x2∫
x1

U(t1, x) dx =
t2∫
t1

F (U(t, x1)) dt−
t2∫
t1

F (U(t, x2)) dt.

Veličina F se nazývá tok. Zabývejme se dále úlohou (68).

Př́ıklad 4.1. Zvoĺıme-li v jednorozměrném př́ıpadě F (u) = 1
2u

2, dostaneme Burgersovu rovnici
∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
= 0.

Nyńı odvod́ıme slabou formulaci úlohy (68). Vynásobme (68) skalárně zobrazeńım φ ∈
C1((t1, t2) × R) a vzniklou rovnost integrujme přes ⟨t1, t2⟩ × ⟨x1, x2⟩. Dostaneme

t2∫
t1

x2∫
x1

∂U

∂t
φ dxdt+

t2∫
t1

x2∫
x1

∂

∂x
(F (U)) φ dx dt = 0. (69)
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Je
t2∫
t1

∂U

∂t
φ dt = [Uφ]t2t1 −

t2∫
t1

U
∂φ

∂t
dt

a podobně
x2∫
x1

∂

∂x
(F (U)) φ dx = [F (U)φ]x2

x1
−

x2∫
x1

F (U)∂φ

∂x
dx.

Můžeme tedy (69) přepsat jako x2∫
x1

Uφ dx

t2
t1

−
t2∫
t1

x2∫
x1

U
∂φ

∂t
dxdt+

 t2∫
t1

F (U)φ dt

x2

x1

−
t2∫
t1

x2∫
x1

F (U)∂φ

∂x
dxdt = 0.

Za předpokladu, že φ(t2, x) = 0 pro všechna x a že φ(t, x) = 0 pro |x| → +∞, odtud pro v
absolutńı hodnotě dost velká x1, x2 dostaneme

−
x2∫
x1

U(t1, x)φ(t1, x) dx−
t2∫
t1

x2∫
x1

(
U
∂φ

∂t
+ F (U)∂φ

∂x

)
dxdt = 0.

Slabým řešeńım úlohy (68) nazýváme zobrazeńı U , které splňuje předchoźı vztah pro každé
zobrazeńı φ ∈ C1((t1, t2) × R) s danými vlastnostmi.

4.2. Numerické metody pro nalezeńı slabého řešeńı. V celém odstavci bude τ , resp. h značit
časový, resp. prostorový krok; Ukj pak bude značit U(kτ, jh).

4.2.1. Laxovo-Friedrichsovo schéma.
Uk+1
j = Ukj − τ

h

[
F num(Ukj , Ukj+1) − F num(Ukj−1, U

k
j )
]
,

kde
F num(U , V ) = h

2τ (U − V ) + 1
2 (F (U) + F (V ))

je tzv. numerický tok.

4.2.2. Laxovo-Wendroffovo schéma.

U
k+ 1

2
j+ 1

2
= 1

2(Ukj + Ukj+1) − τ

2h
[
F (Ukj+1) − F (Ukj )

]
,

Uk+1
j = Ukj − τ

h

[
F (Uk+ 1

2
j+ 1

2
) − F (Uk+ 1

2
j− 1

2
)
]
.

4.2.3. MacCormackovo schéma.

Uk+1
j = 1

2(Ukj + U∗
j ) − τ

2h
[
F (U∗

j ) − F (U∗
j−1)

]
,

kde
U∗
j = Ukj − τ

h

[
F (Ukj+1) − F (Ukj )

]
.

4.2.4. Podmı́nka stability. Podmı́nka stability všech tř́ı schémat je
τ

h
≤ 1
σ(F ′(U))

,

kde σ znač́ı spektrálńı poloměr.
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5. Numerické řešeńı počátečńıch úloh pro obyčejné diferenciálńı rovnice

Hledáme řešeńı rovnice y′ = f(x, y), y(x0) = y0. Řekneme, že úloha je numericky vyřešena, právě
když se podař́ı sestavit řešeńı ve tvaru y(x0 + h) .= y(x0) + ∆y0(x0, y0, h).

5.1. Analytická metoda. Provedeme Taylor̊uv rozvoj funkce y:

y(x0 + h) − y(x0) = hy′(x0) + h2

2 y
′′(x0) + · · ·

Dále plat́ı
y′(x0) = f(x0, y0) = f0

Tento vztah můžeme dál derivovat

y′′(x0) = ∂f

∂x
(x0, y0) + ∂f

∂y
(x0, y0)y′(x0) = fx + fyf0,

y′′′(x0) = ∂2f

∂x2 (x0, y0) + 2 ∂2f

∂x∂y
(x0, y0)y′(x0)+

+ ∂2f

∂y2 (x0, y0)y′2(x0) + ∂f

∂y
(x0, y0)y′′(x0) =

= fx2 + 2fxyf0 + fy2f2
0 + fy(fx + fyf0)

a tak lze pokračovat libovolně dlouho (za předpokladu, že f má derivace dostatečně vysokého řádu).

5.2. Runge-Kuttovy metody. Předchoźı metoda je výpočetně náročná, proto se v praxi použ́ıvaj́ı
následuj́ıćı metody, kde př́ır̊ustek hledáme ve tvaru

∆y0 = p1k1(h) + p2k2(h) + · · · + prkr(h),
kde ki(h) = hf(ξi(h), ηi(h)), ξi(h) = x0 + αih, ηi = y0 + βi1k1(h) + βi2k2(h) + · · · + βi,i−1ki−1(h),
α1 = 0.

k1(h) = hf(x0, y0)
k2(h) = hf(x0 + α2h, y0 + β21k1(h))
k3(h) = hf(x0 + α3h, y0 + β31k1(h) + β32k2(h))

...
kr(h) = hf(x0 + αrh, y0 + βr1k1(h) + · · · + βr,r−1kr−1(h))

y(x0 + h) .= y(x0) + p1k1(h) + p2k2(h) + · · · + prkr(h)︸ ︷︷ ︸
Runge-Kuttovský př́ır̊ustek

.

Pod pojmem ”skutečný př́ır̊ustek“ rozumı́me y(x0 + h) − y(x0). Zbývá vyřešit volbu α, β, p.
Pokud rozvineme Runge-Kuttovský a skutečný př́ır̊ustek v mocninách h, chceme, aby se rozvoje

shodovaly do co možná nejvyšš́ı mocniny h. Budou-li se shodovat až do hp, je chyba řádu hp+1. Toho
chceme dosáhnout pro libovolnou volbu pravé strany. Z toho budeme vycházet při volbě koeficient̊u
α, β, p.

Označme rozd́ıl mezi správnou a spočtenou hodnotou
φr(h) = [y(x0 + h) − y(x0)] − [p1k1(h) + p2k2(h) + · · · + prkr(h)].

Výše uvedená podmı́nka pak odpov́ıdá podmı́nce

φr(0) = φ′
r(0) = · · · = φ(s)

r (0) = 0.
Pro r = 1:

φ1(h) = [y(x0 + h) − y(x0)] − [p1hf(x0, y0)]
φ′

1(0) = y′(x0) − p1f0 = f0 − p1f0 = (1 − p1)f0

z toho vycháźı podmı́nka p1 = 1. Výsledná metoda
y(x0 + h) .= y(x0) + hf(x0, y0)
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se označuje jako Eulerova. Pro r = 2:

φ2(h) = [y(x0 + h) − y(x0)] − [p1k1(h) + p2k2(h)]

k1(h) = hf(x0, y0)
k2(h) = hf(x0 + α2h, y0 + β21k1(h))
k′

1(h) = f(x0, y0)

k′
2(h) = f(x0 + α2h, y0 + β21k1(h)) + h

[
∂f

∂x
α2 + ∂f

∂y
β21k

′
1(h)

]
k′′

1 (h) = 0

k′′
2 (h) = 2

[
∂f

∂x
(x0 + α2h, y0 + β21k1(h)) + ∂f

∂y
β21k

′
1(h)

]
+ h[· · · ]′

k′
1(0) = f0 k′′

1 (0) = 0
k′

2(0) = f0 k′′
2 (0) = 2(α2fx + β21fyf0)

y′(x) = f(x, y) y′(x0) = f0

y′′(x) = ∂f

∂x
(x, y) + ∂f

∂y
(x, y)y′(x) y′′(x0) = fx + fyf0

0 = φ′
2(0) = f0 − [p1f0 + p2f0] = [1 − p1 − p2]f0

0 = φ′′
2(0) = fx + fyf0 − 2p2(α2fx + β21fyf0) = [1 − 2α2p2]fx + [1 − 2β21p2]fyf0

Z toho vyplývá podmı́nka

p1 + p2 = 1
2α2p2 = 1

2β21p2 = 1.

V praxi se už́ıvaj́ı následuj́ıćı volby:

α2 = β21 = 1 α2 = β21 = 1
2

p1 = p2 = 1
2 p1 = 0 p2 = 1

k1 = hf(x0, y0) k1 = hf(x0, y0)

k2 = hf(x0 + h, y0 + h) k2 = hf

(
x0 + h

2 , y0 + k1

2

)
y(x0 + h) .= y(x0) + 1

2(k1 + k2) y(x0 + h) .= y(x0) + k2

Pro r = 3:

φ3(h) = [y(x0 + h) − y(x0)] − [p1k1(h) + p2k2(h) + p3k3(h)]
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k1(h) = hf(x0, y0)
k2(h) = hf(x0 + α2h, y0 + β21k1)
k3(h) = hf(x0 + α2h, y0 + β31k1 + β32k2)
k′

1(h) = f(x0, y0)

k′
2(h) = f(x0 + α2h, y0 + β21k1) + h

[
∂f

∂x
α2 + ∂f

∂y
β21k

′
1

]
k′

3(h) = f(x0 + α2h, y0 + β31k1 + β32k2) + h

[
∂f

∂x
+ ∂f

∂y
(β31k

′
1 + β32k

′
2)
]

k′′
1 (h) = 0

k′′
2 (h) = 2

[
∂f

∂x
(x0 + α2h, y0 + β21k1)α2 + ∂f

∂y
β21k

′
]

+ h[· · · ]′

k′′
3 (h) = 2

[
∂f

∂x
(x0 + α2h, y0 + β31k1 + β32k2)α3 + ∂f

∂y
(β31k

′
1 + β32k

′
2)
]

+ h[· · · ]′

k′′′
1 (h) = 0

k′′′
2 (h) = 3

[
∂2f

∂x2 (x0 + α2h, y0 + β21k1)α2
2 + 2 ∂2f

∂x∂y
α2β21k

′
1 + ∂2f

∂y2 (β21k
′
1)2
]

+

+ h[· · · ]′′

k′′′
3 (h) = 3

[
∂2f

∂x2 (x0 + α2h, y0 + β31k1 + β32k2)α2
3 + 2 ∂2f

∂x∂y
α3(β31k

′
1 + β32k

′
2)+

+∂2f

∂y2 (β31k
′
1 + β32k

′
2) + ∂f

∂y
(β31k

′′
1 + β32k

′′
2 )
]

+ h[· · · ]′′

k′
1(0) = f0

k′′
1 (0) = 0

k′′′
1 (0) = 0
k′

2(0) = f0

k′′
2 (0) = 2(α2fx + β21fyf0)

k′′′
2 (0) = 3(α2

2fx2 + 2α2β21fxyf0 + β2
21fy2f2

0 )
k′

3(0) = 0
k′′

3 (0) = 2(α3fx + (β31 + β32)fyf0

k′′′
3 (0) = 3(α2

3fx2 + 2α3(β31 + β32)fxyf0 + (β31 + β32)2fy2f2
0 +

+ 2β32fy(α2fx + β21fyf0))

y′(x) = f(x, y)

y′′(x) = ∂f

∂x
(x, y) + ∂f

∂y
(x, y)y′(x)

y′′′(x) = ∂2f

∂x2 (x, y) + 2 ∂2f

∂x∂y
(x, y)y′(x) + ∂2f

∂y2 (x, y)y′2(x) + ∂f

∂y
(x, y)y′′(x)

y′(x0) = f0

y′′(x0) = fx + fyf0

y′′′(x0) = fx2 + 2fxyf0 + fy2f2
0 + fy(fx + fyf0)
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φ′
3(0) = f0 − [p1f0 + p2f0 + p3f0] = [1 − p1 − p2 − p3]

φ′′
3(0) = fx + fyf0 − [2p2(α2fx + β21fyf0) + 2p3(α3fx + (β31 + β32)fyf0)] =

= fx[1 − 2α2p2 − 2α3p3] + fyf0[1 − 2p2β21 − 2p3(β31 + β32)]
φ′′′

3 (0) = fx2 [1 − 3p2α
2
2 − 3p3α

2
3] + fxyf0[2 − 6p2α2β21 − 6p3α3(β31 + β32)]+

+ f2
0 fy2 [1 − 3p2β

2
21 − 3p3(β31 + β32)2] + fyfx[1 − 6p3α2β32]+

+ f2
y f0[1 − 6p3β21β32],

z toho dostáváme

1 − p1 − p2 − p3 = 0
1 − 2α2p2 − 2α3p3 = 0

1 − 2p2β21 − 2p3(β31 + β32) = 0
1 − 3p2α

2
2 − 3p3α

2
3 = 0

2 − 6p2α2β21 − 6p3α3(β31 + β32) = 0
1 − 3p2β

2
21 − 3p3(β31 + β32)2 = 0

1 − 6p3α2β32 = 0
1 − 6p3β21β32 = 0

Tyto rovnice jsou ovšem závislé a jsou ekvivalentńı s následuj́ıćı soustavou:

1 = p1 + p2 + p3

1
2 = p2α2 + p3α3

1 = 3p2α
2
2 + 3p3α

2
3

α2 = β21

α3 = β31 + β32

1
6 = p3β32α2.

Každé řešeńı této soustavy dává Runge-Kuttovu metodu. Čtvrtá derivace nulovat nejde. V praxi se
použ́ıvaj́ı následuj́ıćı metody:

k1 = hf(x0, y0)

k2 = hf

(
x0 + h

2 , y0 + k1

2

)
k3 = hf(x0 + h, y0 − k1 + 2k2)

y(x0 + h) .= y(x0) + 1
6(k1 + 4k2 + k3)

nebo

k1 = hf(x0, y0)

k2 = hf

(
x0 + h

3 , y0 + k1

3

)
k3 = hf

(
x0 + 2h

3 , y0 + 2k2

3

)
y(x0 + h) .= y(x0) + 1

4(k1 + 3k3).
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Pro r = 4: Pokud sestav́ıme polynomy pro r = 4 a požadovali φ(4) = 0, dojdeme k následuj́ıćım
11 podmı́nkám:

α2 = β21

α3 = β31 + β32

α4 = β41 + β42 + β43

p1 + p2 + p3 + p4 = 1

p2α2 + p3α3 + p4α4 = 1
2

p2α
2
2 + p3α

2
3 + p4α

2
4 = 1

4
p2α

3
2 + p3α

3
3 + p4α

3
4 = 1

4
p3β32α2 + p4β42α2 + p4β43α3 = 1

6
p3β32α2α3 + p4β42α2α4 + p4β43α3α4 = 1

8
p3β32α

2
2 + p4β42α

2
2 + p4β43α

2
3 = 1

12
p4β43β32α2 = 1

24

Máme 13 neznámých, ale φ(5)
4 už nejde nulovat. Uvedeme následuj́ıćı tři metody.

(1) Standardńı Runge-Kuttova metoda:

k1 = hf(x0, y0)

k2 = hf

(
x0 + h

2 , y0 + k1

2

)
k3 = hf

(
x0 + h

2 , y0 + k2

2

)
k4 = hf(x0 + h, y0 + k3)

y(x0 + h) .= y(x0) + 1
6(k1 + 2k2 + 2k3 + k4)

(2) Tř́ıosminové pravidlo:

k1 = hf(x0, y0)

k2 = hf

(
x0 + h

3 , y0 + k1

3

)
k3 = hf

(
x0 + 2h

3 , y0 − k1

3 + k2

)
k4 = hf(x0 + h, y0 + k1 − k2 + k3)

y(x0 + h) .= y(x0) + 1
8(k1 + 3k2 + 3k3 + k4)



ZÁPISKY Z NUMERICKÉ MATEMATIKY 2 43

(3)

k1 = hf(x0, y0)

k2 = hf

(
x0 + h

4 , y0 + k1

4

)
k3 = hf

(
x0 + h

2 , y0 − k2

2

)
k4 = hf(x0 + h, y0 + k1 − 2k2 + 2k3)

y(x0 + h) .= y(x0) + 1
6(k1 + 4k3 + 4k4)

Abychom dosáhli maximálńı chyby O(h6), nevystač́ıme s r = 5, ale až s r = 6. Proto se použ́ıvaj́ı
zejména metody s r = 4.

V praxi se nejčastěji použ́ıvaj́ı metody s automatickým výběrem kroku. Nejjednodušš́ı zp̊usob je
spoč́ıtat následuj́ıćı hodnotu s krokem h a h/2, je-li relativńı rozd́ıl větš́ı než nějaké ε, interval se dále
p̊uĺı. Př́ıpadně se krok může zase prodlužovat — např. mám počitadlo, kolikrát odchylka vyhovovala
a když dosáhne určité hodnoty, zase zkuśım krok prodloužit.

Př́ıklad 5.1. Řešme rovnici y′ = y, y(0) = 1. Vı́me, že řešeńım je y(x) = ex. Pokud použijeme
standardńı Runge-Kuttovu metodu, máme

k1 = 0.1 ∗ 1 = 0.1
k2 = 0.1 ∗ 1.05 = 0.105
k3 = 0.1 ∗ 1.0525 = 0.10525
k4 = 0.1 ∗ 1.10525 = 0.110525

y(0.1) = 1 + 1
6[0.1 + 0.21 + 0.2105 + 0.110525] = 1 + 1

6 ∗ 0.631025 .= 1.1051708333,

přičemž e0.1 = 1.105170918.

Kteroukoli z Runge-Kuttových metod pro rovnici lze použ́ıt i pro systém rovnic.

Př́ıklad 5.2. Mějme systém rovnic y′ = f(x, y, z), z′ = g(x, y, z) s počátečńımi podmı́nkami y(x0) =
y0, z(x0) = z0. Standardńı Runge Kuttova metoda pro tento systém je

k1 = hf(x0, y0, z0) l1 = hg(x0, y0, z0)

k2 = hf

(
x0 + h

2 , y0 + k1

2 , z0 + l1
2

)
l2 = hg

(
x0 + h

2 , y0 + k1

2 , z0 + l1
2

)
k3 = hf

(
x0 + h

2 , y0 + k2

2 , z0 + l2
2

)
l3 = hg

(
x0 + h

2 , y0 + k2

2 , z0 + l2
2

)
k4 = hf(x0 + h, y0 + k3, z0 + l3) l4 = hg(x0 + h, y0 + k3, z0 + l3)

y(x0 + h) .= y(x0) + 1
6(k1 + 2k2 + 2k3 + k4)

z(x0 + h) .= z(x0) + 1
6(l1 + 2l2 + 2l3 + l4)
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Rovnici n-tého řádu lze převést na systém a pak řešit Runge-Kuttovou metodou. Pro rovnici
druhého řádu y′′ = f(x, y, y′) existuje př́ımo Runge-Kutta-Nyströmův vzorec

k1 = h2

2 f(x0, y0, y
′
0)

k2 = h2

2 f
(
x0 + h

2 , y0 + h

2 y
′
0 + k1

4 , y
′
0 + k1

h

)
k3 = h2

2 f
(
x0 + h

2 , y0 + h

2 y
′
0 + k2

4 , y
′
0 + k2

h

)
k4 = h2

2 f
(
x0 + h, y0 + hy′

0 + k3, y
′
0 + 2k3

h

)
y(x0 + h) .= y(x0) + hy′(x0) + 1

3(k1 + k2 + k3)

y′(x0 + h) .= y′(x0) + 1
3h (k1 + 2k2 + 2k3 + k4)

5.3. Řešeńı lineárńıch diferenčńıch rovnic. Lineárńı diferenčńı rovnićı k-tého řádu nazýváme
rovnici

ak(n)yn+k + ak−1(n)yn+k−1 + · · · + a0(n)yn = bn,

kde ai(n), b(n) jsou posloupnosti, ak(n) ̸= 0, a0(n) ̸= 0.
Řešeńım lineárńı diferenčńı rovnice je posloupnost yn, která je jednoznačně dáno hodnotami

y0, y1, . . . , yk−1, nebot’ pro yi pak dostáváme jednoznačný rekurentńı vztah. Pokud je b(n) = 0,
nazýváme rovnici rovnićı bez pravé strany.

(1) Jsou-li y(1)
n , y

(2)
n , . . . , y

(k)
n řešeńı rovnice bez pravé strany, pak jejich lineárńı kombinace

k∑
i=1

ciy
(i)
n

je také řešeńı.
(2) Jsou-li y(1)

n , y
(2)
n , . . . , y

(k)
n řešeńı rovnice bez pravé strany a plat́ı-li∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

y
(1)
0 y

(2)
0 . . . y

(k)
0

y
(1)
1 y

(2)
1 . . . y

(k)
1

...
...

...
y

(1)
k−1 y

(2)
k−1 . . . y

(k)
k−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
̸= 0

a Yn je řešeńı rovnice bez pravé strany, pak existuj́ı jednoznačná c1, c2, . . . , ck taková, že

Yn =
k∑
i=1

ciy
(i)
n .

D̊ukaz. Matice soustavy rovnic

c1y
(1)
0 + c2y

(2)
0 + · · · + cky

(k)
0 = Y0

c1y
(1)
1 + c2y

(2)
1 + · · · + cky

(k)
1 = Y1

...

c1y
(1)
k−1 + c2y

(2)
k−1 + · · · + cky

(k)
k−1 = Yk−1

je regulárńı, tud́ıž má jednoznačné řešeńı. □
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(3) Obecné řešeńı rovnice s pravou stranou má tvar

Yn =
n∑
i=1

ciy
(i)
n + pn,

kde pn je partikulárńı řešeńı.

5.4. Diferenčńı rovnice s konstantńımi koeficienty. Řešeńı rovnice tvaru

akyn+k + ak−1yn+k−1 + · · · + a0yn = 0

hledáme ve tvaru yn = zn. Po dosazeńı

akz
n+k + ak−1z

n+k−1 + · · · + a0z
n = 0

a po vykráceńı zn

akz
k + ak−1z

k−1 + · · · + a0 = 0
dostaneme charakteristickou rovnici. Je-li zi r-násobný kořen, řeš́ı rovnici zni a dále také
nzni , n

2zni , . . . , n
r−1zni .

Nástin d̊ukazu. Dosazeńım do diferenčńı rovnice dostaneme

ak(n+ k)zn+k + ak−1(n+ k − 1)zn+k−1 + · · · + a0nz
n,

po úpravě

n[akzk + ak−1z
k−1 + · · · + a0︸ ︷︷ ︸

charakteristický polynom

] + z[kakzk−1 + (k − 1)ak−1z
k−2 + · · · + a1︸ ︷︷ ︸

derivace charakteristického polynomu

] = 0.

Protože z je r-násobný kořen, je kořenem i 1., 2. až r − 1-té derivace. □

Věta 5.1. Necht’ charakteristická rovnice má kořeny z1, z2, . . . , zs vzájemně r̊uzné, násobnost́ı
r1, r2, . . . , rs. Potom řešeńı

zn1 , nz
n
1 , . . . , n

r−1
1 zn1 , . . . , z

n
s , nz

n
s , . . . , n

rs−1zns

tvoř́ı fundamentálńı systém.

D̊ukaz. Předpokládejme, že řešeńı jsou lineárně závislá. Potom pro každé n muśı platit

p1(n)zn1 + p2(n)zn2 + · · · + ps(n)zns = 0,

kde p1, p2, . . . , ps jsou polynomy v n a alespoň jeden z nich je nenulový. Dokážeme, že to nemůže
platit. To provedeme indukćı podle počtu nenulových polynomů s.

Pro s = 1: Bud’ p1(n)zn1 = 0. Po vykráceńı zn1 je p1(n) = 0, což je spor.

p1(n)zn1 = −p2(n)zn2 − . . .− ps(n)zns
Po vyděleńı zn1

p1(n) = −p2(n)ζn2 − . . .− ps(n)ζns ,
kde ζi ̸= 1 a současně jsou vzájemně r̊uzná, nebot’ zi jsou vzájemně r̊uzná. Tento vztah muśı platit
i pro n+ 1.

p1(n+ 1) = −p2(n+ 1)ζn+1
2 − . . .− ps(n)ζn+1

s .

Odečteńım dostaneme

p1(n+ 1) − p1(n) = −[p2(n+ 1)ζ2 − p2(n)]ζn2 − . . .− [ps(n+ 1)ζs − ps(n+ 1)]ζns .

Na levé straně máme ted’ polynom (ostře) nižš́ıho stupně než p1, protože nejvyšš́ı mocniny se
odečetly, naopak stupně polynomů na pravé straně se d́ıky ζi ̸= 1 nezměńı. T́ımto zp̊usobem lze
postupně sńıžit stupeň levé strany až k nulovému polynomu. Podle indukčńıho předpokladu pak
jsou všechny polynomy na pravé straně nulové. □
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5.5. Jednokrokové metody.

Definice 5.1. Obecnou jednokrokovou metodou nazveme metodu danou formuĺı tvaru
yn+1 = yn + hΦf (xn, yn, h). (70)

Definice 5.2. Formule (70) se nazývá regulárńı, jestliže funkce Φf (x, y, h) je definována a spojitá
na množině, kde x0 ≤ x ≤ a, −∞ < y < +∞, h ∈ ⟨0, h0⟩ (h0 > 0) a existuje-li konstanta M
(nezávislá na x a h) tak, že

|Φf (x, y, h) − Φf (x, z, h)| ≤ M |y − z| (71)
pro každé x ∈ ⟨x0, a⟩, y, z ∈ (−∞,+∞) a h ∈ ⟨0, h0⟩.

Definice 5.3. Formule (70) se nazývá stupně p, existuje-li konstanta L a p ∈ N tak, že∣∣∣∣Φf (t, y, h) − r(t+ h) − y

h

∣∣∣∣ ≤ Lhp (72)

pro každé t ∈ ⟨x0, a⟩, y ∈ (−∞,+∞), h ∈ ⟨0, h0⟩, kde r(x) je řešeńı rovnice y′ = f(x, y) na intervalu
⟨t, t+ h⟩ s počátečńı podmı́nkou r(t) = y.

Poznámka 5.1. |hΦf (t, y, h) − (r(t+ h) − r(t))| ≤ Lhp+1.

Věta 5.2. Necht’ je dána regulárńı obecná jednokroková formule (70), která je stupně p ∈ N.
Necht’ y(x) je řešeńı rovnice y′ = f(x, y) a y0, y1, . . . , yN jsou hodnoty splňuj́ıćı vztah yn+1 =
yn + hΦf (xn, yn, h) + δn pro n = 0, 1, 2, . . . , N − 1. Pak pro n = 0, 1, 2, . . . , N plat́ı

|yn − y(xn)| ≤ |y0 − y(x0)| eM(xn−x0) +
(
Lhp + δ

h

)
eM(xn−x0) − 1

M
,

kde
δ = max

n=0,...,N−1
|δn|

a M a L jsou konstanty definované (71) a (72).

D̊ukaz. Bud’ rn = yn − y(xn) pro n = 0, 1, . . . , N . Plat́ı, že
rn+1 = yn+1 − y(xn+1) = yn + hΦf (xn, yn, h) + δn − y(xn+1) =

= (yn − y(xn))︸ ︷︷ ︸
rn

+h[Φf (xn, yn, h) − Φf (xn, y(xn), h)]+

+ h

[
Φf (xn, y(xn), h) − y(xn + h) − y(xn)

h

]
+ δn,

s použit́ım δ ≥ δn a konstant M , L můžeme psát |rn+1| ≤ |rn| + Mh |rn| + Lhp+1 + δ. Zavedeme
R0 = |r0|, Rn+1 = (1 + hM)Rn + Lhp+1 + δ, Plat́ı, že |rn| ≤ Rn. To dokážeme indukćı: |rn+1| ≤
Rn +MhRn + Lhp+1 + δ = Rn+1.

Dostali jsme tak diferenčńı rovnici pro Rn. Rovnice bez pravé strany má tvar Rn+1 = (1+hM)Rn,
charakteristická rovnice je z − (1 + hM) = 0, obecné řešeńı rovnice bez pravé strany má tvar
Rn = C(1 + hM)n.

Hledáme partikulárńı řešeńı ve tvaru P = (1 + hM)P + Lhp+1 + δ, z čehož dostáváme

P = Lhp+1 + δ

hM
.

Nakonec dolad́ıme konstantu C:

Rn = C(1 + hM)n −
(
Lhp + δ

h

)
1
M
,

|r0| = C −
(
Lhp + δ

h

)
1
M
,

C = |r0| +
(
Lhp + δ

h

)
1
M
.
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Obecné řešeńı rovnice s pravou stranou má tvar

Rn = |r0| (1 + hM)n +
(
Lhp + δ

h

)
(1 + hM)n − 1

M
.

Protože 1 + x < ex, je

Rn ≤ |r0| enhM +
(
Lhp + δ

h

)
enhM − 1

M
=

= |y0 − y(x0)| e(xn−x0)M +
(
Lhp + δ

h

)
eM(xn−x0) − 1

M
. □

Poznámka 5.2. Prvńı člen je zp̊usoben počátečńı podmı́nkou, druhý je chyba metody, δ je zaokrouh-
lovaćı chyba poč́ıtače. Nemá cenu j́ıt s h pod jistou mez, protože jinak se bude zvětšovat chyba δ/h.
Jediným zp̊usobem jak zvýšit přesnost je pak metoda vyšš́ıho řádu.

Poznámka 5.3. Závislost chyby je dost špatná, dá se zkonstruovat rovnice, kdy to bude nejhorš́ı —
chyba bude exponenciálně závislá.

Definice 5.4. necht’ rovnice y′ = f(x, y) na intervalu ⟨x0,+∞) má řešeńı y(x) = 0, tj. 0 = f(x, 0).
Toto nulové řešeńı se nazývá stabilńı vzhledem k soustavným poruchám, jestliže pro každé
ε > 0 existuje δ > 0 tak, že pro každou spojitou funkci η(x), která pro x ∈ ⟨x0,+∞) s výjimkou
spočetného množstv́ı izolovaných bod̊u splňuje rovnici η′ = f(x, η) + g(x), kde |η(0)| < δ, |g(x)| ≤ δ
pro x ∈ ⟨x0,+∞) a g(x) je libovolná měřitelná funkce, plat́ı nerovnost |η(x)| < ε pro x ∈ ⟨x0,+∞),
tj. poškod́ım-li počátečńı podmı́nku a pravou stranu o δ, změńı se řešeńı o ε.

Definice 5.5. Obecná jednokroková formule se nazývá úplně regulárńı, je-li funkce Φf (x, y, h)
omezená, spojitá ve všech svých proměnných, stejnoměrně spojitá v x, lipschitzovská v y s konstantou
M (nezávislou na x a h) a stejnoměrně spojitá v h.

Věta 5.3. Necht’ je dána rovnice y′ = f(x, y) a na ⟨x0,+∞) plat́ı f(x, 0) = 0. Necht’ nulové řešeńı
je stabilńı vzhledem k soustavným poruchám. Necht’ je dána úplně regulárńı jednokroková metoda
(70) stupně p ∈ N. Pak pro každé ε > 0 existuj́ı h1, δ > 0 tak, že pro každé řešeńı diferenčńı rovnice
yn+1 = yn + hΦf (xn, yn, h) + δn pro n = 0, 1, 2, . . . , pro které |y0| < δ, δn ≤ hδ, h < h1 splňuje
nerovnost |yn| < ε.

D̊ukaz. Bud’

η(x) = yn + yn+1 − yn
h

(x− xn) = yn +
(

Φf (xn, yn, h) + δn
h

)
(x− xn)

pro x ∈ ⟨xn, xn+1⟩, n = 0, 1, . . . . Bud’ g(x) = η′ − f(x, η), |g(x)| ≤ δ1.

|η′ − f(x, η)| ≤
∣∣∣∣Φf (xn, yn, h) + δn

h
− f(x, η)

∣∣∣∣ ≤ |Φf (xn, yn, h) − Φf (xn, η, h)| +

+ |Φf (xn, η, h) − Φf (x, η, h)| + |Φf (x, η, h) − f(x, η)| + |δn|
h

Protože Φf je lipschitzovské v y, je

|Φf (xn, yn, h) − Φf (xn, η, h)| ≤ M |η − yn| ≤ M

∣∣∣∣Φf (xn, yn, h) + δn
h

∣∣∣∣ |x− x0| .

To lze libovolně zmenšit volbou h1 a δ.
Člen |Φf (xn, η, h) − Φf (x, η, h)| lze libovolně zmenšit volbou h1 d́ıky stejnoměrné spojitosti v x.
Bud’ r′(x) = f(x, r(x)), r(x) = η(x). Protože

lim
h→0

∣∣∣∣Φf (x, η, h) − r(x+ h) − η

h

∣∣∣∣ = 0,

a Φf je spojitá v x, je Φf (x, η, 0) = r′(x) = f(x, η). Dı́ky stejnoměrné spojitosti v h jde pro
dostatečně malé h třet́ı člen k nule. □
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5.6. Mnohokrokové (diferenčńı) metody. Zabýváme se úlohou nalézt přibližné hodnoty řešeńı
rovnice y′ = f(x, y), y(x0) = y0 v bodech x0, x1, . . . , přičemž xi = x0 + ih. K výpočtu yn+1
potřebujeme hodnoty ym−k, ym−k+1, . . . , ym, ale do pravé strany dosazujeme pouze jednou. Problém
je pouze na počátku — tam se muśı použ́ıt Runge-Kutta nebo Taylor.

Vycháźıme z toho, že pro přesné yi plat́ı

ym+1 = ym−j +
xm+1∫
xm−j

f(x, y(x))dx. (73)

Při numerickém výpočtu funkci f(x, y(x)) nahrad́ıme interpolačńım polynomem k uzl̊um
xm−k, xm−k+1, . . . , xm nebo xm−k, xm−k+1, . . . , xm, xm+1. V prvńım př́ıpadě se jedná o explicitńı
metody — dostaneme explicitńı vyjádřeńı hodnoty ym+1. V druhém př́ıpadě jde o implicitńı me-
tody — ve vzorci vystouṕı i f(xm+1, ym+1). Poté se bud’ ym+1 vypočte př́ımo z rovnice (méně
obvyklé) nebo se vypoč́ıtá přibližná hodnota iteračně. Volbou j = 0 dostaneme tzv. Adamsovy
formule.

5.6.1. Explicitńı Adamsovy formule. Označme fi = f(xi, yi) = y′(xi) = y′
i. Použijeme Newton̊uv

vzorec pro interpolaci vpřed, f(x, y(x)) = Lm,k(x) +Rm,k(x), kde

Lm,k(x) = fm + tf1
m− 1

2
+ t(t+ 1)

2! f2
m−1 + · · · + t(t+ 1) · · · (t+ k − 1)

k! fk
m− k

2
,

Rm,k = (x− xm)(x− xm−1) · · · (x− xm−k)
(k + 1)!

dk+1

dxk+1 f(ξ, y(ξ)) =

= hk+1 t(t+ 1) · · · (t+ k)
(k + 1)!

dk+1

dxk+1 f(ξ, y(ξ)).

Po dosazeńı do (73) máme

ym+1 = ym +
xm+1∫
xm

Lm,k(x)dx

︸ ︷︷ ︸
přibližný vzorec pro výpočet ym+1

+
xm+1∫
xm

Rm,k(x)dx

︸ ︷︷ ︸
chyba v jednom kroku

,

po substituci x = xm + th

ym+1 = ym + h

1∫
0

[
fm + tf1

m− 1
2

+ · · · + t(t+ 1) · · · (t+ k − 1)
k! fk

m− k
2

]
dt,

ym+1 = ym + h[fm + a1f
2
m− 1

2
+ · · · + akf

k
m− k

2
] + lm,k,

kde

ai =
1∫

0

t(t+ 1) · · · (t+ i− 1)
i! dt.

Některá a:

a1 =
1∫

0

tdt = 1
2 , a2 =

1∫
0

t(t+ 1)
2 dt =

[
t3

6 + t2

4

]1

0
= 5

12 , a3 = 3
8 , a4 = 251

720 ,

a5 = 95
288 , a6 = 19087

60480 , a7 = 5275
17280 , a8 = 1070017

3628800 .

Užit́ı Adamsových vzorc̊u:

fki = fi+ k
2

−
(
k

1

)
fi+ k

2 −1 +
(
k

2

)
fi+ k

2 −2 − · · · + (−1)k
(
k

k

)
fi− k

2
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ym+1
.= ym + h

[
y′
m + 1

2(y′
m − y′

m−1) + 5
12(y′

m − 2y′
m−1 + y′

m−2)+

+3
8(y′

m − 3y′
m−1 + 3y′

m−2 − y′
m−3) · · ·

]
k = 0 : ym+1

.= ym + hy′
m

k = 1 : ym+1
.= ym + h

2 [3y′
m − ym−1]

k = 2 : ym+1
.= ym + h

12 [23y′
m − 16y′

m−1 + 5y′
m−2]

k = 3 : ym+1
.= ym + h

24 [55y′
m − 59y′

m−1 + 37y′
m−2 − 9y′

m−3].

Chyba lm,k bude

lm,k =
xm+1∫
xm

Rm,k(x)dx = hk+2
1∫

0

t(t+ 1) · · · (t+ k)
(k + 1)!

dk+1

dxk+1 f(ξ, y(ξ))dt =

= hk+2y(k+2)(η)ak+2.

Zkráceně |lm+k| ≤ hk+2ak+1Mk+2.

5.6.2. Implicitńı Adamsovy formule. Opět použijeme vzorec pro interpolaci vpřed, f(x, y(x)) =
Lm,k(x) +Rm,k(x),

Lm,k(x) = fm+1 + tf1
m+ 1

2
+ t(t+ 1)

2! f2
m + · · · + t(t+ 1) · · · (t+ k)

(k + 1)! fk+1
m− k−1

2
,

Rm,k(x)hk+2 t(t+ 1) · · · (t+ k + 1)
(k + 2)!

dk+1

dxk+2 f(ξ, y(ξ)).

Dosad́ıme do (73),

ym+1 = ym +
xm+1∫
xm

Lm,k(x)dx+
xm+1∫
xm

Rm,k(x)dx.

Zavedeme substituci,

ym+1 = ym +
0∫

−1

Lm,k(x)dt+ lm,k =

= ym + h
[
fm+1 + b1f

1
m+ 1

2
+ b2f

2
m + · · · + bk+1fm− k−1

2
k+1

]
+ lm,k,

kde

bi =
0∫

−1

t(t+ 1) · · · (t+ i− 1)
i! dt.

Uvedeme některá b:

b1 =
0∫

−1

tdt = −1
2 , b2 = − 1

12 , b3 = − 1
24 , b4 = − 13

720 ,

b5 = − 9
160 , b6 = − 863

60480 , b7 = − 275
24135 , b8 = − 33953

3628800 .
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Konkrétńı metody:
k = −1 : ym+1

.= ym + hy′
m+1

k = 0 : ym+1
.= ym + h

2 [y′
m+1 + y′

m]

k = 1 : ym+1
.= ym + h

12 [5y′
m+1 + 8y′

m − 1y′
m−1]

k = 2 : ym+1
.= ym + h

24 [9y′
m+1 + 19y′

m − 5y′
m−1 + y′

m−2]

k = 3 : ym+1
.= ym + h

720 [251y′
m+1 + 646y′

m − 264y′
m−1 + 106y′

m−2 − 19y′
m−3]

Chyba aproximace je

lm,k =
xm+1∫
xm

Rm,k(x)dx = hk+3
0∫

−1

t(t+ 1) · · · (t+ k + 1)
(k + 2)!

dk+2

dxk+2 f(ξ, y(ξ))dt =

= hk+3y(k+3)(η)bk+2,

celkem |ln,k| ≤ hk+3 |bk+2|Mk+3.
Implicitńı metody se použ́ıvaj́ı v tzv. metodách prediktor-korektor. Nejprve se vypočte ym+1

pomoćı explicitńıho vzorce, pak se źıskaná hodnota dosad́ı do pravé strany implicitńıho vzorce. Lze
dokázat, že nová hodnota ym+1 je přesněǰśı.

Definice 5.6. Obecná diferenčńı formule k-tého řádu pro řešeńı rovnice y′ = f(x, y) je formule
tvaru

k∑
i=0

αiyn+i = h

k∑
i=0

βif(xn+i, yn+i), (74)

kde n ∈ {0, 1, . . . , N−k} a ak ̸= 0. Pro βk = 0 je to explicitńı formule, pro βk ̸= 0 je to implicitńı
formule.

Definice 5.7. Diferenčńı formule (74) se nazývá stupně p ∈ N0, jestliže plat́ı následuj́ıćıch p + 1
podmı́nek:

k∑
i=0

αi = 0

k∑
i=0

isαi
s! =

k∑
i=0

is−1βi
(s− 1)! pro s = 1, . . . , p.

Známe-li hodnoty yn, yn+1, . . . , yn+k−1 přesně a vypoč́ıtáme-li yn+k, je to s přesnost́ı O(hp+1).

D̊ukaz.
k∑
i=0

[αiy(xn + ih) − hβif(xn + ih, y(xn + ih))] =

=
k∑
i=0

[αiy(xn + ih) − hβiy
′(xn + ih)] = cp+1h

p+1y(p+1)(xn) +O(hp+1)

y(xn + ih) = y(xn) + ihy′(xn) + (ih)2

2! y′′(xn) + · · · + (ih)p+1

(p+ 1)!y
(p+1)(xn)+

+ (ih)p+2

(p+ 2)!y
(p+2)(ξ1)

y′(xn + ih) = y′(xn) + ihy′′(xn) + · · · + (ih)p

p! y(p+1)(xn) + (ih)p+1

(p+ 1)!y
(p+2)(ξ2)

□
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Uvedené požadavky ještě nestač́ı k tomu, aby daly rozumnou metodu.

Př́ıklad 5.3. Zkonstruujeme explicitńı formuli 2. řádu, co nejpřesněǰśı:

yn+2 + α1yn+1 + α0yn = h(β1y
′
n+1 + β0y

′
n).

Z podmı́nek pro stupeň formule máme

1 + α1 + α0 = 0
2 + α1 = β1 + β2

1
2(4 + α1) = β1

1
6(8 + α1) = 1

2β1.

Vı́c podmı́nek si klást nelze, protože je u formule 2. řádu nelze splnit. Metoda má v jednom kroku
přesnost O(n4). Řešeńı soustavy je α1 = 4, α0 = −5, β1 = 4, β0 = 2. Po dosazeńı

yn+2 = −4yn+1 + 5yn + 4(4y′
n+1 + 2y′

n).

Zkuśıme řešit rovnici y′ = −y, y(0) = 1. Vı́me, že řešeńı je y(x) = e−x. Výše uvedená formule bude
mı́t pro tuto rovnici tvar

yn+2 = −4(1 + h)yn+1 + (5 − 2h)yn.
Zvolme krok h = 0.1, počátečńı hodnotu y1 = e−0.1 .= 0.904837. Dostaneme následuj́ıćı výsledky
(IEEE Double, zaokrouhleno):

x yi (yi − y(xi)) · 106 y′
i (y′

i − y(xi)) · 106

0.0 1.000000 0 1.000000 0
0.1 0.904837 0 0.904835 -2
0.2 0.818715 -15 0.818726 -4
0.3 0.740872 54 0.740812 -6
0.4 0.669997 -323 0.670313 -7
0.5 0.608200 1669 0.606522 -8
0.6 0.539907 -8905 0.548803 -9
0.7 0.543769 47183 0.496576 -10
0.8 0.198971 -250358 0.449319 -10
0.9 1.734618 1328048 0.406560 -10
1.0 −6.677259 -7045138 0.367869 -10
2.5 30.828821 30746736

Definice 5.8. Formule (74) se nazývá stabilńı podle Dahlquista, jestliže všechny kořeny poly-
nomu αkλ

k + αk−1λ
k−1 + · · · + α0 jsou v absolutńı hodnotě menš́ı nebo rovny 1 a ty, které jsou v

absolutńı hodnotě rovny 1, jsou jednoduché.

Lemma 5.1. Necht’ y(x) je řešeńı rovnice y′ = f(x, y) v intervalu ⟨x0, a⟩, necht’ f je definována,
spojitá a lipschitzovská vzhledem k y s konstantou M na ⟨x0, a⟩ × ⟨−∞,+∞⟩. Pak pro každé celé
n: 0 ≤ n ≤ N označme un = y(xn) − λf(xn, y(xn)), kde λ je libovolně zvolená hodnota taková, že
|λ|M < 1.

Rovnice z − λf(xn, z) = ũn má jediné řešeńı z = ỹn a plat́ı

|ỹn − yn| ≤ 1
1 − |λ|M

|ũn − un| .

D̊ukaz. Zavedeme zobrazeńı F (z) = λf(xn, z) + ũn R 7→ R, dokážeme, že F (z) je kontrahuj́ıćı, tedy
F (z) = z má právě jedno řešeńı. Protože plat́ı

|F (z) − F (y)| = |λ| |f(x, z) − f(x, y)| ≤ M |λ| |z − y|

a M |λ| < 1, je F (x) kontrahuj́ıćı a výše uvedená rovnice má jediné řešeńı. Dále plat́ı

|ỹn − yn| = |λf(xn, ỹn) + ũn − λf(xn, yn) − un| ≤ |ũn − un| + |λ|M |ỹn − yn| ,
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z toho po úpravě
|ỹn − yn| ≤ 1

1 − |λ|M
|ũn − un| .

□

Lemma 5.2. Necht’ je dán polynom

ϱ(t) =
k∑
i=0

αit
i

a matice

A =


0 1
0 0 1

. . .
1

−α0
αk

−α0
αk

−αk−1
αk

 .

Zřejmě ϱ(t) je násobkem charakteristického polynomu matice A. Necht’ pro každý kořen ti polynomu
ϱ(t) plat́ı |ti| ≤ 1 a necht’ ty kořeny, pro které |ti| = 1, jsou jednoduché.

Zvolme nějakou maticovou normu. Pak existuje konstanta G, která záviśı pouze na koeficientech
ϱ(t) tak, že plat́ı ∥An∥ ≤ G pro n ∈ N.

Jestliže pro všechny kořeny ϱ(t) plat́ı |ti| < 1, pak existuj́ı konstanty G1 a 0 < γ < 1 tak, že
∥An∥ ≤ G1γ

n pro n ∈ N.

D̊ukaz. A je regulárńı, tud́ıž ji lze zapsat jako

A = T−1

J1
J2

. . .

T,

An = T−1

J
n
1

Jn2
. . .

T.

Pro maximovou normu plat́ı ∥An∥I ≤
∥∥T−1

∥∥
I G̃ ∥T∥I ≤ ˜̃G, nebot’ vlastńı č́ısla jsou bud’ menš́ı než

1, v tom př́ıpadě jsou prvky Jni k nule, vlastńı č́ıslo 1 může být pouze jednonásobné, v tom př́ıpadě
ale J = (1), takže Jni jsou omezeny konstantou. Pro jiné normy to plat́ı d́ıky topologické ekvivalenci.

Je-li ϱ(A) < 1, pak existuje ε > 0 takové, že i ϱ(A) + ε < 1. Pak

A = (ϱ(A) + ε)T−1


1

ϱ(A)+εJ1
1

ϱ(A)+εJ2
. . .

 1
ϱ(A) + ε

T

a

∥An∥ ≤
∥∥T−1∥∥

∥∥∥∥∥∥∥∥∥

(
1

ϱ(A)+εJ1

)n (
1

ϱ(A)+εJ2

)n
. . .

∥∥∥∥∥∥∥∥∥ ∥T∥ (ϱ(A) + ε)n.

□

Lemma 5.3. Necht’ φk, ψk, χk jsou konečné posloupnosti č́ısel pro k = 0, 1, . . . , n, χk ≥ 0. Necht’

φk ≤ ψk +
k−1∑
i=0

χiφi pro k = 0, 1, . . . , n.

Potom plat́ı

φn ≤ ψn +
n−1∑
i=0

χiψi

n−1∏
j=i+1

(1 + χj).
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D̊ukaz. Zavedeme daľśı posloupnost

Φk = ψk +
k−1∑
i=0

χiΦi,

Φ0 = ψ0. Indukćı dokážeme, že φk ≤ Φk. Pro k = 0 to z definice plat́ı, pokud to plat́ı až do k− 1, je
k−1∑
i=0

χiφi ≤
k−1∑
i=0

χiΦi,

nebot’ χi ≥ 0, což bylo dokázat.
Dále dokážeme, že

Φn = ψn +
n−1∑
i=0

χiψi

n−1∏
j=i+1

(1 + χj).

Pro k = 0 to opět z definice plat́ı, předpokládejme platnost až do k − 1. Z definice je
Φk = ψk + χ0Φ0 + χ1Φ1 + · · · + χk−1Φk−1 =

= ψk + χ0ψ0+
+ χ1[ψ1 + χ0ψ0]+
+ χ2[ψ2 + χ0ψ0(1 + χ1) + χ1ψ1]+
+ χ3[ψ3 + χ0ψ0(1 + χ1)(1 + χ2) + χ1ψ1(1 + χ2) + χ2ψ2]+
+ χ4[ψ4 + χ0ψ0(1 + χ1)(1 + χ2)(1 + χ3) + χ1ψ1(1 + χ2)(1 + χ3)+

+ χ2ψ2(1 + χ3) + χ3φ3]+
+ χk−1[ψk−1 + χ0ψ0(1 + χ1)(1 + χ2) · · · (1 + χk−1)+

+ χ1ψ1(1 + χ2) · · · (1 + χk−1) + · · · ] =
= ψk + χ0ψ0[1 + χ1 + χ2(1 + χ1) + χ3(1 + χ1)(1 + χ2)+

+ χ4(1 + χ1)(1 + χ2)(1 + χ3) + · · · + χ0ψ0(1 + χ1) · · · (1 + χk−1)] = · · ·

Budeme vytýkat (1 + χ1), (1 + χ2) až (1 + χk−1). □

Věta 5.4. Necht’ pravá strana diferenciálńı rovnice y′ = f(x, y) je definována a spojitá v intervalu
x0 ≤ x ≤ a, −∞ < y < +∞ a splňuje vzhledem k y Lipschitzovu podmı́nku s konstantou M . Necht’
y(x) je řešeńı rovnice na intervalu ⟨x0, a⟩ a necht’ má spojité derivace do řádu p+1, kde p ≥ 1. Necht’
uvažovaná diferenčńı formule řádu k je stupně p a stabilńı podle Dahlquista. Necht’ y0, y1, . . . , yn
jsou hodnoty vypoč́ıtané podle vzorc̊u

k∑
i=0

αiyn+i = h

k∑
i=0

βif(xn+i, yn+i) + δn pro n = 0, 1, . . . , N − k

a yi pro i = 0, 1, . . . , k − 1 je dáno. Pak (pro dostatečně malá h) plat́ı

|yn − y(xn)| ≤ G

1 − |λ|M

[
(1 + |λ|M)ϑ+ |xn − x0|

|αn|

(
δ

h
+Khp

)]
eGM̃(xn−x0),

kde n = 0, 1, . . . , N ,

ϑ = max
i=0,1,...,k−1

|yi − y(xi)| , δ = max
i=0,1,...,N−k

|δi| , λ = h
βk
αk

a G̃, M̃ , K jsou konstanty, které záviśı jen na koeficientech formule a na diferenciálńı rovnici a jsou
nezávislé na h pro dostatečně malá h.

D̊ukaz. Označme yn − y(xn) = rn. Odečteńım vztah̊u
k∑
i=0

αiyn+i = h

k∑
i=0

βif(xn+i, yn+i) + δn
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k∑
i=0

αiy(xn+i) = h

k∑
i=0

βif(xn+i, y(xn+i)) − ln,

přičemž ln ≤ Khp+1, dostaneme
k∑
i=0

αirn+i = h

k∑
i=0

βi[f(xn+i, yn+i) − f(xn+i, y(xn+i))] + δn + ln. (75)

Označme un = y(xn) − λf(xn, y(xn)), ũn = yn − λf(xn, yn). Podle lemmatu 5.1 se dá odhadnout

|rn| ≤ 1
1 − |λ|M

|ũn − un| .

Mı́sto rn budeme dále odhadovat ũn − un. Plat́ı, že
k∑
i=0

αi(ũn+i − un+i) =
k∑
i=0

αirn+i − λ

k∑
i=0

αi[f(xn+i, yn+i) − f(xn+i, y(xn+i))] =

= h

k∑
i=0

(βi − βk
αk
αi)[f(xn+i, yn+i) − f(xn+i, y(xn+i))] + δn + ln = qn.

Pro i = k dostaneme βk − βk

αk
αk = 0, takže stač́ı sč́ıtat od 0 do k − 1. Zavedeme vektory

u⃗(n) =


ũn − un

ũn+1 − un+1
...

ũn+k−1 − un+k−1

 , q⃗(n) =


0
0
0
...
qn

αk


a matici

A =


0 1
0 0 1

. . .
0 0 0 · · · 1

−α0
αk

−α1
αk

· · · −αk−1
αk

 .

Potom plat́ı, že u⃗(n+1) = Au⃗(n) + q⃗(n). Až do k − 1-té složky je to jasné, pro posledńı složku to
vyplývá z předchoźı rovnosti.

Dále je
u⃗(n) = Au⃗(n−1) + q⃗(n−1) = A2u⃗(n−2) + Aq⃗(n−2) + q⃗(n−1),

u⃗(n) = Anu⃗(0) +
n−1∑
i=0

An−1−iq⃗(i).

Pomoćı vektoru u⃗(n) provedeme odhad rn+i nezávislý na i:

|rn+i| ≤ 1
1 − |λ|M

|ũn+i − un+i| ≤ 1
1 − |λ|M

∥∥∥u⃗(n)
∥∥∥

I
,

nebot’ pro i = 0, . . . , k − 1 jsou to složky u⃗(n).∥∥∥q⃗(n)
∥∥∥

I
= 1

|αk|
|qn| ≤ Mh

|αk|

k−1∑
i=0

∣∣∣∣βi − βk
αk
αi

∣∣∣∣ |rn+i| + 1
|αk|

(
δ +Khp+1) ≤

≤ h

[
M

|αk|

k−1∑
i=0

∣∣∣∣βi − βk
αk
αi

∣∣∣∣
]

1
1 − |λ|M︸ ︷︷ ︸

M̃

∥∥∥u⃗(n)
∥∥∥

I
+ 1

|αk|
(δ +Khp+1)

∥∥∥q⃗(n)
∥∥∥

I
≤ M̃h

∥∥∥u⃗(n)
∥∥∥

I
+ 1
αk

(δ +Khp+1)



ZÁPISKY Z NUMERICKÉ MATEMATIKY 2 55

Protože podle lemmatu 5.2 maj́ı všechny mocniny A společný odhad G, plat́ı∥∥∥u⃗(n)
∥∥∥

I
≤ ∥An∥I

∥∥∥u⃗(0)
∥∥∥

I
+ M̃h

n−1∑
i=0

∥∥An−i−1∥∥
I

∥∥∥u⃗(i)
∥∥∥

I
+

+ δ +Khp+1

|αk|

n−1∑
i=0

∥∥An−i−1∥∥
I ≤

≤ GM̃h︸ ︷︷ ︸
χi

n−1∑
i=0

∥∥∥u⃗(i)
∥∥∥

I︸ ︷︷ ︸
φi

+Gn
δ +Khp+1

|αk|
+G

∥∥∥u⃗(0)
∥∥∥

I︸ ︷︷ ︸
ψn

.

Podle lemmatu 5.3 z toho, že plat́ı

φk ≤ ψk +
k−1∑
i=0

χiφi,

vyplývá, že

φn ≤ ψn +
n−1∑
i=0

χiψi

n−1∏
j=i+1

(1 + χj)

∥∥∥u⃗(n)
∥∥∥

I
≤ GM̃h

n−1∑
i=0

[
Gi
δ +Khp+1

|αk|
+G

∥∥∥u⃗(0)
∥∥∥

I

]
(1 +GM̃h)n−i−1+

+Gn
δ +Khp+1

|αk|
+G

∥∥∥u⃗(0)
∥∥∥

I∥∥∥u⃗(n)
∥∥∥

I
≤ G

∥∥∥u⃗(0)
∥∥∥

I

[
1 +GM̃h

n−1∑
i=0

(1 +GM̃h)n−i−1

]
+

+ δ +Khp+1

|αk|

[
Gn+GM̃h

n−1∑
i=0

Gi(1 +GM̃h)n−i−1

]
Protože

n−1∑
i=0

iqn−1−i =
n−1∑
j=1

j−1∑
i=0

qi,

je druhá hranatá závorka rovna

Gn+GM̃h

n−1∑
j=1

G
(1 +GM̃h)j − 1

GM̃h
= Gn+G

n−1∑
j=1

(1 +GM̃h)j −G(n− 1) =

= G+G(1 +GM̃h) (1 +GM̃h)n−1 − 1
GM̃h

= 1
M̃h

[(1 +GM̃h)n − 1].

∥∥∥u⃗(n)
∥∥∥

I
≤ G

∥∥∥u⃗(0)
∥∥∥

I
[1 + (1 +GM̃h)n − 1] + δ +Khp+1

|αk|
1
M̃h

[(1 +GM̃h)n − 1],

to lze dále upravit:∥∥∥u⃗(n)
∥∥∥

I
≤ G

∥∥∥u⃗(0)
∥∥∥

I
(1 +GM̃h)n + 1

|αk| M̃

(
δ

h
+Khp

)
[(1 +GM̃h)n − 1]

Využijeme nyńı toho, že 1 + GM̃h < eGM̃h, tedy (1 + GM̃h)n < enGM̃h = eGM̃(xn−x0) a dále
eGM̃(xn−x0) − 1 < GM̃(xn − x0)eGM̃(xn−x0). To prvńı je jasné, to druhé vyplývá třeba z Taylorova
rozvoje ex. ∥∥∥u⃗(n)

∥∥∥
I

≤ G
∥∥∥u⃗(0)

∥∥∥
I
eGM̃(xn−x0) + G(xn − x0)

|αk|

(
δ

h
+Khp

)
eGM̃(xn−x0)
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Po vynásobeńı 1/(1 − |λ|M), dostáváme hledanou nerovnost. Stač́ı si uvědomit, že
|ũi − ui| = |yi − y(xi) − λ[f(xi, yi) − f(xi, y(xi))]| ≤

= |yi − y(xi)| + |λ|M |yi − y(xi)| = (1 + |λ|M) |yi − y(xi)| =
= (1 + |λ|M)ϑ.

□

Poznámka 5.4. δn je zaokrouhlovaćı chyba poč́ıtače a ani počátečńı podmı́nky nejsou dány přesně.
Opět nelze j́ıt s h libovolně ńızko, pro daľśı zvýšeńı přesnosti lze použ́ıt jedině metodu vyšš́ıho řádu.
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