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1. NUMERICKE RESENf OKRAJOVYCH ULOH PRO ODE

1.1. Metoda strelby.

1.1.1. Okrajovd uloha pro rovnici 2. rddu. Uvazujme nasledujici okrajovou tlohu pro obyéejnou
diferencidlni rovnici 2. fadu:

yl/ = f(.”L', Y, y/)a T € (a7 b)7 (13‘)
y(a) =7, y(b) =7, (1b)

kde f : R® = R, 71, 72 € R. Piedpoklddejme existenci takového a* € R, 7e pro o = a* je predchozi
okrajové tloha ekvivalentni poc¢ateéni tloze

y// = f(xa Y, y/)v T € (a7 b)’ (2&)
y(a) =, (2b)
Y(@) =a. (20)

Potom lze TeSeni okrajové tlohy (1) ziskat tak, Ze nalezneme o* a vyfesime pocateéni tlohu (2).
Pocateéni dlohu 2. fadu efektivné fesi napf. metoda Runge-Kutta-Nystrom (viz 5. kapitola).

Necht y(z; a) je feSeni tilohy (2) pro dané a € R. Potom o* spliiuje ,algebraickou” rovnici'

y(b; ) = 2.
Polozme F'(a) := y(b; a) — 2. Pak o* je FeSenim rovnice F(o) = 0. Pfi hleddni o* mtizeme postu-
povat napf. tak, ze se pokusime najit dvé ¢isla aq, as takova, aby platilo
F(ay)F(ag) < 0.
Pak polozime az = %(al + a9) a stejny postup provadime tak dlouho, dokud se dostateéné
nepfiblizime feseni rovnice F(a) = 0. Tento zpusob vSak neni piili§ efektivni.

V praxi se proto vyuziva Newtonova metoda, tj. konstruuje se itera¢ni posloupnosti {a(k)} podle
rekurentniho vztahu

N F(a®)
(k+1) _ o) _ Z\&
« a () (3)
Problematicky je vyraz ve jmenovateli. Pfi splnéni predpokladi véty o diferencovatelnosti podle

pocdteénich podminek (tj. funkece f, %5 a gJ, jsou spojité na oblasti Dom(f)) je sice zaruCena

diferencovatelnost funkce F', otézkou ale je, jak pro dané a*) ziskat hodnotu F'(a®)). Nejjednodussi
variantou je nahradit derivaci diferenci:

F(a®)) — F(alF=1)
o) _qk-D

F'(oz(k)) ~

Tato varianta zfejmé pripada v iivahu pouze tehdy, nejsou-li rozdily |a(k) — aF =D pFilis velké.
Obecnéjsi varianta vychézi z toho, Ze zderivujeme tilohu (2) podle a. Dostaneme

o (G ) = g (vt ), Pwi ). (40)
%(a; a) =0, (4b)
a% (gi(a; a)> — 1. (4c)

17de se pojmem ,algebraickd rovnice” rozumi pouze to, Ze nejde o rovnici diferencidlni; neznamen4 to, ze se v ni
museji vyskytovat polynomy.
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Rovnici (4a) muzeme dale upravit podle véty o derivaci slozeného zobrazeni. Za piedpokladu
zéménnosti derivaci dostaneme

P (o) O [ ou Dy 0f (L ou) 0 (o -
022 \da ) 0Oy Y 9z ) Ba oy’ Y 92 ) 9x \9a )
dy
(4 0) =0, (5b)
o (oy
Pro pevné a predstavuje (5) poc¢ateéni tlohu pro linedrni diferencialni rovnici 2. fddu pro nezndmou

funkci g—g (z; ).

Shriime si nastinény postup: Mame-li a«(*), pak:
e vyfesime tlohu (2) pro a = a®)| ziskivame F(a(*)),
e vyfesime tlohu (5) pro a = a¥), ziskdvime F’(a(),
e vypoiteme a*+1) ze vztahu (3).

1.1.2. Okrajovd uloha pro soustavu rovnic 1. rddu. Kazdou diferencidlni rovnici n-tého radu lze
vhodnou substituci prevést na soustavu n diferencidlnich rovnic 1. fddu, proto se zabyvejme okra-
jovou ulohou

y' =f(z,y), z€(ab), (6a)

r(y(a), y(b)) =0, (6b)

kde f: R xR"” = R" ar:R"” x R® — R".? Postupovat budeme podobné jako v piipadé rovnice
2. ¥adu: Pro a = (ay, ..., a,) € R™ necht y(z; o) je FeSeni pocatedni tilohy

Yy =f(z,y), z€(ab), (7a)

y(a) = a. (7b)

Cilem je nalézt takové a*, které je fesenim rovnice
7 (a, y(b; @) =0

neboli F(a) = 0, kde F(a) = r (a, y(b; a)). Redeni této rovnice hleddme Newtonovou metodou,
tj. konstruujeme iteracni posloupnost {a(k)} podle rekurentniho vztahu

-1
ot — k) _ {F/(aw))] F(a®),

kde
g%l(a) gTFn(a)
F(a)= : :
e CONMN o ()

Parcialni derivace zobrazeni F' v bodé a@ muzeme stejné jako v predchozim pripadé pocitat dvéma
zpiisoby. Bud pouZijeme piiblizného vyjadieni
i

8aj Oé;k) _ Oé;kfl)

[Fi(a(k)) — Fi(agk), L a® a(-kfl), a§-li)1, e a;’“))} ,

sy Gy, Gy

anebo vyjdeme z toho, ze

OF" () = ort
Oa; o Oa;

n ,r,i l
(@t @) + Y Gyt 00) - 50 @),
=1

804]‘

2piedpokladame n > 1 a dale to, #e zobrazen{ r je n-reguldrni (tj. h(r'(yq, y5)) = n pro vSechna (y;, y5) €
Dom(7)).
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Hodnoty g%l_(b; a), ..., gfg (b; ) ziskdme jako FeSeni pocdtecni tilohy
o [0y’ " 9f oyt N
a_ 5 = ) 5 : ; ) en,
o o @) 3 Gy vl 20)- Gl ien
0y’ N
aOéj(a; a)zaijv 1 €n.

Tuto tdlohu jsme ziskali zderivovanim ulohy (7) podle ¢;. Jde o pocateéni tlohu pro soustavu
linearnich obycejnych diferencidlnich rovnic 1. fddu. Stejny postup provedeme pro kazdé j € n
a dale postupujeme podobné jako v pfipadé rovnice 2. fadu, tj. nasazenim metod Runge-Kutta.

1.1.3. Okrajovd wloha pro soustavu linedrnich rovnic 1. rddu. V pripadé linedrni okrajové tlohy
mizeme nalézt a* i bez pouziti Newtonovy metody. Uvazujme soustavu

y' =A(x)y+ f(z), z¢€(a,b),
kde A : (a, b)) = R™™ a f: (a, b)) — R", spoletné s okrajovou podminkou
Uy(a) + Vy(b) = c, (3)

kde U,V € R™" a ¢ € R". Z teorie vime, Ze pro kazdé i € n existuje pravé jedno feSeni ®;
pocatecni tlohy

y(a) =,

na intervalu (a, b). Ozna¢ime-li ® := (@4, ..., ®,), mizeme toto FeSeni zapsat jako y(z) = ®(z)cr.
Jestlize pro o € R™ déle oznaéime y(z; o) FeSeni pocdtecni tlohy

Y = A(x)y + f(a),
y(a) = a,
potom z linearity vyplyva
y(z; a) = ®(r)a + y(z; 0).
Ma4-li toto FeSen{ spliiovat okrajovou podminku (8), musi platit Ua + Vy(b; a) = ¢, tj.
Ua+ Ve®(Db)a+ Vy(b; 0) = c.
Odtud jiz snadno dostaneme
o =[U+ VD) ' (c— Vyb; 0)).
1.1.4. Modifikovand Newtonova metoda. Newtonovu metodu lze vylepsit. Itera¢ni posloupnost
{a®} se totiz nemusi k feenf a* rovnice F(a) = 0 blizit monotonné, ale vzdalenost a*) od

o™ muze s rostoucim k chvili klesat a chvili stoupat. Ukazeme si, ze tento nedostatek lze odstranit,
jestlize budeme itera¢ni posloupnost konstruovat podle vztahu

kD) = o8 _ \() {F/(aoc))}‘l Fla®),
kde {)\(k)};“;l je vhodné volené posloupnost redlnych ¢isel. Polozme

o(a) = |F(a)|? = |Fi(e)]”.
=1

Nagim cilem je zvolit posloupnost {A*)} tak, aby ®(a®)) N\, 0 pro k — oo. Existence takové
posloupnosti vyplyva za predpokladu konvergence metody z néasledujici véty.
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Véta 1.1. K danému o' existuje A*) > 0 tak, ze ®(aF+D)) < d(al®).

Diikaz. Pro jednodussi zapis oznacme

-1
Aa®) = [F'(aﬂv))} F(a®)
a dale polozme
n 4 9
T = d(a® + rAa®)) = Z ‘Fz(a(k) + )\Aa(k))‘ .
i=1

Je

TU'(\) = 25 Fiia® £ AAa®) . E Z (a® L AaAa™) (Aa®) =
( ) i=1 (a i “ ) j=1 804]' (0’. * * ) ( @ )j

(2

=23 Fi(a® + rAa®) (F’(a(k) + AAaW)Aa(k)) -
=1

—9 (F(a(k) FAAQ®), F'(a® + AAa(k))Aa(k)) ,
takze
v'(0) =2 (F(a®), F(a®)aa) =2 (Fa®), ~F(a)) =
= 2| F(a®)|? = —2®(a™) <0,

pri¢emz rovnost nastava praveé tehdy, kdyz a®) je presné feseni. Pfedpokladejme proto, ze ¥/ (0) < 0.
Je-1i zobrazeni F' spojité diferencovatelné, ma tuto vlastnost zrejmé i funkce ¥, a proto

(36 > 0)(YA € (0, 6))(¥'(\) < 0).
To ale znamen4, ze funkce ¥ je na (0, §) klesajici, tj. pro kazdé X € (0, §) plati ¥(A) < ¥(0) neboli
(e — X [F'(a®)] F(a®) < @(a®). O
7 dikazu piedchozi véty miizeme odvodit nédvod, jak hledat &isla A®): Nejprve zkusime polozit

A*) =1, Jestlize bude splnéno ®(a**t1)) < &(a®), pokracujeme dalii iteraci; v opatném piipadé
vydélime A*) dvéma a cely postup opakujeme.

1.1.5. Metoda strelby na vice cili. Metoda stielby se typicky pouziva p¥i feseni nelinearnich rovnic.
Ve snaze snizit riziko nestability 1iloh, byl vyvinut postup zkracujici intervaly, na niz probihé feSeni
pocateénich tloh. Vratme se k okrajové tloze (6). Bud' {z;}., rozdéleni intervalu (a, b, tj. necht

a=xg<x1<...<xpy =D>.

Necht pro kazdé j € m je yU =Y (z; ali=1) Fedeni pocatecni tilohy

y/ = f(l‘, y)7 HAIS (mj—lv xj)? (9&)
y(r; 1) =al™Y, (9b)
kde o~ € R". Nagim cilem je nalézt body a*(@, ..., a*("™=1 tak, aby pro kazdé j € m bylo

yU=D (z; a*U~1) restrikei feeni okrajové tilohy (6) na interval (z;_1, x;). ReSeni tlohy (6) je jist&
spojité, a proto musi pro kazdé j € m — 1 platit
0D (a;; @700 = @*0),
Déle musi byt splnéna okrajovd podminka (6b). Ta nyni nabyde tvaru
” (a*w), YD (. a*(mfn)) —0.
Jestlize pro j € m polozime

y(j_l)(xj; a(j_l))—a(j) jgm_l?

F._ a(o), a® . alm) =
J 1( ) r(a(o), y(m—l)(xm; oz(m_l))) j= m,
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a déle
F:=(Fy, Fy,...,F,_1)",
potom bude m-tice a* := (a*(®), a*M), ... a*(™=1) fesenim rovnice
F(a) =0.

Resen{ této rovnice budeme hledat Newtonovou metodou

Qr1 = o — [F' ()] Flayg). (10)
Pro danou m-tici a = (a?, o, ..., a(™ V) je
oy
fow E O .. © o)
o & B .. o 0
Fla)=]| ... , (11)
o o o .. % B
or gr oylm!
By (0] o ... (@) Tyziag(mfm

kde jsme oznacili

oyl—b oyli—1 _ Sy i—1) _
8z(]_1) :< yaa (z]; a(jil)), .. y (x]; a(]1)>
1

proj€ma

or

aiy. - 7( (O)a y(mil)(xﬂ’w a(mil)))a s

or or
oy}

(@®, yn-D (g . a(mn)))

G-1)
pro i = 1, 2. Hodnoty 2% i

o— (55 aU7) ziskdme Fesenfm pocatecni tdlohy

0 (U= o) N~ 9f Gonp oG- YT Gy
%(M(x’a )| = . (%’y (7; ))'ka(%a )s 1 e,

Oyla—1
8ak

Tuto tlohu jsme ziskali zderivovanim (9) pro pevné j € m.

Poznamka 1.1. Vyuzijeme-li blokové struktury matice (11), muzeme se v Newtonové metodé vyhnout
vypoctu matice inverzni. Vztah (10) muZeme piepsat ve tvaru

F’(ak)Aak = 7F(ak),

kde jsme oznadili Aoy, := g1 — k. Rozepsanim tohoto vztahu dostaneme

Oy©®
82(0) Aa® — AoV = —Fo(ou),
Hy(m—2)
%Aa(m_Q) _ Aa(m_l) = _F’m,—Q(ak)7
(m—-1)
or Aa©® or Oy (m—1) 7Fm_1(0ék-)-
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Odtud pak mizeme vyjadrit

oy
Aol = 81(0) Aa® + Fo(ay),
oy oy 9y© oy
2 = (1) NO!
Aa = 5@ Aa' + Fi(a) = 7a® 9a® 90D (ag) + F1(ak),

1

(m-1) ay(] © m—3 i+2 ay(] 1)
Aa o Aa +> 11 e Fi(ag) + Fr_z(og).
j=m—1 1=0 j=m—1

7 posledni rovnice dostaneme
m—2 142 a (J 1

or  or {7 oylu-Y 87’
it 29 0 — _
8y1 + 6y2 j=m dali—1) A Z H aa(j 1) k) mel(ak)'

Odtud vypoceteme Aa(® a z piedchozich vztahti pak ostatni Aa@), j € m — 1.

1.2. Metoda presunu okrajové podminky. Metoda strelby predstavuje nastroj pouzitelny pro
sirokou tfidu tloh, na druhé strané vsak hledani spravného a* pomoci iteracnich metod muze nékdy
prinést komplikace. Je-li okrajova tloha, kterou se zabyvame, linedrni, nabizi se mnohem snazsi
varianta.

1.2.1. Okrajovd iloha pro rovnici 2. ¥ddu. Bud (a, b) omezeny interval a necht p € C{a, b)NC!(a, b),
q € Cla, b), f €C(a, b). Necht déle plati

p(x) >po >0, q(x)>0, Vzéela,b).
Uvazme diferencidlni rovnici
(p(z)y/)/ - Q(z)y = f(l‘), HAS ((l, b)) (12)
s okrajovymi podminkami
arp(a)y'(a) — fry(a) = 1, (13a)
aap(b)y’ (b) 4 B2y (b) V25 (13b)
kde aq, @, 81, B2 >0, 11, 72 € R, a navic

a1+ p1 > 0,
as+ B2 > 0.

Véta 1.2. Bud y TeSeni rovnice (12) na intervalu (a, b) splitujici pro néjaké £ € (a, b) vztah

ap(§)y'(€) — By(§) =
kde «, 83, v € R. Potom pro kazdé z € {(a, b) plati

(zpy')(2) = (¢'py)(x) = c(2), (14)
kde z, resp. c¢ je feSeni pocatetni ulohy
(p2") — qz =0, (15a)
26 = a, (15b)
ey P
resp.
d=zf, (16a)
(&) =, (16b)

a (a, b).



ZAPISKY Z NUMERICKE MATEMATIKY 2 9

Diikaz. Uloha (15) je diky linearité na intervalu (a, b) jednozna¢né fesitelnd, totéz plati pro tlohu
(16) (poté, co do ni dosadime za z FeSeni tlohy (15)). Odtud vyplyvé, Ze obé strany ve vztahu (14)
jsou dobfe definovany pro vSechna x € (a, b) a navic jsou diferencovatelné. Déle plati
(zpy’ —2'py — o)’ = 2'py’ + 2(py’) — (Z'p)'y — 2'py’ — ¢ =
=z2(f+ay) - p)y—c =2f - +(2q— (z'p))y=0
pro kazdé x € (a, b). To ale znamend, ze funkce zpy — z'py — ¢ je na (a, b) konstantni. Staci tedy
dokédzat platnost (14) v jediném bodé z € (a, b) a to se ndm skutetné podaii: (14) je totiz splnéno
pro z = &, jak se snadno presvédcime. O

Poznamka 1.2. Dlikaz predchozi véty je velmi jednoduchy a jeho znalost nam navic usetii nutnost
pamatovat si tvar tloh (15), (16) — ten totiz vyplyne z pozadavku, aby se derivace v diikaze rovnala
nule.

Nyni popiSeme samotnou metodu presunu okrajové podminky pro rovnici 2. fadu: Okrajové
podminky (13) chceme nahradit ekvivalentnimi poc¢éteénimi podminkami

y(zo) = w1,
y'(z0) = wo,
kde z¢ € (a, b) libovolné zvolime. Postup muzeme rozdélit do étyf krok:

(1) Nalezneme TeSeni z pocateéni tlohy

v=) =gz =0,
z(a) = aq,
) = L
#(a) p(a)’

a posléze Teseni ¢ pocatecni ulohy

d = zf,
cla) =m
(2) Nalezneme FeSeni u pocateéni ilohy
(pu')' — qu =0,
u(b) = aq,
/ B2
w'(b) = Y0)
a posléze Teseni d pocatecni ulohy
d = uf,
d(b) = 2.
(3) Resfme soustavu dvou linearnich algebraickych rovnic
(2p)(z0)w2 — (2'p)(wo)w1 = c(0), (17a)
(up) (wo)wz — (u'p)(wo)wr = d(wo) (17b)

pro dvé nezndmé w1, wa.’

Pozndmka 1.3. ReSitelnost soustavy (17) ndm dévé informaci o Fesitelnosti piivodni okrajové
ulohy:

e Nem4-li (17) FeSeni, nem4d je ani okrajovd tloha (12), (13).

o Ma-li (17) jediné FeSeni, mé i okrajova tloha (12), (13) jediné Feseni.

o M4-1i (17) vice FeSeni, ma i okrajova tloha (12), (13) vice TeSeni.

3Je-li y FeSeni tlohy (12), (13), musf podle véty platit y(zo) = w1, ¥ (z0) = wa.
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(4) Resime pocateéni tlohu

(ry') —aqy=f,
y(fo) = Wi,
y/(xo) = Wa.

Pozndmka 1.4. Bod zg € {(a, b) miZeme zvolit libovolné. Jako vyhodné se vSak jevi zvolit bud
o = a, nebo xy = b. Ukazme si, jak to dopadne pro zy = a:
(1) Nalezneme FeSeni u poCateéni ilohy

(pu) — qu =0,
u(b) = ag,
/ 52
u'(b) = _Ma
a posléze feseni d pocatecni tlohy
d' =uf,
d(b) = 7.

(2) Resime soustavu dvou linearnich algebraickych rovnic
arp(a)ws — Prwr = 71,
(up)(a)wz — (u'p)(a)wr = d(a)

pro dvé neznamé wy, ws.
(3) Resime pocateéni ulohu

(ry') —aqy=f,
y(a) = w1,
y'(a) = ws.

1.2.2. Okrajovd tloha pro soustavu rovnic 1. rddu. Uvazujme soustavu linearnich diferencidlnich
rovnic 1. fadu

Yy =A@y + f(z), z€(ab), (18)

kde A : (a, b) = R™™ a f: (a, b) = R™, spoleéné s dvojici okrajovych podminek
Uiy(a) = e, (19a)
Usy(b) = co, (19b)

kde U; € R, h(Ul) =ny, c; € R™ a Uy € R"27, h(UQ) = ng, co € R™, pricemz ny + no =
n > 1.
Véta 1.3. Bud y FeSeni soustavy (18) na intervalu {a, b) spliiujici pro n&jaké & € (a, b) vztah

Uy(§) = ¢,
kde U € R™" a ¢ € R™, #i < n. Potom pro kazdé = € (a, b) plati
R(z)y(z) = r(z), (20)
kde R, resp. r je Teseni pocatec¢ni tilohy
R’ = —RA,
R(§) =1,
resp.
r =Rf,
r(§) =c
na (a, b).*

4Pfipomefime, 7e R : (a, b) — R™" a ze (R')i5(x) = (Ry;)(x) pro vSechna x € (a, b), i € A, jen.
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Diikaz. Je podobny jako v jednorozmérném piipadé, proto jiz struénéji: (20) je zfejmé splnéno pro
x = £ a ddle pro vSechna z € (a, b) plati
(Ry-7) =Ry+Ry — 7' =Ry +R(Ay + f) 7' =
=R +RA)y+Rf-r'=0. O

Podobné jako v jednorozmérném piipadé chceme dvojici okrajovych podminek (19) nahradit

ekvivalentni poc¢atecni podminkou
y(zo) =m,
kde xg € (a, b) si zvolime. Zopakujme prakticky postup:
(1) Nalezneme Feseni R : (a, b) — R™™ pocéatedni tilohy

R = -RA,
R(a) = Uy,
a posléze feseni r : (a, b) — R™ pocateéni tlohy
r =Rf,
r(a) =c;.

(2) Nalezneme FeSeni S : (a, b) — R"™>™ pocateéni lohy

S’ — _SA,
S(b) = Uy,
a posléze TeSeni s : (a, b) — R™ pocateéni lohy
s'=Sf,
s(b) = co.

(3) Resime soustavu n linearnich algebraickych rovnic
R(xzo)n = 7(x0),
S(xo)n = s(zg).

pro n nezndmych n € R™.
(4) Resime pocateéni ilohu

y =Ay+f,
y(l’o) =T

1.3. Metoda siti pro ODE. Metoda siti, téz nazyvana metodou konecnych diferenci, predstavuje
v soucasnosti nejpouzivanéjsi zptisob reseni diferencialnich rovnic. Spoc¢ivé v diskretizaci - nahrazeni
defini¢niho oboru kone¢nou siti bodu a vyjadreni derivaci jako diferenci, tj. jako linedrnich kombinaci
funkénich hodnot v bodech sité. Vysledkem je soutava algebraickych rovnic s mnoha nezndmymi
(pFinejmensim tisice), kterd se fesi pomoci teorie matic.

Bud (a, b) omezeny interval a necht p € C(a, b) NCl(a, b), ¢ € C{a, b), f € C(a, b). Necht dale
plati

p(z) > po >0, gq(x)>0, Ve (a,bd). (21)
Uvazme diferencialni rovnici
— (p(2)y) +q(@)y = f(x), @€ (a,b), (22)
s okrajovymi podminkami
arp(a)y'(a) = fry(a) = i, (23a)

azp(b)y'(b) + Bay(b) = 72, (23b)
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kde ay, ag, 1, B2 > 0, 71, 72 € R, a navic
o+ /1 > 0,
as+ B2 > 0.
Pozndamka 1.5. Pokud neplati g1 = 2 =0 a ¢ =0, je tloha jednoznac¢né fesitelna.

Poznamka 1.6. KaZzdou linedrni obycejnou diferencidln{ rovnici 2. fddu lze zapsat ve tvaru (22),
podminky (21) vsak obecné nemuseji byt splnény.

Definice 1.1. Bud (a, b) omezeny interval. Potom ¢&islo
b—a
m

h:=

nazyvame krok sité. Sit na intervalu (a, b) definujeme jako mnozinu
wyp ={a+jh|j=0,..., m}.
Déle definujeme
wp={a+jhlji=1,..., m—1},
Yh = Wh — Wh.
Prvky mnoziny wp, resp. v, nazyvame vnit¥ni, resp. hranié¢ni body (uzly) sité.
Definice 1.2. Sitovou funkci nazveme libovolné zobrazeni v : @, — R.
Pozndmka 1.7. Oznacéme Hy, = {u : wj, — R} mnozinu vech sitovych funkei na dané siti. Jestlize na

‘H}, zavedeme obvyklym zptisobem operace séitani sitovych funkei a ndsobeni sifové funkce realnym

Cislem, dostaneme redlny vektorovy prostor dimenze m + 1. Muzeme tedy prostor Hj; ztotoznit s
R™HL.

Je-li u € Hy, sitova funkce, potom pro j € Mg oznalujeme
uj = ula + jh).
Povsimnéme si, ze toto znaceni je blizké béznému oznacovani slozek vektoru.

Definice 1.3. Libovolné funkci y : (a, b) — R lze pritadit sitovou funkci u € My, kterd je restrikei
funkce y na sit @y,. Tuto sifovou funkci budeme oznaovat Py, kde P je projekéni operator.

Definice 1.4. Bud'te || ||, norma na #y, || || norma na C(a, b). Rikdme, Ze norma | ||, je konzis-
tentni, jestlize

IPrylln =

Jim lyll, vy € Cla, b).

Priklad 1.1. Norma

max [y(a + jh)|
JjE€mMo
je konzistentni s maximovou normou na C(a, b).

Pryllno :

Priklad 1.2. Seminorma

p

1Prylln.p =

m—1
>yl
j=1

je konzistentni s LP-normou na C(a, b).

Definice 1.5. Bud u € H;, sifova funkce. Pak definujeme nasledujici operatory interpolace:

(1) Qn: Hn — Cla, b),

“ r—a—(j—1)h
Quiurr ) [“Jl + %(W - Ujl)} X({a+(j—1)h, a+jh)
j=1
(2) Sh:Hp — L>(a, b),
m—1
Sprurs U0X(a,at+4) T Z Ui X (at(j—1)h, a+(+1)h) T UmX (b1 b)-
j=1
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Pozndmka 1.8. Je-li u € H;, sifovd funkce, pak Qpu, resp. Spu je po ¢astech linedrni, resp. po
¢astech konstantni funkce.
1.3.1. Diferencni ndhrada derivaci.

(1) Dopredna diference

(@) ~ (o) = LEED 2 VD
(2) Zpétnd diference
y(z) —y(z —h)
Y .
(3) Pro ndhradu 2. derivace pouzivame vyraz yz,(x) := (yz)z(z). Je tedy

" _ylo+h) —2y(x) +y(x —h)
Y (CU) ~ y:f:x(x) = 12 ’

y'(x) ~ yz(x) =

Pozndmka 1.9 (ndhrada diferencidlnich operdtori). Linedrn{ diferencidln{ operator L : y — —(py’)’ +
qy nahradime linedrnim diferenénim operatorem Lj : u — —(puz)z + qu. Specidlné linedrni dife-
rencidlni operator L : y — —3” nahradime linedrnim diferenénim operdtorem Ly, : u — —uzg.

Definice 1.6 (Landautiv symbol). Bud a > 0. Rekneme, 7e funkee f : (R) — R definovana v okoli
nuly je O(h®), je-li funkce
h
L )

ha

v okoli nuly omezena.

Definice 1.7. Chybou aproximace diferencialniho operdtoru L nazyvame sifovou funkci ¥y, defino-
vanou pro y € Dom(L) vztahem

Wy, := Pn(Ly) — Ln(Pry).
f{ekneme, ze diferen¢ni operator L; aproximuje diferencidlni operator L, jestlize existuje

takovd konzistentni sitovd norma || ||, Ze

lim ||¥ =0, Vye&Dom(L).

i +|| nlln Yy (L)
Jestlize navic existuje takové o > 0, Ze pro kazdou funkci y € Dom(L) plati || ¥, = O(h®), potom
fikame, ze diferencni operator Lj; aproximuje diferencialni operator L s presnosti radu «.
Pozndmka 1.10. Plati

~ plxz+h)y(z +h) —p(h +2)y(r) — p(x)y(z) + p(z)y(z — h)
(puz)sz(z) = 12

o —

a po dosazeni x = a + ih dostaneme proi € m — 1

Pit1(Yiv1 — ¥i) — pi(yi — yi—1)
((pui)z)z = n2
Véta 1.4. Jestlize funkce p, ¢ splnuji zdkladni predpoklady, potom diferen¢ni operdtor Ly : u —
—(puz)s + qu aproximuje diferencialni operdtor L : y — —(py’)’ + qy s presnosti O(h).
Diikaz. Pro j € m—1 je
(Wn); = (Ly)(a+ jh) = (Ln(Pay)); = —(py') (a+ jh) + (q); + ((pyz)z); — (a); =
_ i1y —y) =iy — Y1)
= o
Zbyva vhodné vyjadiit (py’) (a + jh). Je

— (py') (a+ jh).

2

() + ) = (') (&) + by () + o ') (@) + O(?),

takze
(py')(x +h) — (py')(z)

() () = ; o)) + 00
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_ ' j+1)h) — (py')(a+jh) h :
Jesté potiebujeme vyjadiit y'(a + jh), resp. y'(a + (§ + 1)h). Je

h2
y(z —h) = y(a) = hy'(z) + 5-y"(z) + O(h?),

2
takze
y/(.’IJ) — y(l‘) — :}Ul(x — h’) + gy//(x) + O(hQ)7
a proto
y’(a+jh) — y(a+]h) _y}ga+ (.] — l)h) + gy//(a+jh) +O(h2),
Y(a+ (G +1m) = LT 1)2) —ylatih) | gy”(a +(j+ Dh) + O(h?).

MiuzZeme psat

oy 1 Yirr—Y  h .
(@t 0 = [y (B2 4 Bk (o )+ 00 ) -
h 2
. . ) N (oI
:pj+1yj+22 Yj 7pjyj thj—l +pj+l(y )J+21 piy )Jf

)"t )+ O,

Odtud s vyuzitim Lagrangeovy véty o stfedni hodnoté plyne

—p; (yﬂ_yﬂl + ﬁy”(a Y jh) + O(hg)ﬂ - g(py’)"(a +jh) + O(h*) =

(W), = 2oy (a + i) — AL sy )

2 2
h h
= 5y (a+ jh) = 5 (py") (&) + O(h),
kde §; € (a+ jh, a+ (j + 1)h). Konecné
p m—1 P m—1
(”%'hm) ~ S ‘ Wi S hi Ly a + 3h) — (L), l? =

j=1 j=1
m—1 NI . 11\/

_ h‘(py) (a+3h2)—(py)(£j)+0§lh)p' .
j=1

Nyni jiz umime nahradit diferencidlni rovnici (22) soustavou linedrnich algebraickych rovnic, v
niZ jsou nezndmymi hodnoty feseni nasi okrajové tlohy v sitovych bodech. Jesté je tieba nahradit
okrajové podminky (23).

Pozndmka 1.11. Utiime nasledujici tmluvu: Cislo (y.); = (yz)(a + jh), j € {0,...,
m— 1}, budeme znacit y,, ;. Podobné ¢&islo (yz); = (yz)(a+jh), j € {1, ..., m}, budeme znaéit yz ;.

Vyraz y'(a) v (23a), resp. 3/ (b) v (23b) nahradime vyrazem y, o, resp. yz,m. Celkové pak okrajové
podminky (23) nahradime vztahy

Q1potz,0 — Piuo = 1, (24a)
QoPmUz,m + Potim = Yo (24b)

Oznatme (1Y) y—a, resp. (Iy)z—p levou stranu rovnosti (23a), resp. (23b) a polozme

= (i)
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Podobné oznatme (I,u)g, resp. (Ipu),, levou stranu rovnosti (24a), resp. (24b) a polozme

= ().

Pozndmka 1.12. Na [ se miizeme divat jako na linedrni zobrazeni [ : Dom(A) — R?. Chyba aproxi-
mace tohoto zobrazen{ zobrazenim I, : Hj, — R? je O(h).

_(mn
7= (20),

miuzeme okrajovou tlohu (22), (23) vyjadfit ve tvaru

Jestlize dale oznacime

Ly = f (25a)
ly = 7, (25b)
kde L : y — —(py')’ + qy. Tuto dilohu nahradime tilohou
Lhu == th, (26&)
lhu = 7, (26b)
kde Ly, : u — —(puz). + qu. Jestlize rozepiseme (26a) po slozkdch, dostaneme
_ Pit1 (Uit1 — uziﬂ— Pi(u; — ui—1) fqui=fi, i€ Tm; (27)
podobné ze vztahu (26b) dostaneme
U1p — Ug
Qpo—p— — Piuo = i,
Uy — U
O‘memel + Boum = 7o
Je tedy (26) soustava linedrnich algebraickych rovnic
R DL R 2 -
—Pug + (B4 q)u — B uy = fi
_nglum72 + (pm_}i# +Qm71) Um—1 - %um = fmfh
— 2l + (ﬂz + Lf’”) Um= V2.
Oznac¢ime-li Aj, matici soustavy (je zfejmé 3-diagondlni), mizeme tuto soustavu zapsat ve tvaru
At = @, (28)
kde
ug }1
Ul !
U= ) _‘h =
fm—l
u
m Vo

Pozndamka 1.13. V pripadé Dirichletovych okrajovych podminek (tj. a1 = s = 0) je celd situace o
néco jednodussi: Neni tieba provadét zadnou ndhradu okrajovych podminek, nebot hodnoty feseni
v hraniénich uzlech jsou podminkami (23) p¥imo zaddny (bez ijmy na obecnosti predpoklddejme,
ze y(a) = 71, y(b) = v2). Soustava (28) se pak nepatrné pozméni: Prvni a posledni rovnice z ni
wypadnou” a druhé, resp. predposledni rovnice bude mit podobu

(plh#‘ﬂh)m - Buy = [+ 5B,

resp.

Pm—1 Pm—1+Pm _ m
T Th2 Um—2 + (% + mel) Um—1 = fmfl + %72

Zbylé rovnice ziistanou nezménény.
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1.3.2. Konvergence a presnost.

Definice 1.8. Nechf (25), resp. (26) je okrajové, resp. diferenéni (sitovd) tloha. Rikdme, 7e FeSeni
up, : W, — R tlohy (26) konverguje k feSeni y : (a, b)) — R tlohy (25), jestlize existuje takova
konzistentn{ sitova norma || ||, Ze

li - —0.
hgg+||uh Prylln

Rikdme, 7e konvergence je ¥adu «, jestlize ||up, — Prylln = O(h%).
Pozndmka 1.14. Uloha (26) je ,parametrizovand” parametrem h. Tento parametr ovem nenabyva
libovolnych kladnych hodnot, ale jen spocetné mnoha hodnot
b—a b—a

g T
Tuto skuteénost je tfeba mit na paméti, nebof ji v dalsim jiz nebudeme p¥ipominat a budeme pro
jednoduchost psat pouze h > 0 apod.

b—a,

Definice 1.9. Systém tloh
{(26) : h > 0} (29)
se nazyva diferenc¢ni schéma.
Definice 1.10. Diferenéni schéma (29) se nazyva korektni, jestlize existuji takovd kladnd ¢éisla hg
a M, ze pro kazdé h € (0, hg) plati nésledujici dvé podminky:
(1) (3@, C R™T)(VF), € @5)((28) mé prave jedno fedenf @ € wy,),
(2) (V@ € @n)(Vonr € Pn)(lltn — dnllin < Ml[@n — Phll2n),
kde || ||1n & || ||2n jsou konzistentni normy. Druhd podminka se nazyvé stabilita.
Véta 1.5 (Laxova). Diferenéni schéma (29), které je korektni a aproximuje diferencidlni operator,
je konvergentni.
Diikaz. Zuzenim (25) na sit a naslednym ode¢tenim od (26) dostaneme
Lypu—Py(Ly) =0 na wp, (30a)
Ihu —Pr(ly) =0 na . (30b)
Chyba aproximace diferencidlniho operatoru L byla definovéna jako sitova funkce
Uy = Pr(Ly) — Ln(Pry).

Vyraz Lp(Pry) ma oviem smysl jen na wy. Sifovou funkci ¥; proto miiZeme v hrani¢nich uzlech
sité dodefinovat vztahem

Uy = Pu(ly) — ln(Pry).
Nyni muzeme (30) prepsat jako
Lpu— Lp(Pry) =¥y, na wp,
lhu — 1, (Pry) = ¥ na -y,
neboli
Ly(u—Pry) =¥, na wp,
In(u—"Pry) =¥, naqyp.

Za predpokladu, ze Uy € &y, existuje podle definice korektnosti M > 0 tak, ze pro kazdé h > 0
plati
lw = Pryllin < M|[¥hll2n. (31)
Vyrok ,.diferencni schéma aproximuje diferencidlni operator” znamend existenci takové konzistentni
sifové normy || ||, Ze
W1, "% 0,

takze staéi ve vztahu (31) provést limitu h — 0+ a vyuzit ekvivalence norem na siti. O
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1.3.3. Technika apriornich odhadii.
Definice 1.11. Bud'te u, v : wp — R, v = (ug, ---, Um), v = (vo, - .., V). Potom klademe
m—1 m
(u, v)p = Z hujv;, [u, v] == Zhujvj,
j=1 §=0
m—1 m
[u, v) = Z hujvj, (u, v] == Zhujvj.
§=0 j=1
Déle definujeme
lulln = v/ (u, wn, |[u]] = V/[u, u],
[l :=VIu, ), u]l ==/ (u, ul.
Véta 1.6. Tii uziteéné formule pro sitové funkee:
(1) Sitova formule per partes:
(ua vm)h = UmUm — UoV1 — (uiv U]a (32)
(u, vi:)h = UmUm-1 — UV — [u:cv U)~ (33)
(2) Prvni Greenova formule: Necht p(z) > pg > 0 pro x € w),. Potom
(v, (puz)a)n = —(puz, vz + (pvuz)m — p1(vua)o. (34)

(3) Druhd Greenova formule:

(U7 (pui’)fl’)h - (u7 (pvi)m)h = pm(vui - Uiu)m —P1 (umv - UIU)O'

Diikaz. (1)
m—1 m—1 v v m—1 m—1
Jj+1 J
(u, vz )p = huj(vg); = hu; . = E UjVj41 — E Ujvj; =
J=1 Jj=1 Jj=1 j=1
m m—1 m
= z :uj—lvj E : Ujv; = E (u]—l - ’LL])’Uj — UpV1 + UmUm =
=2 j=1 j=1
L T—
J j—1
=— g thj — UQU1 + UV = —(Uzv] — UV + U V.-
=1
m—1 m—1 m—1 m—2
(w, va)n = D huy(ve)y = Y iy — 1) = D wjv; — > ujav; =
Jj=1 Jj=1 j=1 j=0
m—1
= (Uj — Ujp1)Vj — UpV0 + UmUm—1 = —[Ug, V) — UgV0 + U Um—1.
Jj=0

(2) UZitim formule (32) pro u = v, v = puz dostaneme

(’U, (pui)x)h == *('U:i, pui] — VoP1 (ui)l + Umpm(uic)ma
ale

U1 — Up

h = (Um)o

(3) Oba ¢leny na levé strané se upravi pomoci formule (34). O
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1.3.4. Sobolevovy nerovnosti (sitové analogie vét o vnorent).

Lemma 1.1. Bud u: @, — R takové sifové funkce, Ze uy = u,, = 0. Pak plati

Vi a

lellno < =

[[uz]]-

Diikaz. Pro libovolné k € m — 1 je

k
Z huz
j=1

|(Dij

k k
—u;
J ! ZUj—ZUj_l = Uk — Up (35)
j=1 j=1
a podobné
DR S 0

j=k+1 j=k+1
Podle predpokladu je ug = u,, = 0, a proto se (35), (36) redukuji na

k m
Up = E huzj, up=— E hugz ;.
Jj=1

j=k+1

Pro libovolné X plati u2 = (1 — A)u? + Aui. Specialng, polozime-li A\ = %, mame s vyuZzitim

Schwarzovy nerovnosti v R, resp. v R™™*

2 2
) k El &
up, = 1_E Zh“i,y + — Z hug ;| <
J=1 j=k+1
k k k k m m
2 2
() (] (sl )+ | X a) [ 3 nhest | -
j=1 j=1 j=k+1 j=k+1
—_————
kh (m—k)h
k m
=kh(1l—-—
( m)ZmuM . Z hlug ;> =
Jj=1 j=k+1
k‘ m k k m
=kh(1-— P =b—a)— (1-= 54l
( m) Zh |uz,; (b a)m (1 m) Zh |uz,j
j=1 j=1
Funkce f(z) = z(1 — z) ma na intervalu (0, 1) maximum v bodé = 1 a f(1) = . Proto
m(l=m)<ga

[ — 5 b—a
P < > hl(uz);l* = luz][>.
4 < 4
j=1
Dokéazali jsme, ze pro kazdé k=1, ..., m — 1 plati

vVb—a
2

lug| <

[[uz]].

Protoze ug = u,, =0, je

Vb —a
lullno = max jup| < ———llus]l. O

kEmg

Lemma 1.2. Necht u: @, — R, ug = u,, = 0. Pak plati

b—a
[ulln < [Juz]]-
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Diukaz. Je
m—1 m—1
2
lullf, = > hlus* < lullfo Y h=llull}o(m - 1)h <
j=1 j=1

< |ulli omh = Jlullf o(b - a).

Odtud a z predchoziho lemmatu dostaneme

vVb—a b—a
lulln < VE= = sl = Z us. O

Poznamka 1.15. Tato poznamka ma slouzit jako motivace dikazu nasledujici lemmy. Casto je
uzitetné najit bazi daného prostoru funkci tvorenou vlastnimi vektory néjakého eliptického dife-
rencidlntho operatoru. Jako priklad zkonstruujeme bazi Sobolevova prostoru VVO1 ’Q(a, b) tvorenou
vlastnimi funkcemi diferencidlniho operatoru L : y — —y".

Uvazme okrajovou tlohu

—y" —AXy=0 na (a, b),
y(a) =0, y(b) =0.
Predpokladejme Teseni ve tvaru
y(x) =sina(z — F).
Dosazenim do okrajovych podminek dostaneme
sina(a — ) =0, sina(b—p)=0.

Volbou 8 = a identicky splnime prvni rovnici a z druhé ziskdme podminku

sina(b —a) =0,
.
alb—a)=kr, keZ,
neboli )
a="F , keZ
b—a
Ziskali jsme tak systém funkci
y(z) zsinb_ﬂ (r—a), kel

Po dosazeni do diferencidlni rovnice dostaneme

( i )Qy(x)—)\y(x):o, ke Z.

b—a

Tato rovnice je evidentné splnéna pro

2
/\< ’”) . keN.
b—a

Lemma 1.3. Necht u:w, — R, vy = u,, = 0. Pak

h? (b—a)?

7 luall® <l < == llua]l”
Diikaz. Resme diskrétni tlohu na vlastni &isla:
—Uzy — Au = 0, (37)
Uy = U, = 0. (38)

Okrajové podminky (38) definuji (m — 1)-rozmérny podprostor v Hjp. Tento podprostor mizeme
ztotoznit s R™~1. Rovnici (37) mtizeme piepsat do podoby

Lyu = \u,



20 WIKI SKRIPTUM FJFI

kde Ly, : u — —ugz, je linedrni operdtor na R™~!. Rozepsanim (37) po slozkach dostaneme

1 )
—E(Uj+1—QUj+Uj,1)—)\Uj:0, j=1...,m—1. (39)
Predpoklddejme feseni ve tvaru u; = sin(ajh), j =0, ..., m. Prvni okrajova podminka je splnéna

automaticky, ze druhé plyne
sin(amh) = sin(a(b—a)) =0,

a tedy a(b — a) = kr, k € Z. Ziskané sitové funkce
(k) kmw

w; ’ = sin
J b—a

k
jh=sin 24 j=0,....,m, keZ,
m

dosadime do diferenéni rovnice (39). Dostaneme

1. k k k k
—— |sinE(j 4 1) — 2sin —j + sin — (j — 1)| — Asin —j = 0.
h m m m m

Pomoci vzorcu
a—>b
2 b)
a—b
2

. . a .
sina — sinb = 2 cos Sin

. a .
cosa — cosb = —2sin Sin

upravime
k k k
S~ (j 4+ 1) — 28in —j + sin — (j — 1) =
m m m
k 3 k k
- [sinﬂ(jJrl) sin”g} - {sinszinﬂ(j 1)] -
m m m m

krn (. 1\ . km krn (. 1\ . km
=2cos— 7+ - ])sin— —2cos— |j— = |sin— =
m 2 2m m m

—QSinkir coskir '—&—1 —cos]iT '—1 =
N 2m m J 2 m J 2 N

o kw km . km o kw 2 kT,
=2sin — |—2sin —jsin — | = —4 ( sin — | sin —j.
2m m 2m 2m m

Mizeme tedy prepsat (39) jako

4 k k k
i Cgin N o AsinLj=0, j=1,...,m—1, keZ.
h? 2m m m
Z toho plyne, ze
4 S km
)\k:ﬁsm %, ]CEIV—7

jsou vlastni ¢isla diferenéniho operatoru Ly : u — —uz,. Pro h — 0 se A blizi vlastnimu éislu z
ptedchozif tilohy. Odpovidajicimi vlastnimi sffovymi funkcemi jsou

k
ug-k) :sin—wj7 ji=0,...,m, keZ.
m
Z (39) je zfejmé, Ze matice operdtoru Ly ve standardni bdzi mé tvar
2 -1
-1 2 -1
-1 2 -1
E(Lh)f — . ' ) c Rmfl,mfl.
-1 2 -1
-1 2

Operétor Ly, je tedy symetricky, a mé proto m— 1 LN vlastnich vektort, tvoricich bazi R™~!. Odtud
vyplyvé, Ze namisto k € N, nebo dokonce k € Z ma smysl zabyvat se pouze k = 1, ..., m — 1.
Ukézeme, 7e vlastni sitové funkce u(?), ..., u(™=1) jsou ortogonalni.
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Budte k, [ € m — 1. Potom s vyuzitim 1. Greenovy formule (34) a okrajovych podminek (38)
dostavame

(g ) = (g = (i i + (i ] = 0.

T ) ? rr x

Zaroven ale vime, Ze plati
,u;’;) — /\ku(k) =0, -— (l) )\lu() =0,
a tedy

W u®y, — @® Dy, = =X (w®, u®) + X @® D) = (A = M) (@®, 0 D).

Celkem jsme dokazali, ze plati
(A= 2) (@™, u), =

takze vskutku u®) 1 u® pro k # 1.
7 toho, co bylo dosud feéeno, vyplyva, Ze pro kazdou sitovou funkci v : @y, — R spliiujici okrajové
podminky (38) existuji o, ..., am—1 € R tak, Ze

m—1
= Zakugk), j=1...,m—1.
k=1

Odtud

3
L

m—1
[ull? = (u,u)n =Y arar(u® u®), = > afllu®? (40)
k=1

>
Il
—

a podobné

m—1 m—1

k) (1
luzl® = (uz, us) = D anan(u? ud] =3 AW [u®7,

k=1 k=1

kde jsme ovSem navic opét vyuzili toho, ze
k) (1 k
(g, 0] = = (gl ) = MO ), O
Protoze sinz je na (0,7/2) rostouci, plati 0 < Ay < -+ < App—1, a proto s vyuzitim (40) muzme

psat

m—1
luzg]|* < A0 adlu®™ ;= AP a7,
k—

m—1

k h = h-

luz][* = A~ [u® 7 = AW Julf;
k=1

Odhadnéme hodnoty AW a A(m=1_ Ziejmé plati

_ 4  ,mim—-1) 4
m—1) __ 2
Al = B2 o 2m = h2’
Pro z € (0, w/4) je sinz —f%:c a tedy

4 8 72 8 8

)\(1) = = .
= n2a24m? - m2h? (b—a)?

7 téchto nerovnosti plyne tvrzeni lemmy. O
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1.3.5. Metoda energetickjch nerovnosti (pripad Dirichletovjch okrajovych podminek). Uvazujme
tlohu

—(py') +ay = f na (a,b),
y(a) =, (41)
y(b) = 2,
a odpovidajici diferen¢ni schéma
—(puz)z + qu = f na wy,
Uy = V1, (42)
U = Yo
Zuzenim tlohy (41) na sif a naslednym ode¢tenim od tlohy (42) dostaneme
—(puz)z + qu —Pu(—(py") + qy) =0, (43a)
(u—"Pry)o = (v — Pry)m = 0. (43b)
Polozime-li L : y — —(py') + qy, Ly, : u— —(puz). + qu, potom chyba aproximace bude déna
U = Pr(Ly) — Ln(Pry) = Pu(—=(py)" + qy) + ((Pry)z)z — aPry-
Muzeme tedy vyraz na levé strané (43a) prepsat jako
—(puz)e + qu = ¥n + (P(Pry)z)z — ¢Pry = — (puz — p(Puy)z), + a(u — Pry) —
Oznadime z = u — Py, ziskd tloha (43) podobu
—(pzz)s + gz = Uy, (44a)
20 = zm = 0. (44b)
Skaldrnim vyndsobenim (44a) feSenim z v soucinu (-, -);, dostaneme
(W, 2)n = (=(P2z)x + 42, 2)n = —((P22)2, 2)n + (42, 2)n = (P22, 2] + (42, 2)n,

kde jsme vyuzili 1. Greenovu formuli a (44b). Ze zdkladnich pfedpokladi vime, ze pro i € mg plati
q; > 0 ap; > cy > 0; odtud plyne, ze

m—1

(qz,2)n = Y hgiz} >0,
i=1

(pzz, 2z) thz‘zxz| >COZh‘3xZ| —COHZxHa
a tudiz

(Th, 2)n > collza]|*. (45)
Pozndmka 1.16 (Youngova nerovnost). Bud'te a, b € R, € > 0. Pak

<
ab 2a—i—2b

Diikaz. Za danych predpokladt je

1\’ 1
0<(vea———=b) =ea®+=-b>—2ab. O
NG €

Podle Schwarzovy a Youngovy nerovnosti je pro kazdé € > 0
€ 1
(Tns 2)n < [ Cnllnllzlln < 5 1190115 + 5 l12115
Dosadime-li do (45), mdme s vyuzitim lemmatu 1.2
(b—a)?

collza][? < H‘I’hllh+ — =k < 5 II‘I’hIIi+ 221",
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Chceme, aby platilo % = £, a proto volime
2
N Gl
400
Pak dostaneme
o o _ (b—a)’ 2
D12 < 21w, 2.
2ol < Lo

Po tpravé obdrzime tzv. energetickou nerovnost

2 b—a\? 2
el < (== ) 1wl

Pozndmka 1.17. S vyuzitim lemmy 1.1 plyne z predchoziho vztahu odhad

4 b—a\’
slelo < (B0) toalk

Odtud
(b—a)s
4C()

Z této nerovnosti vyplyva, ze diferenéni schéma (42) je korektni (a stabilni).

1Zlln0 < 1@ lln-

Pozndamka 1.18. Posledni nerovnost v predchozi poznamce jsme ovSsem mohli ziskat téz takto: Podle
(45) je
2
collzz]|” < [[Wallnllzla-
Nyni vyuzijeme lemmat 1.1 a 1.2. Dostaneme
2 2
g—F——
Vb—ab—a

odkud jiz plyne doty¢ny odhad.

2lln.0ll2lln < [[€nlln]lz[ln,

Poznamka 1.19. Ze vztahu (45) lze odvodit jeSté jiny odhad. Podle Schwarzovy nerovnosti je

(Uh, 2)n < |[[Whnll2]ln a podle lemmatu 1.2 zase ||zz]|> > ﬁ”z”i Odtud

400

mllzlli <@l ]l

Po vykréceni ||z]|;, dostdvame zdkladni energetickou nerovnost

(b—a)?
Izlln < Tl %5 |-

Z této nerovnosti plyne stabilita diferen¢niho schématu (42): Uvazujme diferenéni Glohy

—(puz)e + qu = f, —(pvz)z +qu =g,
Up = V1, Vo = 71,
Um = 72, Um = V2.

Polozime-li z = u — v, ¥}, = f — g, dostaneme odectenim téchto dvou tloh dlohu (44), a proto plati

lu = vlln < MI[f = glln,

kde
(b—a)?
M=
460

je konstanta stability, jez nezavisi na h.
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Poznamka 1.20. Z véty 1.4 vime, ze hlir(r)l [¥r]ln = 0. Odtud a z energetickych nerovnosti plyne
—0+
lim [Ju — Prylln =0,
i, =Pyl
tj. konvergence, nebot
(b—a)?
———|Vn]|n-
Too (RZAIR

Navic vime, %e ¥ad konvergence je stejny jako fdd aproximace (tj. O(h)), nebot konstanta v
predchozim vztahu nezavisi na h.

lu —Prylln <

1.3.6. Metoda energetickych nerovnosti (obecny pripad). Budeme se zabyvat okrajovou tilohou
—y"=f ma (a,b),
~y'(a) = Pry(a) + 11, (46)
y'(b) = Bay(b) + 7,
kde 1, B2 < 0. Tuto tlohu nahradime diferené¢nim schématem
—uzz = [ na wp,
—Ug,0 = Pruo + 71, (47)
m = B2um + 72,

jez muzeme prepsat jako

Ant = @,
kde ) )
7 (=uzo0 51”0 i
—(uza fi
R ( fo
Ahu = = .
Uaca: m—1 fm—1
i2z (ux m — B2tm) %’72
Definice 1.12. Na prostoru Hy, zavadime skaldrni souéin [-, -] pfedpisem
= Z hu;v; + uovo + UV ).
Déle zavddime normu |[-]| vztahem |[u]| := \/[u, u].
Pozndmka 1.21. Lze se piesvédéit, ze norma |[-]| je konzistentni s L2-normou.
Lemma 1.4. Operétor A je v [, -] samosdruzeny.

Dikaz. Budte u, v : W, — R. Potom
2 2
UOE(_UJU,O — Bivo) + umﬁ(vi,m — fav,) | =
= (u, —Vza)h — UoUz,0 — B1UOVY + UmVz,m — BolmUm =
= (uz, Vz] — UmVz,m + UoUz,0 — UUz,0 — B1U0VY + U Uz, — B2l U =

= (vg, uz] — B1uovo — PolmUm =

= UmUz,m — VolUz,1 — (’U, uir)h - ﬁluovo - ﬁQumvm =

[u, Av] = (u, Av)p +

h 2 2
= (v, —Uzz)n + 3 (voh(—um — Bruo) + ’Umﬁ(ui,m - Bzum)> =

= (Au,v), + g <Uoi2z(_um"o — Prug) + vm%(uf,m — ﬂgum)> =[Au,v]. O

Lemma 1.5. Nechf —8; > ¢; > 0a —32 > ¢; > 0. Pak A je pozitivné definitni a pro kazdou
u € Hp, plati [Au,u] > c(a, b)|[u]]?.
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Diikaz. Budeme postupovat jako v lemmatu 1.1. Vime, ze

k m
u = up + E hugz;, Uk = Upm — E hugz,;.
i=1 i=k-+1

Odtud s vyuzitim Youngovy a Schwarzovy nerovnosti dostavame pro kazdé ¢ > 0

k k 2 k 2
1
ui = u% + 2ug E hum + < E hu%i) < (1 —|—8)u(2) + (1 + E) < E huw) <
i=1

=1 1=1
1 k
(1 1+ = =2
(1+e)ud < +€>k’h;h|u7|

S(1+5)ug+< >

m m 2
ui = uzn — 22Uy, Z huz ; + ( Z hum,i) <

i=k+1 i=k+1

2
1 m
< (1 2 - .
<(14e)u;, + <1+ 8) (Z huw> <
1=k+1
)X Y alust
1=k+1

i=k+1

(1
(1) onmi 3
(

Obdobné

+

M | =

—_

<(1+e)u?, +
( +

= (1+¢e)u?,

™

i=k+1
Celkem

Jim
1+e 1+:
= 2

5 (ug Jrufn) +

k
h h|uzl| + m — k Z hurz')
1=1 i=k+1
1

1+e¢ 1+ =
g77%+%q——é—aZsz,

nebot kh < mh=10—a, (m—k)h<mh:b—a Dale plati
h
[l = [l + 5 (g + ur) Zhu <2 5 (U5 + up) <

0= alusl) + 53 + ) =

1
€

1+
(ug + ) + —=

() + G (14 1) (0 )l + G+ <

(m—1)he+1
2 €

(b—a)lus]|* <

1+e e+1(b—a)?
< (-t it @ +az) + O D
neboli 9
2 € 2 2 € 2
24— > L AT 48
ol + 5 (0 +12) > = ) (48)
Nyni jiz bude dikaz hrackou. Je
h 2
[Au, u] = (—uzg, Wp + = (—Uz,0 — S1uo) —Uo + = (Uz m — Polim) — U =
2 h 2 h

= HU:E”Q + UoUz,0 — UmUz,m — UpUg,0 — /Blug + U Uz,m — ﬂQUEn =

= [luz]|® — Brug — Bou?, > |Juz]|* + c1(uf + uZ,).
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Zvolime-li € = ¢;(b — a) v (48), dostaneme

2
A, > —

“ci(b—a) +1b—a|[u]|2' =

Tvrzeni 1.1. Diferencni schéma (47) je stabilni a jeho feSen{ konverguje k FeSeni tilohy (46) s fadem
Vh v normé [[-]] a s fadem h v normé || - ||n.0-

Diikaz. Budeme postupovat podobné jako v tvodu odstavce 1.3.5. Ulohu (46) ztzime na sit a
odecteme ji od dlohy (47). Tak ziskdme soustavu rovnic

—Uze — Pu(=y") =0, (50a)
—uz0 — (Pu(=y"))o = B1(u — Pry)o, (50b)
Uz,m — (Ph(y/))m = 52(11' - Phy)m (5OC)

Polozme L : y — —y", Ly, : u— —uz,. Chyba aproximace je déna
Uy, = Pu(Ly) — Ln(Pry) = Pr(=y") + (Pny)za

a je fadu O(h?). Rovnici (50a) tudf{Z miiZeme ptepsat jako

—Uze + (Phy)il - \I/h
neboli

—(u = Pry)zz = V.
Déle polozme I : y — (—y', ¥'), I : u — (—ug 0, Uz,m). Chyby aproximace jsou dany

Yo = (Prly) — I(Pry))o = (Pr(=y")o + (Pry)z.0,
Uh,m = (Pu(ly) = h(Pry)my = (Pr(y)m — (Puy)am,
a jsou fadu O(h). Nyni muzeme (50b), (50c) piepsat jako
—Uz,0 + (Pry)z,0 = B1(u — Pry)o + Yn,o,
Ug,m — (Phy)i,m = 52(’“ - Phy)m + \I/h,m-

Polozime-li z = u — Py, ziskdme soustavu rovnic

—Zzx = lI/ha

—2zz,0 = B120 + Vn.0,

Zz,m = 522:771 + \Ilh,m~
To je ovsem diferenéni schéma (47), jez muzeme maticové zapsat ve tvaru

20y 0
Az = ()70 |
%\Ilh,m

Podle predchoziho lemmatu existuje ¢ > 0 tak, ze

7 < A= 2] < Sl[AlE] Ve € Ha

Odtud
1
|[u = Pryll =[]l < ~[[A]] =
1 (&= h (4 4 :
== (Z h(Up )2 + 3 (hﬂ\yi’o + h2\I’i2Lm)> = O(h'/?).
i=1
Podle definice je ||u||s,0 = max |u;|. Podle diikazu lemmatu 1.5 je
1€Emo

1+e¢ 1+1

WS S )+ (- o)),
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a proto
1+e 1+e
2130 < —5— (28 + 22) + ——(b = a)llza] 2 =
1+4+¢

=5 07 {bfa@éﬂi)ﬂzxn?}

Zvolime-li € = ¢1(b — a), dostaneme s vyuzitim (49)

1+ci(b—a l1+ci(b—a
el o < 2EAC=D 22 4 22) 1 zal) < LA Da
1 €1
m—1
1+c1(b—a) h (2 2
= Upizi +=| =0 —Uh mZm <
5, ; h¥y, 52 + 5\ 7 h,0%20 + 5 Yhm?
m—1
14+ci(b—a
< tralza [Z B+ 0]+ [ W] | 2]
€1 i=1
Odtud
m—1
14+ci(b—a
lu — Pyllno = lzllno < # lz P9 4+ [Yhol + [¥hm|| = O(h). O
i=1

Poznamka 1.22. Vysledkem realizace metody siti pro jednorozmérné okrajové tlohy je soustava
Ad = ¢ s 3-diagondlni matici. K Feseni takovych soustav pouzivame napf. metodu faktorizace:
Uvazme soustavu rovnic

Uy = K1U1 + 1,

Au;—1 — Chuy + Biui1 = —F;, 1€ 777—\1,
Um = KoUm—1 + U2.
Resenf hledejme rekurentné jako linearni kombinace
U = Qip1Uip1 + Biv1, i=m—1,...,0. (51)
Po dosazeni do soustavy dostaneme
ap = Ky, B = pa,
B; BiAi + F; .
o — — . = =), 1€EMmM — 1
i+ C; — Oéz'Ai BZJFI C; — aiAi
Po vy¢isleni téchto koeficientid mizeme vypocitat
pa + K2fBm
Uy = ———————
1 — aypko

a dalsi slozky FeSeni pocitdme podle (51).



28 WIKI SKRIPTUM FJFI

2. NUMERICKE RESEN{ OKRAJOVYCH ULOH PRO PDE ELIPTICKEHO TYPU

Bud © C R" omezend oblast, jejiz hranici je nadplocha I' po &astech t¥idy C'. Zabyvejme se
linedrni parcialni diferencidlni rovnici 2. radu

—div(A(z)Vy) +q(z)y = f(z) vQ (52)
spole¢né s okrajovou podminkou
0
a(a)5% + Bla)y =(x) nal. (53)

Symbol % znadi derivaci ve sméru tzv. konormdly i = AT, kde AT znaéi transponovanou matici
A a vV je smérovy vektor vnéjsi normaly k nadplose T.
Predpokladame, ze plati ¢ > 0 a ze existuje pg > 0 tak, ze

(AL €) = polldl® nag, vEeR”.

Pozndamka 2.1. Jsou-li o, B > 0 a navic a + 8 > 0 a jsou-li funkce A, q, f, a, B, v dost hladké, je
tloha jednoznacné resitelna.

2.1. Metoda siti. Omezime se na obdélnikovou oblast v R?, tj. bez Gjmy na obecnosti oblast tvaru
Q= (0, L) x (0, Ly). Bud'te my, ma € N a polozme

L L
hi==%, hy= 2.
my ma2
Na ©Q polozime sit
wh:{[lhj,]hQHZ:O, ey ml;j:O, ey mg}.
Mnozina vnitfnich bodu sité je
wh:{[ihj,thHiZL ey ml—l;j:L ...,mg—l}
a mnozina hranicnich uzli
VYh = Wh — Wh-
Zabyvejme se nyni tlohou
9] dy 9] dy
_Y i I =7 = Q 54
o (s ) = o (g ) + ool = fia) a0, (512

y=- nal, (54b)
kde v € R.

Pozndmka 2.2. Hodnoty funkei v sitovych uzlech zna¢ime y;; = y(ihy, jha), i € mig, j € Mag.
Parcidlni derivace funkci aproximujeme pomoci diferenci

W\ oy —YuTVeu o (O Yh Yo
dry ), o \0ms ), 7 hy

Pfesnost je v obou piipadech fadu O(hy + hs).
Ulohu (54) nahradime diferenénim schématem

_(pufl)l’l - (pqu)l? +qu=f nauw, (558‘)
u=- na . (55b)

Pozndmka 2.3 (5bodové schéma). V celé této pozndmce bude index i, resp. j probihat mnozinu

—

my — 1, resp. ng—\ 1. Podle pfedchozi pozndmky muzeme rozepsat rovnici (55a) jako

1 Uit1j — Uij Uij — Ui—1;
— 7\ Pi+1y — Pij -

hy hy hy
1 Uijgp1 — Ui Ui — Ui
_h2<piﬂ'+1 B ha C b hQU +aijuij = fij
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neboli
Aijui—1j + Bijuij—1 + Cijuiv1j + Dijuijr + Ejjuiy = Fij,
kde
_ Piy _ DPij _ Pit1j _ DPij+1
Aij—_F%> Bij——hfg, Cij = — B Di; = - ng
~_ DPi+1j | Pij |, Pij | Pij+1 _
E;j = R +h7%+h7§+ 0 +aij,  Fij = fij-

Tuto soustavu lze Fesit napr. zobecnénou faktorizaci.

2.2. Konvergence, odhad chyby. Restrikci funkce y : © — R na sit wj, budeme opét znacit
Pry. Déale zavadime chybu aproximace diferencidlniho operatoru L diferen¢nim operatorem Ly jako
sitovou funkci ¥y, : @, — R, ¥y, = Pp(Ly) — Lp(Pry).

Definice 2.1. Bud'te u, v : W, — R. Potom definujeme skaldrni soudiny

mi1—1mo—1

()= Y Y hihouijvij,

i=1 j=1

mi ’ITL271

(U,UJ = Z Z hlhguijvij,

i=1 j=1

mlfl mo

(U,U-‘ = Z Zhlhguijvij.

i=1 j=1
Definice 2.2. Bud v : &, — R. Potom definujeme normu
lulln = v/ (u, w)n.
Definice 2.3. Bud'te U, V : @, — R2, U = [U!, U?], V = [V, V?]. Potom klademe
(U, V] = (U V] + (U V.
Definice 2.4. Bud U : &), — R?, U = [U}, U?]. Potom definujeme normu
U] = (U, U].
Definice 2.5. Bud u : w;, — R. Potom definujeme sifovy a zpétny gradient
Vit = Uz, Us,], Vau=[uz, uz,),
a sitovy laplacidn
Apt = Uz, 2y + Uzyrs-
Definice 2.6. Bud U : @), — R?, U = [U*, U?]. Potom definujeme sitovou divergenci
divy, U = (U")g, + (U?)a,.
Tvrzeni 2.1 (Greenova formule). Bud'te u, v : @), — R a necht u = v = 0 na ;. Pak plati
(divh(pvhu), v)h =— (pvhu, vhv] )
Diikaz. K dispozici médme jednorozmérnou Greenovu formuli: Jsou-li u, v funkce definované na jed-
norozmeérné siti a spliujici ug = u,, = vg = vy, = 0, pak
(v, (puz)a)n = —(pusz, val.

Tento vztah miiZeme pouzit pro jednorozmérné ztzeni sitovych funkei u, v ve sméru z;. Dostaneme
. —_—
(v‘j7 (puil)m.j)h = 7((pu561)‘j7 Uﬂfl.j]a JjeEma—1,

neboli

mi—1 mi

. —_—
E hlv’ij(pui1)w1ij = - E hlpijuiujviuja JEme — 1.
i=1 i=1
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Vynésobenim hs a vysc¢itanim pres j dostdvame
(Uy (puicl ):cl)h = _(Uiclv puilJ .
Obdobné bychom odvodili vztah
(U> (puiz)wz)h = _(Uim puiz-l'
Sec¢tenim poslednich dvou rovnosti pak dostaneme
(divh(pvhu)a v)h = ((puil)xl + (pui2)1?23 v)h =
- _(UQEN pu£1J - (U5227 pui2-‘ = - (ﬁ}ﬂ], pﬁhu] .o
Lemma 2.1 (Sobolev). Necht u : @, — R, u =0 na v,. Pak
1 _
lullf, < gmaX{Li L3IV aull*.
Diikaz. Podle lemmatu 1.2, aplikovaného na jednorozmérnd zuzeni funkce u ve sméru osy x, resp.
xo plati
Ly .
lwjlln < —-ll(wy)z ]l Vi€ma—1,
2
resp.
Lo L —
il < 5 ll(vi)z.ll, Vi€ my—1.

Po umocnéni na druhou muzeme tyto odhady prepsat jako

m1—1 2 ma m2—1
Z hi \Uzj|2 < L Zhl Uzm o |ha, (56)
i=1 j=1
’I’nzfl 2 ma ma
> b fugl® < L th U;cm b, Z (57)
i=1 i=1
Se¢tenim (56) a (57) dostaneme
mi—1mgo—1
2
lullf = Z Z hihg |ui;|” <
i=1  j=1
2 mi mo— 1 2 my— 1 mao
< 4 Z hihg juz, ;| + = 2 Z Zh1h2 Uz S
=1 j=1 =1 j=1
1 my mo—1 mi1—1 mo
< g max {L%, L%} Z Z hiha uz”] Z Zh1h2 u121] =
i=1 j=1 i=1 j=1

1 —
- gmax{Lf, L3} [Vyul?. O

2.2.1. Metoda energetickych nerovnosti. Ulohu (54) zizime na sit a odeéteme ji od (55). Polozime-li

Liyo o (W05 ) = o (P 2 ) + atal

Ly :u— —(puz, )z, — (PUz,)z, + qu, dostaneme
Lpu—Py(Ly) =0 na wp, (58a)
u—Pry=0 na -, (58b)
Chyba aproximace Up, = Py (Ly) — L (Pry) je fadu O(hy+ha) a s jeji pomoci muzeme (58a) prepsat
jako
Lyu — Lp(Pry) =
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Polozime-li z = u — Py, mizeme tudiz (58) psat ve tvaru
Lpz =Y, nawyp, (59)
z=0 mnay. (60)
Prvni z obou vztaht skalarné vynasobime z. S vyuzitim Greenovy formule pak dostaneme
(Uh, 2)n = (Lnz, 2)n = (—=(p2a1)oy — (P232)as + (¢2, 2);, =
= — (diva(pVn2), 2), + (42, 2)n = (PViz, Vaz] + (¢z, 2)n =
= (P2a,, 22.) + (P23, 23, | + (42, 2)n-
Podle zakladnich predpokladi je ¢ > 0, a proto (gz, z), > 0. Dile je p > po > 0, takze
(pVnz, Viz] = po||Viz]|>.
Celkové jsme dokazali, ze
(Wh, 2)n > pol Va2l
Podle lemmatu 2.1 a Schwarzovy nerovnosti je

— C C
215 < el V2]? < —(Wn, 2)n < —[1Cnlnllz]|n
Do Do
a odtud .
12/l < —11¥nlln-
Po

Diferen¢ni schéma (55) je tedy korektni (mj. také stabilni) a ||z||5 se chové stejné jako ||¥p||n, tj.
jako O(hy + ha).

Pozndmka 2.4. V piipadé, Ze p = konst., je dokonce ¥, = O(h? + h3).
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3. NUMERICKE RESENI OKRAJOVYCH ULOH PRO PDE PARABOLICKEHO TYPU

Bud'te Q C R"™ omezend oblast, jejiz hranici je nadplocha I' po ¢astech tiidy C!, L je elipticky
parcialni diferencialni operator na 2, T' > 0. Zabyvejme se smisenou tlohou pro linearni parabolickou
parcidlni diferencialni rovnici

%fLy:f na (0, T) x
spole¢né s okrajovou podminkou
0
a(z) 5% +B@)y = y(z) ma (0,T)xT

on
a pocatecni podminkou
y(0, z) = yo(z) na Q.

3.1. Metoda siti. Omezime se na nasledujici jednorozmérny piipad:

% - D% = f(t,z) na(0,T)x(a,b), D>0 (61a)
y(t, a) =, y(t, b) =27 mna(0,T), (61b)
y(0, z) = yo(z) na (a, b). (61c)

Bud Ny € N a oznaéme 7 = N7 Casovy krok. Na interval (a, b) poloZime prostorovou sit @y,.

Pro ke {0,..., Nr}, j €{0, ..., m} klademe
k .
y; = y(kT, jh).

P1i feseni rovnic uvedeného typu vychazime z formélni analogie s obycejnou diferencialni rovnici:
Misto toho, abychom na feSeni pohlizeli jako na funkci (¢, ) — y(t, z), povazujeme je za zobrazeni
t — y(t, -), které kazdému ¢asu t € (0, T') piitazuje funkci prostorové proménné. Sitovou funkei,
kterd aproximuje FeSeni v Case t = kT, resp. t = (k + 1)7, budeme znacit u, resp. u.

3.1.1. Eaplicitni schéma. Rovnici (61a) nahradime diferenéni rovnici

U —u

— Duz, = f na wy.
Odtud
U=u-+T7Duz, +7Ff,
resp. po uzlech
k ko, T k k k k
uf T =+ 5D (ufyy = 2uf Fufoy) TS

J 12
Maticové miuzeme ziskanou tlohu zapsat ve tvaru
u=Au+rTf, (62)
kde
1-D¥% D 0 0
A—-| D&% 1-D% DEH O

Opakovanou aplikaci (62) dostaneme
uF = AP P = AT AR e = = AR
Protoze si neptejeme, aby mald zména u® mohla zplisobit velkou zménu u*, chceme, aby o(A) C

(=1, 1). Matice A je 3-diagondlni a m4 vlastni ¢isla

T . % .
ﬁDSlHQ%, 1e€m— 1.

Pozndmka 3.1. Odpovidajici vlastni vektory jsou

imj " —
{sin} , 1€m—1.
m )iy

N=1-4
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Pozadujeme tedy, aby platilo

1< 1—4%1)51112% <1, iem—1,
tj.
. 1 .
%Dsirﬁ% < ok 1 e€m— 1.
Toho dosahneme volbou
pl 1
h2 ~ 2

Explicitni schéma je proto podminéné stabilny.

3.1.2. Implicitni schéma. Rovnici (61a) nahradime diferenéni rovnici

uU—u N ~
— Duz, = f na wy.

i
Odtud R
U—TDUzp =u+T7f,
resp. po uzlech
w1t p L (uk‘H — 2u§+1 + uffll) = uf + Tfj’?‘*‘l.

J p2 Vit

Maticové muzeme ziskanou tlohu zapsat ve tvaru
At =u+7f, (63)
kde
1+ D% —-D% 0 0

A—| -D&= 1+4D% -Dfi 0

Opakovanou aplikaci (63) dostaneme
ubF = AT W 4 ) = (A2 s AT R (AT = = (AR

Tvrzeni 3.1. Implicitni schéma je nepodminéné stabilni.
Diikaz. Pozdéji dokazeme, ze o(A~1) C (-1, 1). O

3.1.3. Chyba aproximace diferencidlniho operdtoru % — L pro explicitni a implicitni schéma. Dife-
rencialni operator y — % aproximujeme dopfednou diferenci u; v explicitnim schématu a zpétnou
diferenci u; v implicitnim schématu. Chyba je v obou pfipadech fadu O(7).

Diferencidlni operator y — —y” aproximujeme v obou schématech diferenci uz,. Chyba je fddu
O(h?).

Celkova chyba aproximace diferencidlniho operatoru % — L je tudiz v obou pripadech fadu O(7 +

h?).

3.1.4. Crankovo-Nicolsonovo schéma. Rovnici (61a) nahradime diferen¢ni rovnici

i—u D 1 o
uTu—g(am-f—um):i(f‘f'f) na we,. (64)
Odtud
. D_ +7'D +T(f+f)
U= T5lae = Ut - Use + 3 .
Pozndmka 3.2. Schéma nahrazuje rovnici (61a) v ¢ase (k+ 3) 75
e vyraz + (uFt! — u*) nahrazuje % ((k+ %)7, ) s presnosti fadu O(72) (jde o centralni di-
ferenci),
k41 %y

o vyraz § (ubl' +uk,) nahrazuje 5% ((k+ 1)7, -) s presnosti fadu O(72 + h?),
e vyraz 1 (f**! + f¥) nahrazuje f ((k+ )7, -) s presnosti fadu O(7?).

Tvrzeni 3.2. Crankovo-Nicolsonovo schéma je nepodminéné stabilni.
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Dukaz. Polozme

Pak muzeme (64) pfepsat jako
ﬂ;—(p: D) (Uze + Uzg) -
Tuto rovnici skaldrné vynasobme vyrazem 271u;. Vyuzijeme-li Greenovu formuli, dostaneme diky
okrajovym podminkdm (61Db)
27|ag[i — 27 (g, @), = 7D (U, Use +uzs), = D (@ —u, (@+u)zs), =
=D ((@—u)z, (@+u)s] = —Dlaz]|* + Dluz]|*.
Pomoci Schwarzovy a Youngovy nerovnosti dostaneme
27|z |7 + Dlaz]|* - Dllusg]|* = 27 (@, @), < 27|@zlnllelln < 7l +7lel
neboli
7|l ; + Dllas]|* — Dllus]]® < 7ol
Tim spis ovSem plati
D[uz]|* — Dljuz]|* < 7llell7.-

Odtud
Dljuf™* < Duf]® + 7lle" 17 < Dllus™ 11> +7lle" % + 7llef|7 < ... <
2
< D)+ 7lle |17
j=0

Puvodn{ tlohu (61) nahrazujeme diferenéni dlohou
k+1

u —ub 1 k41 k Lok k
7*§D(uij +um)+§(f+—f), k=1,..., Ny —1, (65a)
-
ub =1, uf =, k=1,..., N, (65Db)
u?:yoj, j=0,...,m. (65¢)
Odectéme spojitou ulohu pro hladinu k—i—% a tuto diskrétni ilohu. Chyba aproximace diferencialniho
operatoru % — Daa—; je
dy Py (Pusy)™ = (Pusy)*
U, =Pr.|—=—-D—= 1| — ) )
" " <8t Ox? T *

1
+ §D ((Ph,Ty)a]%;_l + (,Ph,'ry)g]%w) = O(h’2 + 72)’

kde (’Ph,Ty);? =y(kr, a+jh),5=0,...,m, k=0,...,Np. Polozme z = u — Py, ;y. Potom z splituje
soustavu rovnic

~

Z—z 1
= §D(Z§cx+2m)+‘1/h,n
zgzzf;:O, k=1,..., Np,
2)=0, j=0,...,m.

Odtud a z predchoziho vyplyvé, ze plati
k k
i . .
D|zg P < DIQ)P + Y 7w = D w97
j=0 j=0
Ze Sobolevovych nerovnosti pak plyne

B
2 x

k
Yo TIvI; =0 + 1),

Jj=0

vb—a

k+1 <
125 no < 5D

Il <

tj. stabilita a konvergence. O
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3.2. Metoda primek. V metodé siti jsme vychdzeli z toho, ze TeSeni dlohy (61) je zobrazeni, které
kazdému ¢asovému okamziku prifadi funkci prostorové proménné. Nabizi se téZ opac¢ny pohled na
véc, tj. sledovat ¢asovy vyvoj ve zvoleném bodé = € (a, b) jako funkci ¢asu. Postupujeme tak, ze
na interval (a, b) poloZime sit a tilohu (61) pfevedeme na pocdtecni tilohu pro soustavu oby¢ejnych
diferencialnich rovnic

de Ujp1 — 2Uj + Uuj—1 L —
E = 2 + fj, jEmM-—1,
up(t) =71, Um(t) =72, te (0,7),
Uj<0):y0j, jEm—l,
strucné zapsano
du
T Duz, + f,
u(0) = y,.

Tuto soustavu fesime napr. Rungovou-Kuttovou metodou.
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4. NUMERICKE RESENI OKRAJOVYCH ULOH PRO PDE 1. RADU

4.1. Zakony zachovani. Pripomenme tvahu zndmou z fyziky. Podobné jako ve fyzice budeme
predpokladat, ze jsme opravnéni provadét upravy, které pouzijeme. Uvazme jednorozmérné proudéni
stlacitelné tekutiny ve sméru osy x. Prirtustek mnozstvi tekutiny v prostoru mezi libovolnymi dvéma
body x1, x2 v libovolném case t je dan

x2

T o(t, ) dx = (ov)(t, 1) — (0v) (¢, z2)

x1

(predpokldddme, Zze x1 < x3). Integraci pfedchozi rovnosti od ¢; do to dostaneme zdkon zachovdni
hmotnosti v integrdlnim tvaru

729(752, x)dx — 7@(1?17 x)de = f(gv)(t, x1)dt — ]2(911)@ 2) dt.

Jiné mozné vyjadreni dostaneme, jestlize zaménime derivaci a integral:

/8ttm /agvtx

Protoze tento vztah plati pro Vsechna 1, To, musi platlt
0 0
Selt, @) + 5 (@)t ) =0 (66)

pro skoro vsechna x. To je zdakon zachovdni hmotnosti v diferencidlnim tvaru. Dalsi zdkony zachovani
plati pro hybnost a energii, oznacime-li tlak p a celkovou hustotu energie F, maji diferencidlni tvar

()t )+ (o + )1, 7) = 0 (67
2t )+ (ol 4 pl) (e, ) = 0 (67h)

Systém (66),(67) nazyvdme Eulerovymi rovnicemi pro pohyb stladitelné tekutinu. Pokud zave-
deme vektory

U=(o00,E) ,  F(U)=(ov,00* +p,v(E+p))
Mizeme zdkony zachovani zapsat elegantné v diferencidlnim tvaru

ou 0

5t 3, (FU)=0. (68)

popr. v integralnim tvaru

72U(t2, x)dx — 7U(t1, z)dr = 7F(U(t, z1))dt — fF(U(t, 29)) dt

Veli¢ina F' se nazyvé tok. Zabyvejme se déle ilohou (68).

Priklad 4.1. Zvolime-li v jednorozmérném piipadé F(u) = %uQ, dostaneme Burgersovu rovnici
ou ou
ot " ox

Nyni odvodime slabou formulaci tlohy (68). Vyndsobme (68) skaldrné zobrazenim ¢ €

CY((t1, t2) x R) a vzniklou rovnost integrujme ptes (t1, ta) x (x1, 2). Dostaneme

to o ty x2
ou 0

t1 1 t1 xy

=0.
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Je
6U ©
5 —pdt = /U dt
ty
a podobné
/%(F(U))cpda: = /F a“’ da.

Muzeme tedy (69) pfepsat jako

/Utpd:c //Ua""dxdwr /F ) dt //F a‘pdmdt

t1 x1 t1 t1 x1

Za predpokladu, Ze cp(tg, x) = 0 pro vSechna z a ze ¢(t, x) = 0 pro |z| — +o0, odtud pro v
absolutni hodnoté dost velkd z1, x5 dostaneme

—72U(t1,33) (tr, @ dx—//( =2+ F( )g‘;)d dt =

Slabym FeSenim tlohy (68) nazyvame zobrazeni U, které splituje predchozi vztah pro kazdé
zobrazeni ¢ € C((t1, t2) X R) s danymi vlastnostmi.

4.2. Numerické metody pro nalezeni slabého feSeni. V celém odstavci bude 7, resp. h znacit
Casovy, resp. prostorovy krok; U]’-c pak bude znacit U (k7, jh).

4.2.1. Laxovo-Friedrichsovo schéma.

k1 k_ T , ;
UjJr =Uj - h [Fnum(U UJ+1) Froun (U1, Uj )]

kde
h 1
Fom(U, V)= (U =V)+ S (FU) + F(V))
je tzv. numericky tok.

4.2.2. Lazovo- Wendroffovo schéma.

it+3
.
h

ki1 T
Uj i =505 +Uf) = 5 [F(UF) = F(U)]
Uk+1 Uk - 3

4.2.3. MacCormackovo schéma.

U = U U7) - [ - FU7)]
kde
Ui =Uf - 5 [F(U}.) - FU))].
4.2.4. Podminka stability. Podminka stability vSech tii schémat je
T 1

- < ’ )
h = o(F'(U))
kde o znaci spektralni polomeér.
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5. NUMERICKE RESEN{ POCATECNICH ULOH PRO OBYCEJNE DIFERENCIALN{ ROVNICE

Hleddme feSeni rovnice ' = f(z,v), y(zo) = yo. Rekneme, Ze tiloha je numericky vyFesena, prave
kdyZ se podafi sestavit FeSeni ve tvaru y(zo + h) = y(xo) + Ayo(zo, yo, ).

5.1. Analytickd metoda. Provedeme Tayloruv rozvoj funkce y:
2

h
y(xo + h) —y(xo) = hy'(z0) + ?y”(l‘o) +o
Dale plati
Y (zo) = f(wo,%0) = fo
Tento vztah muzeme déal derivovat

V" (20) = 5 (0, 30) + 5 0,0y (0) = f + o

2 2
" (20) = 5% 0, 0) + 257 (oo o)y (o) +
2
+%§mmwmm+%mwmﬂm:
= fmz +2fa:yf0 +fy2f§ +fy(f9c +fyf0)

a tak lze pokracovat libovolné dlouho (za predpokladu, Ze f ma derivace dostatetné vysokého fadu).

5.2. Runge-Kuttovy metody. Predchozi metoda je vypocetné naro¢nd, proto se v praxi pouzivaji
nasledujici metody, kde prirtustek hledame ve tvaru

AyO = plkl(h) +p2k2(h) +e +prkr(h)7
kde ki(h) = hf(§i(h),ni(h)), &(h) = w0 + ash, mi = yo + Birk1(h) + Bioka(h) + - + Bii—1ki-1(h),
a1 = 0.
ki(h) = hf(zo,yo0)
kao(h) = hf(zo + azh, yo + B21k1(h))
hf(xo + ash,yo + Bs1ki(h) + Bazka(h))

kr(h) = hf(‘rO + a'r’h7 Yo + Brlkl (h) + -+ ﬂr,rflkrfl(h))
y(xo + h) = y(zo) + piki(h) + p2ka(h) + - + prkr(h) .

Runge-Kuttovsky prirastek

Pod pojmem ,skuteény pfirtstek® rozumime y(zo + h) — y(xo). Zbyva vytesit volbu a, g, p.

Pokud rozvineme Runge-Kuttovsky a skuteény prirtistek v mocnindch h, chceme, aby se rozvoje
shodovaly do co mozné nejvyssi mocniny h. Budou-li se shodovat az do hP, je chyba fadu h?T!. Toho
chceme dosdhnout pro libovolnou volbu pravé strany. Z toho budeme vychéazet pri volbé koeficient

Oé, /87 p'
Oznacme rozdil mezi spravnou a spoc¢tenou hodnotou

er(h) = ly(wo + h) — y(xo)] — [p1k1(h) + paka(h) + - - + prkr(h)].
Vyse uvedend podminka pak odpovida podmince
0r(0) = ¢ (0) = --- = ol (0) = 0.
Pror=1:
e1(h) = [y(xo + h) = y(o)] — [p1hf (x0,y0)]
©1(0) =4 (x0) = prfo = fo —p1fo= (1 —p1)fo
z toho vychéazi podminka p; = 1. Vyslednd metoda

y(wo + h) = y(zo) + hf(z0,Y0)
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se oznacuje jako Eulerova. Pro r = 2:

pa2(h) = [y(xo + h) —y(zo0)] — [p1k1(h) + p2ka(h)]

ki(h) = hf(zo,yo)
ka(h) = hf(xo + azh,yo + Ba1k1(h))
ki (h) = f(zo,v0)

ky(h) = f(zo + ash,yo + Barki(h)) + I [giaz + giﬂmki(h)]
E{(h) =0
(0 =2 |5 (0 + b+ Barka (1) + 5 gmki )|+ 4L
k1(0) = fo k{(0) =0
k5(0) = fo k5 (0) = 2(aa fz + B21 fy fo)
y'(z) = f(z,y) Y (x0) = fo
V(@)= 5w + Gy V@) = fu + fufo

0= ¢5(0) = fo — [prfo + p2fo] = [1 — p1 — p2lfo
0=¢5(0) = fo+ fyfo—2p2(aafe + Borfyfo) = [1 — 2aopa] fu + [1 — 2B21p2] fy fo

Z toho vyplyva podminka

p1t+p2=1
20i9p2 = 1
2B21p2 = 1.
V praxi se uzivaji nasledujici volby:
ag =91 =1 a2=521=§
1
PL=p2=3 p1=0 py=1
k1 = hf(xo,%0) k1 = hf(zo,%0)
h k
ke =hf(zo+h,yo+h) /fzzhf<$o+27yo+21>
. 1 .
y(wo + h) = y(zo) + §(k1 + ko) y(xo + h) = y(zo) + k2

Pror =3:

p3(h) = [y(xo + h) — y(zo0)] — [P1k1(h) + p2k2(h) + p3ks(h)]
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ki(h) = hf(wo,yo0)

ka(h) = hf(zo + azh,yo + B2ik1)
ks(h) = hf(zo + ash, yo + Bs1k1 + Bazks)
kll(h) f(xo,yo)

’ ai l /
ky(h) = f(xo + agh,yo + Parki) + h Ep g + ﬂ21]€
k5(h) = f(zo + ash,yo + Barkr + Bazks) + h [gf + = of (531k/ + 532%)}

KY(h) = 0
ky(h) =2 _gi(ﬂ?o + aoh, yo + Barki)as + giﬁzﬂd} +h[--]

" [of of ,
k3 (h) =2 o 7= (2o + azh, yo + Bs1k1 + Bszka)as o (531k1 + 532792)] +h[---]
K'(h) =0

o 52
Ey'(h) =3 g f(mo + azh,yo + Bark1)as + Qaag asfBarky + f(ﬁmk') }
+ }l[ .. ]"
1 [O? 2f ! /
k3'(h) =3 922 (zo + a2h,yo + Barky + Bazka)aj + QGTayazs(ﬂ:nk‘l + Ba2ky)+
2f !/ 8f 7 1 1
-5 (Ba1k) + Baoky) + (531k‘1 + B32ky) | +h[---]
ki(O) = fo
k/(0) = 0
EZ(0) = 0
k5(0) = fo
E5(0) = 2(aa fo + Ba1fy fo)
kIQN(O) (a2fm2 + 2a2ﬁ21fxyf0 + B21fy fO)
ké(O) =0
k5 (0) = 2(asfz + (B31 + B32) fy fo
k5'(0) = 3(a3 fo2 + 203(B31 + B32) fuyfo + (Bs1 + B32) fye fo+

+ 2532fy(042fm + ﬂZlfny))

yl(m) = f(xvy)

0 %)
V(@) = G + G @)y @
32 2
V@) = S L@+ 20 L @)+ S @) + L @)
Y (wo) = fo
//('730) =fa +fyf0
”,(1'0): 2+2fzyf0+fy fo +fy(fﬂnJnyfO)
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©3(0) = fo — [p1fo +p2fo +psfol = [1 —p1 — p2 — p3]
©5(0) = fu + fyfo— [2p2(aafe + Bo1 fyfo) + 2ps(asfe + (831 + B32) fyfo)] =
= fu[l = 2a2p2 — 2a3ps] + fy fo[l — 2p2B21 — 2p3(B31 + B32)]
04 (0) = fo2[1 — 3pac — 3psa3] + fay fol2 — 6pacrafar — 6psrs(Ba1 + Bs2)]+
+ £3 f,2[1 — 3paB3) — 3ps(Bs1 + Bs2)?] + fyfull — 6psazBsa]+
+ f2 foll — 6p3fa1B32],

z toho dostavame
1—p1—p2—p3=0
1 —2aop; —2a3p3 = 0
1 —2pafar — 2p3(Ba1 + B32) =0
1 - 3pya3 — 3psaj = 0
2 — 6paca a1 — 6p3a3(Ba1 + B32) = 0

1 — 3p23; — 3p3(Bs1 + Bs2)> =0
1 —6p3azfze =0
1 —6p3B21832 =0

Tyto rovnice jsou ovSem zavislé a jsou ekvivalentni s nasledujici soustavou:
L=p1+p2+p3

1
- = Pp202 + p3as

2

1= 3p20&§ + 3p3a§
Qg = 521
ag = (331 + B3

1

6= D3B320e2.

Kazdé reseni této soustavy dava Runge-Kuttovu metodu. Ctvrta derivace nulovat nejde. V praxi se
pouzivaji nasledujici metody:
k1 = hf(zo,yo)
h k1
ko =h - —
2 f($0+27y0+2)
ks = hf(zo+ h,yo — k1 + 2k2)

. 1
y(xg + h) = y(zo) + é(kl + 4ko + k3)
nebo
k1 = hf(zo,%0)

h k
ko = hf <xo+,y0+31>

3
2h 2ko
ks=nh — —
3 f<$o+37yo+ 3)

y(wo + h) = y(zo) + i(kl + 3k3).
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Pro r = 4: Pokud sestavime polynomy pro r = 4 a pozadovali p(*) = 0, dojdeme k nésledujicim
11 podminkam:

ag = f21

az = P31 + P32

oy = Ba1 + Baz + Pa3
P1+p2+p3+ps=

P22 + P33 + paciy =

P23 + P30 + paa =

P20 + p3ay + pac) =

p3fB3202 + pafBazan + paPazaz =
p3Bs2qaas + pafasazay + pafazazay =

P3B3203 + paBa2s + paBazal =

[\) — AP REAR RN~ -
N

Pafa3f3202 =

Méame 13 neznadmych, ale cpf) uz nejde nulovat. Uvedeme néasledujici tfi metody.

(1) Standardni Runge-Kuttova metoda:

k1= hf(zo,0)

h k
ky =hf <$0+,y0+1>

2 2

h ko

ks=h — —
3 f<$o+2,y0+2>

ks = hf(zo+ h,yo + k3)

. 1
(2) Tt¥iosminové pravidlo:

k1 = hf(zo,v0)
k1

h
ko — n M
2 f<930+3,y0+3>

3 3
ks = hf(a?o + h,yo+ k1 — ko + k‘3)

2h k
ks =hf <x0—|—,y0—1+k2>

1
y(xo + h) = y(l‘o) + g(kl + 3ko + 3k3 + k4)
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ki = hf(zo,%0)

h k
ke =hf ($0+7y0+1)

4 4

h ko

k‘ :h — —_ —
3 f<$0+27y0 2)

k4 = hf(xo + h,yo + kl - 2/€2 + 2k3)

. 1
y(l‘o + h) = y(a:o) + 6(161 + 4k3 + 4/€4)

Abychom dosahli maximalni chyby O(hS), nevystaéime s r» = 5, ale az s = 6. Proto se pouzivaji
zejména metody s r = 4.

V praxi se nejcastéji pouzivaji metody s automatickym vybérem kroku. Nejjednodussi zptusob je
spocitat nasledujici hodnotu s krokem h a h/2, je-li relativni rozdil vétsi nez néjaké e, interval se déle
puli. Pripadné se krok muze zase prodluzovat — napt. mam pocitadlo, kolikrat odchylka vyhovovala
a kdyz dosdhne urcité hodnoty, zase zkusim krok prodlouzit.

Priklad 5.1. ReSme rovnici y = y, y(0) = 1. Vime, Ze feSenim je y(z) = e*. Pokud pouZijeme
standardni Runge-Kuttovu metodu, mame

k1 =01%x1=0.1

ke = 0.1%1.05=0.105

ks = 0.1%1.0525 = 0.10525
ks = 0.1%1.10525 = 0.110525

1 1
y(0.1) =1+ 6[0'1 +0.21 4 0.2105 4+ 0.110525] = 1 + 6" 0.631025 = 1.1051708333,
pficemz €' = 1.105170918.

Kteroukoli z Runge-Kuttovych metod pro rovnici lze pouzit i pro systém rovnic.

Priklad 5.2. Méjme systém rovnic y' = f(z,y, 2), 2’ = g(x,y, z) s poéatetnimi podminkami y(z¢) =
Yo, 2(xg) = 2p. Standardn{ Runge Kuttova metoda pro tento systém je

k1 = hf(zo,0, 20) I1 = hg(xo, Yo, 20)
h k l h k l
kzzhf<xo+2,yo+21,zO+21> 122h9<x0+27yo+21720+21)
h k l h k l
k3hf<l’o+2,yo+22,zo+22> l3h9<3€0+2,y0+22720+22)
ks = hf(xo+ h,yo + ks, z0 + I3) ly = hg(xo + h,yo + k3, 20 + 13)

1
y(xo +h) = y(zo) + g(lﬁ + 2ky + 2k3 + ky)

. 1
Z(a?o + h) = Z(CL'()) + 6(11 + 21y + 2l5 + 1y)
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Rovnici n-tého fadu lze prevést na systém a pak fesit Runge-Kuttovou metodou. Pro rovnici
druhého ¥ddu vy’ = f(z,y,y’) existuje piimo Runge-Kutta-Nystromuv vzorec

h? ,
kl - ?f(x()vy(byo)

h? h o, ok,
kz—jf ($0+2790+2yo+47y0+ )

ﬁ
h
h2 h h ko ko
ks = Ef (CUO-F 57 %0 + §y6+ Zvy(/)—’_ n

2

h 2k
ky = Ef (xo + h,yo + hyg + ks, yo + h?))

. 1
y(zo 4+ h) = y(zo) + hy'(x0) + g(kl + ko + k3)

1
Y (zo +h) =y (z0) + ?Th(kl + 2ky + 2k3 + ky)

.
5.3. ResSeni linearnich diferen¢nich rovnic. Linearni diferenc¢ni rovnici k-tého fadu nazyvame
rovnici

ap(N)Yntk + @h—1(N)Yntrh—1 + - + ao(N)yn = by,

kde a;(n), b(n) jsou posloupnosti, ax(n) # 0, ag(n) # 0.

Resenfm linedrn{ diferen¢ni rovnice je posloupnost y,, kterd je jednozna¢né dano hodnotami
Y0, Y1, - - ->Yk—1, nebot pro y; pak dostdvdme jednoznaény rekurentni vztah. Pokud je b(n) = 0,
nazyvame rovnici rovnici bez pravé strany.

(1) Jsou-li y,(ll), y7(12)7 . 7y,(Lk) feSeni rovnice bez pravé strany, pak jejich linedrni kombinace
k
Z Czyw(f )
i=1

je také Tesend.

(2) Jsou-li yg), yf«?), e ,yflk) reseni rovnice bez pravé strany a plati-li
(1) (2) (k)
by Ty
R
o @ (k)
Ye-1 Y21 -0 Yp
a Y, je reseni rovnice bez pravé strany, pak existuji jednoznacna cy,co, ..., c, takova, ze

k
Yn = Z Ciys) .
i=1

Drikaz. Matice soustavy rovnic

ey + eay? + ooyl = Yo

e + e + o+ =

k
ayly + ey 4o ey = Yo

je regulérni, tudiz ma jednoznacné reseni. O
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(3) Obecné feseni rovnice s pravou stranou mé tvar
n
i
Y, = § Ci%(z) + Pn,
i=1
kde p, je partikularni feseni.

5.4. Diferenc¢ni rovnice s konstantnimi koeficienty. Reseni rovnice tvaru
kYntk + Ak—1Yntk—1+ -+ aoyn =0

hledame ve tvaru y,, = 2. Po dosazeni
apz"F £ a1 2" 4 4 a2 =0

a po vykraceni 2™
k k—1
apz” + ap_12 +---4+ay=0

dostaneme charakteristickou rovnici. Je-li z; r-ndsobny koren, resi rovnici z' a dale také
n 2,n r—1,_n
nzl,n 2l . ..,n" T2
Nastin dikazu. Dosazenim do diferen¢ni rovnice dostaneme
ap(n+ k)" +ap_1(n+k— 12" 4 4ggnz”,

po Upraveé

nlarz® + ap_12"71 4 -+ ag] + z[karz" 4 (k= Dag_12" 2+ +a1] = 0.

charakteristicky polynom derivace charakteristického polynomu
Protoze z je r-nasobny koten, je kofenem i 1., 2. az r — 1-té derivace. O
Véta 5.1. Necht charakteristickd rovnice mé kofeny zi,zs,...,2s vzajemné 1izné, nasobnosti
r1,T2,...,Ts. Potom Teseni
n n r—1_n n n rs—1_n
215N Y R e 2, R T 2

tvori fundamentalni systém.
Diikaz. Predpoklddejme, Ze Teseni jsou linearné zavisla. Potom pro kazdé n musi platit
pi(n)zr +pa(n)zg + - +ps(n)zf =0,

kde p1,pa,...,ps jsou polynomy v n a alespon jeden z nich je nenulovy. Dokézeme, Ze to nemuze
platit. To provedeme indukci podle poc¢tu nenulovych polynomi s.
Pro s = 1: Bud pi(n)z" = 0. Po vykrdceni 27" je p1(n) = 0, coz je spor.

p1(n)zl = —p2(n)zd — ... —ps(n)zy
Po vydéleni 27
pi(n) = —p2(n)(3 — ... — ps(n)(Y,
kde ¢; # 1 a soucasné jsou vzijemné riiznd, nebot z; jsou vzajemné rtzné. Tento vztah musi platit
ipron+ 1.
pi(n+1) = —pa(n+ 1) — .. = py(n)IH

Odectenim dostaneme

pi(n+1) =pi(n) = =[pa(n + )G = p2(n)|¢' — ... = [ps(n + 1)¢s — ps(n + 1]

Na levé strané mame ted polynom (ostie) nizstho stupné neZ p;, protoZe nejvyssi mocniny se
odecetly, naopak stupné polynomu na pravé strané se diky (; # 1 nezméni. Timto zptsobem lze
postupné snizit stupen levé strany az k nulovému polynomu. Podle indukéniho predpokladu pak
jsou vSechny polynomy na pravé strané nulové. O
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5.5. Jednokrokové metody.
Definice 5.1. Obecnou jednokrokovou metodou nazveme metodu danou formuli tvaru

Definice 5.2. Formule (70) se nazyva reguldrni, jestlize funkce ®;(z,y, h) je definovana a spojitd
na mnoziné, kde zg < z < a, —c0 < y < 400, h € (0,ho) (ho > 0) a existuje-li konstanta M
(nezavisld na = a h) tak, ze

pro kazdé x € (xo,a), y,z € (—o0,400) a h € (0, hy).
Definice 5.3. Formule (70) se nazyva stupné p, existuje-li konstanta L a p € N tak, Ze

r(t+h)—y
h

pro kazdé ¢t € (xo,a), y € (—00,+0), h € (0, hg), kde r(x) je FeSeni rovnice ' = f(z,y) na intervalu
(t,t + h) s pocateéni podminkou r(t) = y.

Pozndmka 5.1. |h®¢(t,y,h) — (r(t+ h) —r(t))| < LhP*.

Ds(t,y, h) — < Lh? (72)

Véta 5.2. Necht je ddna regularni obecnd jednokrokovd formule (70), kterd je stupné p € N.

Necht y(x) je feSeni rovnice v’ = f(x,y) a Yo,¥1,.-.,yn jsou hodnoty spliujici vztah y,.1 =
Yn + h® (T, Yn, h) + 6, pron=0,1,2,...,N — 1. Pak pron =0,1,2,..., N plati
_ 6 eM(znme) — 1
[y = y@)| < lyo — ylwo)| M=) (th i h) M
kde
0= n=()r,r.l.a.:)1(\/—1 |6n|

a M a L jsou konstanty definované (71) a (72).
Diikaz. Bud r, =y, — y(x,) pron =0,1,..., N. Plati, Ze
Tnt1 = Ynt1 = Y(@ns1) = Yn + h®s(2n,yn, h) +0n — y(zni1) =
= (Yn = y(xn)) +h[®f (20, yn, h) = (20, y(zn), h)]+

+h | @ (w0, y(zn), h) — y(an +h) —y(zn)

h

s pouzitim § > 6, a konstant M, L mizeme psat |r,i1| < |rn| + Mh|r,| + LhPT! + §. Zavedeme
Ro = |ro|, Rny1 = (1 4+ hM)R,, + Lh?*1 + 6, Plati, Ze |r,| < R,. To dokézeme indukef: |r, 1] <
R, + MhR, + LhP™' +§ = R, ;4.

Dostali jsme tak diferenéni rovnici pro R,,. Rovnice bez pravé strany mé tvar R,,+1 = (1+hM)R,,
charakteristickd rovnice je z — (1 + hM) = 0, obecné FeSeni rovnice bez pravé strany mé tvar
R, =C(1+hM)™.

Hleddme partikuldrni fegenf ve tvaru P = (1 + hM)P + Lh**! + 6, z ¢ehoz dostdvame

LhPtL 4§
P=""_"".
hM

+ On,

Nakonec doladime konstantu C:

R, = C(1+hM)" — (Lh” + >

|7’0| = C - <th + 6)

C =ro| + (Lh” + 5)

1
Ma

h
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Obecné Teseni rovnice s pravou stranou ma tvar

B 5\ (14 hM)™ -1
Rn:|ro|(1+hM) + <th+h) %

Protoze 1 +x < €7, je

§ nhM __ 1

) M(zn—z0) _ 1
) el ol g

_ _ (zn—z0)M Lh? + —
= xp)|e

lyo — y(@o)| + ( T Vi
Pozndamka 5.2. Prvni ¢len je zptisoben pocatetni podminkou, druhy je chyba metody, § je zaokrouh-
lovaci chyba poéitace. Nemd cenu jit s h pod jistou mez, protoZe jinak se bude zvétsovat chyba d/h.
Jedinym zpusobem jak zvysit pfesnost je pak metoda vyssiho radu.

Poznamka 5.3. Zavislost chyby je dost Spatnd, da se zkonstruovat rovnice, kdy to bude nejhorsi —
chyba bude exponencialné zavisla.

Definice 5.4. necht rovnice y' = f(z,y) na intervalu (zg, +00) ma TeSeni y(z) = 0, tj. 0 = f(=,0).
Toto nulové feSeni se nazyva stabilni vzhledem k soustavnym porucham, jestlize pro kazdé
e > 0 existuje § > 0 tak, ze pro kazdou spojitou funkci n(z), kterd pro x € (xg,+00) s vyjimkou
spocetného mnozstvi izolovanych bodu spliiuje rovnici ' = f(z,n) + g(x), kde |n(0)| < 4, |g(x)| < o
pro x € (g, +00) a g(z) je libovolnd méritelnd funkce, plati nerovnost |n(x)| < € pro x € (g, +00),
tj. poskodim-li poc¢ate¢ni podminku a pravou stranu o J, zméni se feSeni o €.

Definice 5.5. Obecné jednokrokové formule se nazyvéd Gplné regularni, je-li funkce ®s(zx,y, h)
omezena, spojita ve vSech svych proménnych, stejnomérné spojita v x, lipschitzovska v y s konstantou
M (nezavislou na x a h) a stejnomérné spojita v h.

Véta 5.3. Necht je ddna rovnice y' = f(z,y) a na (zg, +o0) plati f(z,0) = 0. Nechf nulové Feseni
je stabilni vzhledem k soustavnym poruchdm. Nechf je ddna tiplné reguldrni jednokrokovi metoda
(70) stupné p € N. Pak pro kazdé € > 0 existuji hq,d > 0 tak, ze pro kazdé feseni diferenéni rovnice
Yn+1 = Yn + h®s(Zn,Yn, h) + 0, pro n = 0,1,2,..., pro které |yo| < 0, 6, < hd, h < hy spliuje
nerovnost |y,| < e.

Diikaz. Bud

Yn+1 — YUn
h

pro = € (xp,Tpy1), n=0,1,.... Bud g(z) =1 — f(x,n), |g(z)] < .

n(z) = yo + (&= ) = g + («bf(:cn,yn,h) n 5") (z — )

h

oy,

é
Protoze ® je lipschitzovské v y, je
Oy,
|(I)f(xn7yna h) - (I)f(xnanvh’” S M ‘77 - yn| S M ’(I)f(wiyna h) + W ‘I - ZL'()| .

To vlze libovolné zmensit volbou hy a d.
Clen |®f(2n,n, h) — ®f(x,n, h)| lze libovolné zmensit volbou hy diky stejnomérné spojitosti v .
Bud 7'(z) = f(z,r(z)), r(z) = n(x). Protoze

%grt Os(z,m,h) — =0,

h

a @y je spojitd v z, je ®s(x,n,0) = r'(z) = f(z,n). Diky stejnomérné spojitosti v h jde pro
dostatecné malé h treti clen k nule. O

r(m—i—h)—n‘
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5.6. Mnohokrokové (diferenéni) metody. Zabyvame se tilohou nalézt pfiblizné hodnoty feseni
rovnice y' = f(z,y), y(zo) = yo v bodech xg,x1,..., pfiemz z; = ¢ + ih. K vypodtu y,i1
potrebujeme hodnoty Ym—k, Ym—k+1, - - - » Ym, ale do pravé strany dosazujeme pouze jednou. Problém
je pouze na pocatku — tam se musi pouzit Runge-Kutta nebo Taylor.

Vychazime z toho, ze pro presné y; plati

Tm+1

Yras1 = Yros + / f(,y(@)d. (73)

Tm—j

Pfi numerickém vypoétu funkei f(z,y(x)) nahradime interpolaénim polynomem k uzlim
Tm—ks Tm—k+41y---sTm NEDO Ty ky Tm—k41, .-+ Tm,Tm+1- V prvoim pripadé se jednd o explicitni
metody — dostaneme explicitni vyjadfeni hodnoty 4,,+1. V druhém pripadé jde o implicitni me-
tody — ve vzorci vystoupi i f(%mi1,Ymr1). Poté se bud y,i1 vypoéte piimo z rovnice (méné
obvyklé) nebo se vypolitd pfibliznd hodnota iteracné. Volbou j = 0 dostaneme tzv. Adamsovy
formule.

5.6.1. Explicitni Adamsovy formule. Oznacéme f; = f(x;,y;) = y'(z;) = y}. Pouzijeme Newtonuv
vzorec pro interpolaci vpred, f(x,y(z)) = Ly, x(x) + R k(x), kde

t(t+1 HE4+ 1) (t+ k-1
L (@) = frn + s + (2' Jp2 4. WEED kg )f:%%,

(@ — Z) (T — Typ—1) - (T — Tppgp) dFTT

(k+1)! dxk+1f(§ay(§)) =
= hk+1t(t+1)(t+k) d'IH_l

Rm,k =

) g/ (& u(E)).
Po dosazeni do (73) mame
Tmt1 1
pir =um [ Lop@det [ Ropads
Tm Tm
pFiblizng vzorec pro vypoéet ymi+1  chyba v jednom kroku
po substituci x = z,,, + th
1
Y1 :merh/ {fertf;lé et t(t+1).'égt+k_l)f27§ at,
0

Ym+1l = Ym + h[fm + alffn,% + -+ ak.fi_%] + lm,ka

kde
/ 1
t —
/ tri=b g
0
Néktera a:
1 1 1
o= futt= e [ B E) 5 8, L
' 2’ 6 4, 120708 T 0
0 0

95 19087 9275 1070017
-_—, a6 = — y a7 = s a8 = .
288 60480 17280 3628800

Uziti Adamsovych vzorci:

k k k
1= itk T (1)fi+§—1 + (2>fi+’;—2 -t (_l)k(k>fi—§

as =
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. 1 5
Ym+1 = Ym +h y;n + §(y;n - y;n—l) 12( 2ym 1 + ym 2)+
§ ’ / ’ /
5 Wm = 3Ymo1 4 3Ym2 — Yms)

k=0: Ym+1 :ym"_hy;n
. h
k=1: Ymi1 =Ym + 5[331:71 - Z/m—ﬂ
. h
k=2: Ymy1 = Ym + E[23y;n — 16y, 1 + 5Yy, o]

h
554 — 591 + 3TYr 2 — 3]

k=31 Ymy1 = Ym + 24[

Chyba I, 1, bude

i / k1
I = / R i (2)dz = h*2 / a4 +(1k)+ 1(; 5 d(irk“ f(&y(§))dt =
0

Tm

= 12y (n)ag .

Zkracend |l 1| < W 2ap 1 My yo.

5.6.2. Implicitni Adamsovy formule. Opét pouZijeme vzorec pro interpolaci vpred, f(z,y(x)) =
Lk (x) + Rk (z),

1) tt+1)-- (t + k)
Lm - t 1 ( 2 k+1
tt+1)(t+k+1) d*H
]:i:rn,k(x)thr2 (k + 2)| dazk+2 f(fa y(g))
Dosadime do (73),
Tm+41 Tm+1
Ymil = Ym + / Ly, i (z)dz + / R, 1 (z)dx.

Zavedeme substituci,

0

Ym+1 = Ym + /L z)dt + by =
-1

= Y+ [P Dy bR b e |+ b,
2

kde

Uvedeme néktera b:

9 863 275 33953
T 604807 7 241357 ° T 3628800
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Konkrétni metody:
k=—=1: ymi1 = ym + hy;n—&-l

E=0: Ymt1 =Ym + g[y;wrl + Yl

E=1: Ymi1 = Ym + %[Syinﬂ + 8 — 11

k=20 Ymi1 = Ym + %[%ﬁnﬂ + 199, = 541 + Ypn—2]

k=3: ymi1 = gd%mwﬂ+6m%fﬁm%nl+w®mg 19y, _s]

Chyba aproximace je

i v k2
Ik = / Ry i(x)dz = hk+3/ (e + 1)(k +(t2;!_ ket 1) dd s [ (& y(€)dt =

Tm

_ hk+3y(k+3) (n)bk+2;

celkem |1, 1| < h**+3 by o] My 3.

Implicitni metody se pouzivaji v tzv. metodach prediktor-korektor. Nejprve se vypocte y,,+1
pomoci explicitniho vzorce, pak se ziskand hodnota dosadi do pravé strany implicitniho vzorce. Lze
dokazat, ze nova hodnota y,,,+1 je presnéjsi.

Definice 5.6. Obecna diferenéni formule k-tého ¥adu pro feseni rovnice ¢y’ = f(z,y) je formule
tvaru

k k
D iyngi =0 Bif (@ntisYnta), (74)
i=0 =0

kden € {0,1,..., N—k} aay # 0. Pro 8. = 0 je to explicitni formule, pro 8, # 0 je to implicitni
formule.

Definice 5.7. Diferenc¢ni formule (74) se nazyva stupné p € Ny, jestlize plati ndsledujicich p + 1
podminek:

k
S0
i=0
ko s k cs—1
oy i By B
Z ol —Z 5- 1) pros=1,...,p.
=0 =0
Zname-li hodnoty Y, ¥ni1,---,Ynik_1 Presné a vypocitame-li y, %, je to s presnosti O(hPT1).
Dikaz.
k
> leiy(wn +ih) = hBif (wn + ih,y(zn + ih))] =
i=0

k
= liy(wn +ih) = hBiy (wn + ih)] = cpahP Ty (2,) + O(RPFY)
=0

ih)? )Pt
Y(zy +ih) = y(x,) + ihy' (z,) + ( ;L') Y (zn) + -+ ((ph_')_ 1)'y(p+1)(a:n)+
(ih)erQ p+2
+ My( (&)
Y (xn + ih) =y (x,) + ihy" (xn) + - + (’;)py“’*”(xn) + mw”) (&)
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Uvedené pozadavky jesté nestaci k tomu, aby daly rozumnou metodu.
Priklad 5.3. Zkonstruujeme explicitni formuli 2. fadu, co nejpresnéjsi:
Ynt2 + 1Ynt1 + aoyn = h(Brys 1 + Boy,,)-
Z podminek pro stupen formule mame

l+a14+ap=0
24+a;=p1+ B

1

5(4 +a1) =5

1 1

—(8 = —f1.

6( + 1) 251
Vic podminek si kldst nelze, protoze je u formule 2. fadu nelze splnit. Metoda m4 v jednom kroku
piesnost O(n*). Reseni soustavy je a1 = 4, ag = —5, 1 = 4, By = 2. Po dosazeni

Ynto = —4Ynt1 + Syn + 44y, 1 +2,,)-

Zkusime Fesit rovnici y' = —y, y(0) = 1. Vime, Ze FeSeni je y(z) = e~ *. Vyse uvedend formule bude

mit pro tuto rovnici tvar
Yn+2 = _4(1 + h)yn—i-l + (5 — Qh)yn

Zvolme krok h = 0.1, poc¢ateéni hodnotu y; = e~%! = 0.904837. Dostaneme nésledujici vysledky
(IEEE Double, zaokrouhleno):

x yi (yi — y(z)) - 10° Yi (y; — y(x:)) - 10°
0.0 1.000000 0 1.000000 0
0.1 0.904837 0 0.904835 2
0.2 0.818715 15 0.818726 4
0.3 0.740872 54 0.740812 -6
0.4 0.669997 -323 0.670313 7
0.5 0.608200 1669 0.606522 -8
0.6 0.539907 -8905 0.548803 9
0.7 0.543769 47183 0.496576 10
0.8 0.198971 250358 0.449319 -10
0.9 1.734618 1328048 0.406560 -10
1.0 —6.677259 7045138 0.367869 -10
2.5 30.828821 30746736

Definice 5.8. Formule (74) se nazyvé stabilni podle Dahlquista, jestlize vSechny kofeny poly-
nomu au\¥ + ap_1 A¥71 + ... + ag jsou v absolutni hodnoté mensi nebo rovny 1 a ty, které jsou v
absolutni hodnoté rovny 1, jsou jednoduché.

Lemma 5.1. Necht y(z) je TeSeni rovnice ¢y = f(z,y) v intervalu (zg,a), necht f je definovéna,
spojitd a lipschitzovskd vzhledem k y s konstantou M na (xg,a) x (—oo,+00). Pak pro kazdé celé
n: 0 < n < N oznaéme u, = y(z,) — A (2n, y(2n)), kde A je libovolné zvolend hodnota takovd, ze
[A| M < 1.

Rovnice z — Af(xp, 2) = @, m4 jediné feSeni z = §,, a plati

_ 1 _
|Gn — Yn| < W‘un_un‘-

Diikaz. Zavedeme zobrazeni F(z) = Af(ay, z) + @, R — R, dokdZeme, ze F(z) je kontrahujici, tedy
F(z) = z mé pravé jedno FeSeni. Protoze plati

|F(2) = F(y)l = [\l |f(z,2) — f(z,y)| < M|A| [z —
a M |\ < 1, je F(z) kontrahujici a vyse uvedend rovnice méa jediné feseni. Déle plati

|gn - yn| = |>\f(93n7gn) + Uy, — Af(xnayn) - un‘ < |ﬂn - Un| + ‘/\| M ‘gn - yn|7
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z toho po upravé
_ 1 -

Lemma 5.2. Necht je ddn polynom

k
o(t) = Z ot
i=0

a matice
0 1
0 0 1
A_ =
1
ag Qg Qk—1
_ak _Oék - (09

Ziejmé o(t) je ndsobkem charakteristického polynomu matice A. Necht pro kaZdy koten ¢; polynomu
o(t) plati |t;| <1 a necht ty kofeny, pro které |t;| = 1, jsou jednoduché.

Zvolme néjakou maticovou normu. Pak existuje konstanta G, ktera zavisi pouze na koeficientech
o(t) tak, ze plati ||A"|| < G pron € N.

Jestlize pro vsechny kotfeny p(t) plati |t;] < 1, pak existuji konstanty G; a 0 < v < 1 tak, Ze
|A™] < Ga7™ pron € N,
Ditkaz. A je regularni, tudiz ji lze zapsat jako

J1
A=T" J2 T

Ji
A" =T 1 J3 T.

Pro maximovou normu plati ||A™||; < ||T’1||I G| T|; < G, nebot vlastni &isla jsou bud mens{ nez

1, v tom pfipadé jsou prvky J;* k nule, vlastni ¢islo 1 mtize byt pouze jednondsobné, v tom piipadé

ale J = (1), takze J* jsou omezeny konstantou. Pro jiné normy to plati diky topologické ekvivalenci.
Je-li p(A) < 1, pak existuje € > 0 takové, ze i p(A) + & < 1. Pak

1 7
o(A)Fe vl ) 1
A = (o(A) +&)T ! A2 — T
(o(A) +¢) AR AT
a n
1
<9(A>+a Jl) §
|A| < [T (sea=2) Il (o(A) +e)".
O

Lemma 5.3. Necht ¢y, ¥, X jsou koneéné posloupnosti &sel pro k = 0,1,...,n, x > 0. Necht

k-1

Pk §¢k+ZXi%‘ pro k=0,1,...,n.
i=0

Potom plati

n—1

n—1
on <P+ Y it [ 1+x5)-

i=0 j=i+1
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Diikaz. Zavedeme dalsi posloupnost

k1
O =+ Y xi®i,
i=0

®y = ¥yg. Indukei dokazeme, ze i < ®. Pro k = 0 to z definice plati, pokud to plati az do k —1, je

k—1 k—1
Z Xipi < Z Xi P,
=0 1=0
nebot y; > 0, coz bylo dokazat.
Daéle dokédzeme, ze
n—1 n—1
i=0 =i+l

Pro k = 0 to opét z definice plati, predpokladejme platnost az do k — 1. Z definice je
P =Y+ x0Po +xaP1+ -+ Xk-1Pr—1 =
= Yk + Xoto+
+ x1[¥1 + xoto]+
+ X2[¥2 + xo¥o(1 + Xx1) + X191 ]+
+x3[¥3 + xovo(1 + x1)(1 + x2) + x1¥1(1 + x2) + x22]+
+ xa[ta + xo¥o(1 + x1)(1 + x2)(1 + x3) + x1¥1 (1 + x2)(1 + x3)+
+ x2th2(1 + x3) + x33]+
+ Xk—1[¥k—1 + X0t (L + x1)(1 + x2) -+ (1 + Xxp—1)+
+x1(T+x2) - (1 +xe—1) +--] =
= x + xo%o[1 + x1 + x2(1 + x1) + x3(1 + x1)(1 + x2)+
+ xa(1 4+ x1) (1 +x2)(X +x3) + -+ xoo(L+ x1) - (L + xp—1)] =+~
Budeme vytykat (1 + x1), (14 x2) az (1 + xk—1)- O
Véta 5.4. Necht prava strana diferencidln{ rovnice y' = f(x,y) je definovana a spojitd v intervalu
29 <x < a, —0o <y < +oo a splituje vzhledem k y Lipschitzovu podminku s konstantou M. Necht
y(z) je feseni rovnice na intervalu (zo, a) a necht m4 spojité derivace do fddu p+1, kde p > 1. Necht

uvazovand diferenéni formule ¥ddu k je stupné p a stabilni podle Dahlquista. Necht yo,y1,- .., ¥n
jsou hodnoty vypocitané podle vzorct

k k
> Qiynyi =0 Bif (ntisYnii) +0n pron=0,1,...,N —k
=0 =0

ay;proi=0,1,...,k —1 je ddno. Pak (pro dostatecné mald h) plati

|.’L'n—x0| ) G (x —
n - n < —m— ]. )\ M ’l9 _— — th (xn wo)
p— >|1_|A|M{< e . |
kde n=0,1,..., N,
_ _ B
P o vl o= ey ol =R

a G, M, K jsou konstanty, které zavisi jen na koeficientech formule a na diferencidlni rovnici a jsou
nezavislé na h pro dostatec¢né malé h.

Diikaz. Oznaéme y, — y(x,) = ry,. Odeétenim vztahtt

k k
> Qiynyi =0 Bif (TntisYnyi) + On
i=0 i=0
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k k
Z Y (Tnti) = h Z Bif (Znti, Y(Xnti)) — ln,
—0 i=0

pficemz I, < KhPT!, dostaneme

k k
Z QiTntq = hz Bilf (Tntis Ynvi) — F (@i Y(@nti))] + 0n + Ly (75)
Oznatme u, = Y(xn) — Af (20, y(20)), Un = yn — Af(Zn, yn). Podle lemmatu 5.1 se d& odhadnout
[rn| < _ |ty — wn| -
T 1-|\M
Misto 7, budeme dale odhadovat ﬂn — u,. Plati, Ze
k k
Z @i (Tn4i — Unti) Z QiTnti — Z il f (@ntis Ynvi) — [(@ngi, Y(Tnri))] =
1=0 =0

k
038~ ) @i Yoi) — S @ais y@asi))] + 8+ b = G

Pro ¢ = k dostaneme Sy — B" sy = 0, takze staci scitat od 0 do k — 1. Zavedeme vektory

_— 0
i Uy, — Up, 0
I I e D
Upyk—1 — Untk—1 0
ag
a matici
0 1
0 0 1
A_ = ..
0 0 0o --- 1
ag ai Qk—1
—& _a T

Potom plati, ze @"t1) = Aa(™ + ™. Az do k — 1-té slozky je to jasné, pro posledni slozku to
vyplyva z predchozi rovnosti.
Dale je
ﬂ*(n) _ Aﬁ(nfl) +q—(n71) _ A2,L—L»(n72) +Aq(n72) _’_(j(nfl)

n—1

)

Pomoci vektoru @™ provedeme odhad Tnti Nezavisly na i:
1

1
e L e |l
Irnevil < T3y 1Bt = vl < 73737 |1

)

I

nebot proi =0,...,k — 1 jsou to sloiky '&'(").

1
Hq(n) = — |l < 041 il + (6+ th+1) =
1 ol Ia |
PV 3 1
<h =318 = Srau| | ;g |8, + o 6+ KR

[ak|; o ] 1—[A[M |Oék|( )
M
~ 1

ch“” < Mh||@™| +—(+ Kh*th)
I I Qe
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Protoze podle lemmatu 5.2 maji vSechny mocniny A spolecny odhad G, plati

7 i@ +
I
6—|—th i1
TS ) <
— 5+ Khpt!
Z a®|| a2 g | .
x- =0 " k| !
) i e
Podle lemmatu 5.3 z toho, zZe plati
k—1
ok <Pkt > Xigi,
vyplyva, ze
n—1 n—1
i=0 j=i+1

7™

p+1
< GMh Z {sz +G

ﬂ’(O)HJ (1 +GMh)n7i71+

|k |
+an+e WH
|k | I
|@| <efa|, 1+GMhZ 1+ GNIR)" 1 | +
64+ Khrt!

n—1
o Gn+GMhY_ Gi(1+ GMh)”_"_ll
k i=0

Protoze
1451
1

n—1 n—1

C p—1—i i
E q = E E aqa,
i=0 j=1i=0
je druhd hranaté zavorka rovna

(1+GMh)I — o
an+aimn S U EEM = o G+ GNThY — G — 1) =
" Z 2L 06 31+ XY~ G(n 1)
- (1+GMR)™ ' -1 1 .
=G+ G(1+GNMh . = —[(1+GNR)" —1].
1+ quiny LEEEL {1+ AR 1]
~ §+ KhPtt 1 ~
—»(n) < —'(O) n __ _ n __
@) <cla HI[1+(1+GMh) o S g G - 1)

to l1ze dale upravit:

1
|C¥k|M

7™

. ) .
<G Hﬁ(O)H (1+ GNR)" + ( + th) (14 GNIR)"™ — 1]
I I
Vyuzijeme nyni toho, ze 1 + G]\Zh~ < eOMh tedy (1+ GMh)" < enGMh — (GM(zn—20) 5 d4le
eGM(@n=20) _ 1 < GM(x, — x0)eM@n=70) To prvni je jasné, to druhé vyplyvé tieba z Taylorova
rozvoje e*.

)

<G
I

ﬁ(o)“ eGM(zn*f”O) + G(:Cn — $0) § + KhP eGM(fEn*»TO)
I |ak| h
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Po vyndsobeni 1/(1 — |\ M), dostavame hledanou nerovnost. Staéi si uvédomit, ze
U — wi| = lys — y(@i) — Alf (@i yi) — f (@i, y(24))]] <
= [y —y(@)| + AL M [y — y(ai)] = (1 + A M) [y; — y(:)| =
= (1+ [N\ M)0.
O

Poznamka 5.4. §, je zaokrouhlovaci chyba pocitace a ani pocatetni podminky nejsou dény presné.
Opét nelze jit s h libovolné nizko, pro dalsi zvyseni presnosti lze pouzit jediné metodu vyssiho radu.
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