1. NUMERICKY VYPOCET INTEGRALU

/df(x) dz (1)

na zdkladé znalosti f(x1, ..., ,), kde uzly x4, ..., z, jsou z intervalu (c, d).

Chceme vypocitat

1.1. Newtonovy-Cotesovy formule pro ekvidistantni rozmisténi uzli. Podle rozmisténi uzla
v intervalu (c, d) rozlisujeme

(1) formule uzavieného typu:

a ¢ ... d
o L1 ... Tp
d—c
c=a+h,d=a+nh, h= ,
n—1
(2) formule otevieného typu:
a=c a+h ... a+nh d
) 1 Tn Tn+41
d—
c=a,d=a+ (n+1)h, h= <.
n+1
Odvozovat budeme oba typy najednou pomoci parametru k:
d—c
= 1—Fk)h,d= k)h, h = ——.
c=at (=R d=at @+ kb b=

Formule uzavieného, resp. otevieného typu ziejmé ziskdme volbou k = 0, resp. £ = 1. Definujme
funkei F(y) = f(a + hy). Potom F(i) = f(x;). Zavedeme-li do integréalu (1) substituci = a + hy, je

d n—+k
C/f(at) dz = hl_/k Fly) dy.

Funkci F' nahradime Lagrangeovym interpola¢nim polynomem piislusnym k této funkci a uzlum
1, ..., n. Potom

d ' |
[ 1w da = /ZF Doy (=)= (1) ly=n)

(i—1).. G- (-1))i-(G+1)...(i—n)

g = 1
n+k
+h /(y—l)(y—n) Fy,1, ...,n)dy =
1—k
ozn. oy,
Ty F(i) (=1 (y—n)

i y—1)...(y—n
/;(1_1)!@_@')! (—1)in Y y+he
1-k =

n n—i [tk (y=1)...(y—n)
(—)nt i e talmn) gy
- d_ 7 — vy h n )
( C);f(x) 1421 (it~ &
A ) ozn. R, 1 (f)
ozn. I "
kde I jsou tzv. Newtonova-Cotesova ¢isla. Ziskali jsme tedy obecny vzorec

d

/f( do = (d— o) Y 1" (@) + Ru, k(f): 2)
i=1

c
1
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Tvrzeni 1.1. Newtonova-Cotesova cisla I 2(712) jsou symetricka v i, tj.

(Vi e ﬁ)(]l(nlz = Ir(ﬁr)l—i, %), & pro jejich soucet platf

n
(n) _
DL =1
i=1
Dtkaz. Prvni ¢ast tvrzeni: Plati
n+k

) B (1)1 (y=1)...(y=n)
In+1—ivk_(n—1+2k)(n—i)!(i—1)!/ y—nmn+i—1 dy

1—k
Do integralu vpravo zavedeme substituci z=n+1—y, tj. y=n+1— z:
1—k

m (-t (n—z)...(1—2) B
n+k
(—1) ey on
_(n—1+2k)(z'—1)!(n—i)!1_/k z—1 dz=1; -

Druhd ¢ast tvrzeni: Polozime-li f(z) = 1, potom zfejmé R, r(f) = 0 a podle (2) plati d — ¢ =
(@-0)Ti, 17} -

Nyni do vzorce (2) dosadime k = 0 a n = 2. Podle piedchoziho tvrzeni musi byt I fzg = Ié?o), takze

/d fla) dom (= 0) (3700 + 5f(e)).

Pro n = 3 si uz musime alespon [ {33 spocitat podle definice:
3
1 -1y —2)(y—3) 12 1
16 _ / dy=1.2_1
L0 = 50121 y—1 Y1376

1

d F(@) do e (d— o) (2 f(@1) + = f(wa) + = f(z3) )
c/ 6 6 6

Podobnym zptusobem se dozvime, Ze pro n = 4 plati

d
[ 1@ de = 0) (g + S + § 1) + G700

Analogicky dokdzeme, ze v piipadé formuli otevieného typu (tj. pro k = 1) plati

d
ne1 = /f(x)d:c%(d—c)f(:z:l),
Cd 1 1
n=2 = [1wdrxa-o (50 5re).

d
=3 = [ 1@ arx @-o (31 - 3r) + i)

1.2. Urcéeni chyby v Newtonovych-Cotesovych formulich.
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1.2.1. Lichy pocet uzli. Soustiedme se nejprve na pifpad lichého poétu uzli, tj. necht (Im € N)(n =
2m — 1). Potom pro chybu plat{

2m—1+k
02m—1 = / (y—1)...(y—2m+1)F(y, 1, ..., 2m —1) dy.
1-k ozn. Y (y)
Definujme funkci
o) = [ v Q
1=k
Tvrzeni 1.2 (pomocné). Oznacéme
i+1
L= [ o) ay
prot=0,1, ..., m—1. Potom plati |Io| > |I1]| > ... > |Ln-1]-
Dikaz. Proi <m—2jel;1q1 = fiijf (y—1)...(y—2m+1) dy. Do tohoto integralu zavedeme substituci

i+l 1+1
L= [e-1) oo [o HD

z—2m+1 ’

i i

Protoze funkce z — je v intervalu (i, ¢ + 1) zfejmé spojitd a funkce ¢ neméni v intervalu

z—2§n+1
(i, i + 1) znameni (je to polynom a body 4, i + 1 jsou jeho jediné kofeny v (i, i + 1)), existuje podle
1. véty o stfedni hodnoté takové & € (i, i + 1), ze

e T ¢
Liyw=——"—"— dz=——>—1,.
T om 1 /1/)(2) TE oma1

Ziejmé plati ’5722+1‘ = 2m7§17£ a tato funkce proménné ¢ je v celém intervalu (0, m — 1) ostie
rostouci. Proto Vi € {0, ..., m — 2} plat{
3 m—1
Ligl=—S I < I < |L].
il = 5 Il < 2L n <
O
Tvrzeni 1.3 (pomocné). Plati ¢¥(y) = —¢(2m — y).
Dikaz. Je p(2m —y)=2m—-1—y)...(1—y)=—(y—1)...(y —2m +1). O
Tvrzeni 1.4. (1) Funkce ¢ je polynom,
(2) (1 -k) =0,
(3) p(2m—-1+k) =0,
(4) Ve (1 -k, 2m—1+4+k))(p(x) #0).
Diikaz. (1) Ziejmé.
(2) Ziejmé.
(3) Podle (3) je
2m—1+k
e2m—1+4+k)= / (y—1)...(y —2m+1) dy.
1=k
Zavedeme substituci z = 2m — y, tj. y = 2m — z:
1—k

o2m—14+k)= / Cm—-1-2)...(1—-2)(—dz) =

2m—1+k



2m—1+k
=— / (z=1)...(z=2m+1)dz = —p(2m — 1 + k).
12k
Protoze o(2m — 1+ k) = —¢p(2m — 1 + k), musi byt p(2m — 1+ k) = 0.

(4) Z dukazu tvrzeni 1.2 vyplyvd, ze funkce ¢ neméni v intervalu (i, ¢ + 1) znamen{ a ze sgn I; =
—sgn Iy g (i € {0, ....m — 2} Odtud je ziejmé, 7e
(Vz e (1 —k, m))(sgn ¢(x) =sgn Ip).

Dokézeme, ze pro « € (m, 2m — 1 + k) plati p(x) = ¢(2m — x): Do integralu
2m—x
¢(2m —z) = / ¥(y)dy
12k

zavedeme substituci z = 2m — y, takze s vyuzitim tvrzeni 1.3 a jiz dokdzaného bodu 3 dosta-
neme

o(2m —z) = - / $(2m - z) dz = / (z) dz =

2m—14k 2m—1+k
1—k z
= / P(2) dz + / Y(z) dz = —p(2m — 1+ k) + ¢(x) = ¢(x).
2m—1+k 1—k
O
Nyni jiz muzeme uré¢it chybu go,,—1. K tomu vyuzijeme metody per partes:
2m—1+k
O2m—1 = / YY) F(y, 1, ...,2m—1) dy =
1—k
2m—1+k
2m—1+k d
=[p(x)F(z, 1, ..., 2m —1)]T", — / @(y)d—yF(y, 1, ..., 2m —1) dy.
1—k
Podle bodu 2 a 3 tvrzeni 1.4 je prvnf s¢itanec nulovy, do druhého dosadime z (?7), takze
2m—1+k 2m—1+k
V(W) F(y, 1, ...,2m—1)dy = — / oY) F(y,y, 1, ...,2m—1) dy.
1—k 1—k
Z tvrzeni 7?7 vyplyva spojitost funkce y — F(y, y, 1, ..., 2m—1) a podle tvrzen{ 1.4 funkce ¢ neméni

na (k—1, 2m — 1+ k) znameni. Podle 1. véty o stfedni hodnoté proto existuje n € (1—k, 2m—1+k)
tak, ze

2m—1+k F(2m>(§) 2m—1+k
QQm—lZ*F(U, n, 1, ...,mel) / (p(y) dyzfW

1-k 1-k

o(y) dy.

1.2.2. Sudy pocet uzli. Nyni si rozeberme ptipad sudého poctu uzli, tj. necht (Im € N)(n = 2m).
Potom

2m-+k
o= [ =1y 2P L 2m) dy =
1—k
2m—1+k 2m
= [ vw-mFE s [ D - 2P L 2m) d
1-k 2m—1+k
Oznaéme posledni dva integraly po fadé Si, So. Do prvniho integrdalu dosadime
F, ....2m)—-Fy, 1, ..., 2m—1
F(y7 17 R 2m) — ( ) ) m) (y’ ) ) m ),

2m —vy



takze dostaneme

2m—1+k
S1=-F(1, ..., 2m) P(y) dy + Y Fy, 1, ..., 2m—1) dy =
1—k 1—k
2m—1+k
F(Qm)(fl)
=—-F(1, ...,2 2m —1+k me1=——v— | — d
(1, » 2m) p(2m + k) +02m-1 2m)! e(y) dy
=0 1-k
ozn. Ay
Na druhy integral pouzijeme oblibenou 1. vétu o stiedni hodnoté a mame
2m
Sy = (y—1)...(y—2m)F(y, 1, ..., 2m) dy =
2m—1+k
2m-+k
FC™ (&)
=F(n1, ...,2 —1)...(y—2m) dy = ———=A,.
2m—1+k

ozn. As

Tvrzeni 1.5. Plati sgn A; = sgnA,.

Diikaz. Necht napf. k = 0 (pfipad k = 1 se dokéZe podobné). Potom

2m—1 y

A =— / o(y) dy, kde @(y):/(t—l)...(t—Qerl)dt.

Podle tvrzeni 1.4 neméni funkce ¢ na (1, 2m — 1) znameni, a proto staci zjistit sgn ¢ v libovolném
bodé tohoto intervalu, napt. v bodé y = 2:

2
<p(2)z/(t—l)(t—2)...(t—2m+1) dt > 0,
—— N Y
1 >0 <0 <0
takze A; je zdporné vzatym integralem kladné funkce, odkud A; < 0. Pro A; plati
2m
Ag = / (y—1)...(y—2m—1))(y—2m) dy < 0.
———
2m—1 >0 <0

O

Lemma 1.6. Jsou-li ¢ funkce spojitd v intervalu (z, x2) a A1, As konstanty bud obé kladné, nebo
obé zaporné, potom

(3€ € (z1, 2))(Ar1p(z1) + A2ip(22) = (A1 + A2)p(§)).
Dikaz.

O
Plati

Fem(E) | FEm (G
Oom = S1+ 52 = (ZT)!lAl (QT)!QAQ'

Piedpoklddejme, ze F(2™) je spojitd funkce. Potom podle predchozi lemmy existuje & € (£;, &) tak,
ze

2m—1+k 2m—+k

o(y) dy + / (y—1)...(y—2m) dy

1-k 2m+1—k
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1.2.3. Shrnuti.
Tvrzeni 1.7. Plati F(®) (y) = R0 ().

Dikaz. Na zacdtku kapitoly jsme zavedli funkci F(y) = f(a + hy) a provedli substituci © = a + hy.
Odtud plyne

dF(y)  df(x)da

dy dz dy’
tj. F'(y) = hf'(a + hy) a indukei pak 4 dy" E(y)=h" gm,{( )- O

Obecné vzorce pro numericky vypocet integralu tedy jsou:

d 2m—1 h2m+1 2m—1+k
[r@ de=ta-o) X 15 pw) g 10O [ et
c =1 1-k
pro lichd n, tj. n=2m —1, a
d 2m
/f( Ydz=(d—c) lezm)f (z;)—
h2m+1 (2 ) 2m—1+k 2m—+k
— m dy — —1)...(y—2m) d
G L O [ = [ == 2m) dy
1—k 2m—1+k

pro budé n, tj n= 2m

“evs

je mensi. Navic koeficient u h je v ptipadé sudého poctu uzlu vétsi, jak vime z predchom lemmy.

1.3. Formule pouzivané v praxi. K praktickému vypoctu f; f(x) dz se nepouzivaji Newtonovy-
Cotesovy formule, ale obdélnikova, lichobéznikova a Simpsonova formule.

1.3.1. Obdélnikovd formule. Interval (a, b) rozdélime na n dilku stejné délky a doprostied kazdého
dilku umistime uzel z; = a + (i — 3)h, kde h = b_T“, i € n. Potom plati

/f yar=3" [ i) a

zlA

Jednotlivé integrély vypocteme pomoci Newtonovych-Cotesovych formuli pro
k=n=m =1 (otevieny typ):

/ f(a) do = hf (@) - () / /y<t—1>dt By = hi(e) + o).

Odtud

// b— Z?: fll(gi)
/f dx—hfol 242 (&) hZf )+ k2. 24a. 1n :

Posledn{ zlomek je aritmetickym prumérem hodnot f”(;), oznacme jej proto f”(£):

b

/ dx—hZf

a

F(&).-
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1.3.2. Lichobéznikovd formule. Interval (a, b> rozdélime na n dilku stejné délky a do jejich hrani¢nich
bodu umistime uzly x; = x¢ + ih, kde h = b , 1 € ng. Potom plati

/bf(x) dx_i 7 f(z) dz

Jednotlivé integraly vypocteme pomoci Newtonovych-Cotesovych formuli pro
k=0,n=2 m=1 (uzavieny typ):

T 3
[ 1@ ar = Sl + ) - e,

b -
[ @) do =3 (7(e0) + 26() + 25 (w0) 4.+ 2 o) + S = 35 3 116) =

=1

= U1 Cro) + 20 (n) + 2 (ea) + o4 2f (o) + )] -2 O T TG,

Za predpokladu spojitosti f” je posledni zlomek opét aritmetickym prumeérem, takze muzeme psat

b=z ey,

/f dx_gf(xo)—l—Zf(J:l)—l-...+2f(l‘n—1)+f($n)]_ 2

Pozndmka. Chyba zde vysla vétsi nez u obdélnikové formule. Je to tim, ze zde jsme pouzili Newtonovy-
Cotesovy formule pro sudé n.

1.3.3. Simpsonova formule. Interval (a, b) rozdélime na 2n dilku stejné délky a uzly ©; = x¢ + ih, kde

h = W’ i € {0, ..., 2n} umistime do prostfedniho i obou hraniénich bodu kazdého dilku. Potom
plati
b n x2;
[r@a=3 [ 1@
a i:1$2172
Jednotlivé integraly vypocteme pomoci Newtonovych-Cotesovych formuli pro

k=0,n =3, m=2 (uzavieny typ):
/ fz [f(ﬂﬂzz 2) +4f (x2i-1) + f(@2:)] — *f @ (&),

b

[ #@) do = Z17(e0) + 45(@) + 26 (w2) + 4f(as) + .+

a

5
+2f(w2n—2) +4f(v2n—1) + f(x20)] — - Z FD&).

V poslednim vyrazu dosadime za h = Z’Q_—n“ a za predpokladu spojitosti f(*) muzeme psét

b

[ #@) do = S 17(e0) + 47 (@) + 25 (w2) + 4fas) + o+

a

. ARI(3]

+2f (wan-2) + 4f (220-1) + f(220)] = blso



Pozndmka (zdvérecnd). Numerickd matematika II nen{ doslovnym pfepisem zdpisku z prednasky.
Duvodem byla snaha o piehlednéjsi a ucelenéjsi pojeti, které by navic zduraznilo sty¢né body s linedarni
algebrou a matematickou analyzou. Vysledkem by mélo byt snazsi pochopeni latky. Co je tedy jinak?

Néco je zde navic a néco jiného chybi. Pfidano bylo nékolik poznamek, které upozornuji na souvislosti
s jinymi predméty, zejména s matematickou analyzou 3. Tyto pozndmky slouzi pouze ke zduraznéni
souvislosti a ke snazsimu pochopeni. Jsou samoziejmé zcela mimo ramec toho, co je tieba se ucit ke
zkousce, a ten, koho by métly, nebo kdo jesté neabsolvoval MAA3, je muze klidné vynechat.

Co zde naopak nenajdete: Snahou bylo odstranit vSe, co se nevyzaduje u zkousky a pritom neni
podstatné pro pochopeni dalsi latky. Presto zde zustalo i nékolik takovychto véci, napt. popis metody
fizené relaxace.

Za zminku stoji jesté dvé upravy: VétSina novych pojmu je uvddéna az ve chvili, kdy jsou tyto
pojmy potieba. Pozornému ¢tendii skript jisté neuniklo, ze dil¢éi snahy v tomto sméru se objevuji i v
samotné prednasce. Tento projekt v nich tedy pouze jde o trochu dal.

Posledni a vlastné nejzasadnéjsi zménou oproti predndsce je forma, jakou je veden vyklad v jed-
notlivych kapitolach. Na pfednaSce je postup vétsinou takovy, ze se odvozuje ,,porad dal”, tj. bez
Velkd ¢ast odvozeni je tak ,skryta”do dikazu jistych tvrzeni. To by mélo mit za néasledek vétsi
prehlednost a srozumitelnost. Aby se tato tvrzeni odligila od vét, resp. lemm vyslovenych na prednéasce
piimo (a tedy i v téze podobé vyzadovanych u zkousky), jsou v textu oznacovana slovem tvrzeni. Po-
jmenovani véta, resp. lemma jsou vyhrazena tvrzenim takto oznatenym na pfednasce. Upozornéni:
Pridand tvrzeni velmi ¢asto nejsou exaktni, tj. zejména neobsahuji vSechny potfebné predpoklady, po-
kud jsou zfejmé z kontextu. Je tomu tak pfedevsim proto, aby nedoslo k ptili§ vyraznému odklonu od
prednasky. Strucéné feceno: cilem neni naprosta presnost ve vSech detailech za cenu vytvoteni nééeho,
co nemé s prednaskou mnoho spole¢ného, ale spis naopak — jednoduchost a zachovani puvodniho
pojeti i za cenu drobnych nepiesnosti.
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