1. ITERACNI METODY PRO RESENT SYSTEMU NELINEARNICH ALGEBRAICKYCH A
TRANSCENDENTNICH ROVNIC

Bud'te f1, fa, ..., fn redlné funkce n redlnych proménnych. Nasim cilem je nalézt FeSeni soustavy
fi(zr, o, oy, ) =0, fo(z1, T2, ooy ) =0, ..., fr(z1, T2, ooy ) =0 (1)
ve tvaru @ = (ay, as, ..., a,)’. Separaci kofenti v tomto pifpadé viibec neumime provést, a proto

budeme déle predpokladat, ze zndme konvexni oblast G s vlastnosti @ € G.
1.1. Princip itera¢nich metod. Systém (1) prevedeme na systém
T, = Spl(xlv T2y vuey xn)» To = (,02(.%17 T2y ey xn)a vy Ty = (Pn(l'la X2y oeey xn) (2)

a konstruujeme posloupnost vektori (#(F)) takto:
(k+1) (k) (k) (k)

o) = p1(x3 o ka - xnk ),
( N @2(%‘5 )a xé )7 (IR} xgl ))a (3)
(kH) = pn(x (k), xgk), ey xﬂc)).

Tvrzeni 1.1. Bud'te
(1) feseni a systému (2) odseparovdno v konvexni oblasti G,

(2) (Vi, je n)( Ge. SPOjité na QG),
(3) (Vk € No)(@®) € G),
(4) o(M) < 1, kde M je matice definovand vztahem
0pi ,
M]i; = .
(Ml = max |5 ~(@)

Potom posloupnost (x(k)) dang piedpisem (3) konverguje k fesenf .

Diikaz. Vyjdéme z i-té rovnice v (3). Podle véty o piirustku redlné funkce vice proménnych existuje
vektor ﬁgk) lezici ve ,,vnitiku”dsecky spojujici body #*)| @ tak, ze

k+1 9¢i , (k k
Y —a; = (@) Zax @)@ —ay). (4)
J
To plati Vi € n, takze mame pro kazdé k € N zarucenu existenci n-tice vektoru ]5(1k), ceey ﬁﬁ,k)
spliiujicich vztah (4). Oznaéime-li
dp1 1 Ak Oy | Ak
er) o g
Mi=| -
don Ak pn (A
G .. Fe)
potom podle (4) zfejmeé plati
ZF D g = Mp(Z® — @) = MMy (25D — @) = ... = MMy Mo () — ).
7 toho plyne, ze nutnou a postacujici podminkou pro konvergenci #*) — @ za predpokladi 1-3 je
k
lim M; = 0. (5)
k~>ool o

Z definice matice M vyplyvéd (Vk € N)([M];; > |[My]ij]). Protoze oblast G je konvexni, obsahuje
i tsecku (f(k), @). Odtud, z predchozi nerovnosti a z trojihelnikové nerovnosti plyne dalsi nerovnost
[MEFL 0 > (M M_1...Mo)ij], nebot na obou strandch této nerovnice jsou sumy stejného poctu
soudint a vlevo vystupuje misto puvodniho prvku odhad. Z této nerovnosti vyplyva, ze konverguje-li
posloupnost (M*) k nulové matici, potom je splnéno i (5). Podle véty ?? tak dostdvdme kritérium
konvergence o(M) < 1. O

Pozndmka (dulezitd). Predpoklad 3 v tvrzeni 1.1 je podstatny. Nasledujici tvrzeni fikd, ze k jeho
splnéni je tieba zvolit Z(? dostateéné blizko @, ale nedozvime se jak.
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Tvrzeni 1.2. Za piedpokladii 1, 2, 4 tvrzeni 1.1 existuje takové okoli V bodu @, ze (¥ € V = (Vk €
N)(Z* € @).

Diikaz. Podle piedpokladu 4 plati M* — O. Z toho podle definice ?? a podle definice normy || ||,
vyplyvé existence takového k € N, ze HM’“HHI < 1. Definujme V = {Z| |7 — d||; < R} = Bi(d, R),
kde R je tak malé, ze plati

O cv =z 70 #® cq. (6)
Vhodné R uréité existuje, protoze k je pevné koneéné &islo. Bud #(®) € V. Potom z vlastnost{ normy
I [l; plyne
<

I

= bt . 3

< IMMic o Mol @@ = < [ 70 -l .

Protoze ||[M*F|| < 1 a [|Z©® —d|l, < R, je i soucin ||./\/lk+1||1||f(0)||1 < R, a proto Zh+1) ¢
V. To podle (6) znamena, ze £*+2) gk+3) Fk+1) ¢ @ Nynf stejny postup aplikujeme na
gkt2) ght3) - g@RH) takze se dozvime, ze #2F12) € V| atd. O

1.2. Newtonova metoda. Piepisme nynf soustavu (1) do vektorové podoby f(Z) = 7, kde f(z1,...,2,) =
(fi(z1,...,m0), .o, ful2, ..., 2,))T. Budiz feseni @ této rovnice odseparovano v konvexni oblasti G
a nechf na G existuji gi; (Z) a jsou spojité. Oznacme

o — o —
TQ(I) aii(x)
Ofn (= Ofn (=
ail(x) 8;; ()

a predpoklddejme, ze matice f,(@) je reguldrni. Potom jsou ovsem reguldrni i vSechny matice f,(Z)
pro & € Vz, kde V; je jisté okoli feseni d. Nyni vyjdéme z prvniho vztahu ve (??) a vytvoime jeho
maticovou obdobu

D = 5O — (@) fla ). (7)
Vektor (%) pievedeme na levou stranu rovnosti a obé jeji strany vyndsobime zleva matici fx(:?(k)),
takze dostaneme f, () (z*++1) — k) = — f(#*)). Oznacime-li AZ*) = F++1) — 7(*) | piejde tento

vztah ve tvar

Fo (@ AZR = — f(zR)), gk = gB) 4 AFKR),

Véta 1.3. (1) Nechf konvexni oblast G obsahuje FeSeni @ systému f(Z) = &.
(2) Bud f.(a@) reguldrni.
(3) Bud'te f1, fa, ..., fa spojité na G véetné svych prvnich parcidlnich derivaci.

Potom existuje §-okoli R = {7 || — @|| < §} bodu @ takové, ze pro # € R posloupnost (7(¥)) v
Newtonové metodé konverguje k a.

Diikaz. Bud'te i, Z € G. Definujme funkci

(I) ( ) fl(y+t(27 )) fz(yl +t( yl)a ~'~7yn+t(zn7yn))'
Potom ziejmeé ®;(0) = fi(¢) a ®;(1) = f;(2). Déle Vi € 7 plati

12 = 50 = o) - 2,00) = [T o / Ui+ 1z ) ar =
0

1
n 31 - . . n 9 )
— [tz - D) - ) @ aj; -+ 12— 1) dt | (2 — ).
s J

j=1

ozn. Fi;(¥,2)
Oznaéime-li F(y, Z) = (F;;(¥, Z)), potom podle pfedchozi rovnosti V¥, 2 € G plati

—

&) - f) = F(g,2)(2 - ). (8)



Polozime-li f = 7 = d, pak
ofi
axj

Podle pfedpokladu 3 proto existuje takové okoli R C G feSeni a, ze pro kazdé & € R plati HI — fUP)F(a,T) H <
K < 1. Matematickou indukci dokdzeme, Ze

7 ¢ R= (Vk e N)(#® € R).
Podle (7) a (8) pro viechna k € N takova, ze #*) € G, plati
D —a =5 —a— £ @) (@) - f(@) =
=& —a— [P E)F@ )@Y - a) = (- £ @) F@E ) EY - @),
(1) Bud #© € R. Dokazeme, ze &") € R:

[#0 —af = || - s @) F@E ) @0 - a)| <
< HI— £ @) | | - af < 15 =0
(2) Budte (Vi € ko)(Z® € R). Dokdzeme, ze £+ € R:

o ] < 1 g0 - < 0]

Fij(@,d) = 2-(a) = F(a,a@) = f.(@) = f; ' (@)F(d,q) = I.

< K - aH <. K| -l
Protoze K < 1, dostaneme zlimicenfm posledniho vztahu %) — a. O

Tvrzeni 1.4. Charakter konvergence Newtonovy metody je kvadraticky, tj.
2
e+ - < 2]} —al "

Diikaz. Piesahuje rdmec prednésky. (,,Je dlouhy.”) O



	1. Iterační metody pro řešení systémů nelineárních algebraických a transcendentních rovnic
	1.1. Princip iteračních metod
	1.2. Newtonova metoda


