
1. Iteračńı metody pro řešeńı systémů nelineárńıch algebraických a
transcendentńıch rovnic

Bud’te f1, f2, ..., fn reálné funkce n reálných proměnných. Naš́ım ćılem je nalézt řešeńı soustavy

f1(x1, x2, ..., xn) = 0, f2(x1, x2, ..., xn) = 0, . . . , fn(x1, x2, ..., xn) = 0 (1)

ve tvaru a⃗ = (a1, a2, ..., an)
T . Separaci kořen̊u v tomto př́ıpadě v̊ubec neumı́me provést, a proto

budeme dále předpokládat, že známe konvexńı oblast G s vlastnost́ı a⃗ ∈ G.

1.1. Princip iteračńıch metod. Systém (1) převedeme na systém

x1 = φ1(x1, x2, ..., xn), x2 = φ2(x1, x2, ..., xn), ..., xn = φn(x1, x2, ..., xn) (2)

a konstruujeme posloupnost vektor̊u (x⃗(k)) takto:
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Tvrzeńı 1.1. Bud’te

(1) řešeńı a⃗ systému (2) odseparováno v konvexńı oblasti G,

(2) (∀i, j ∈ n̂)(∂φi

∂xj
spojité na G),

(3) (∀k ∈ N0)(x⃗
(k) ∈ G),

(4) ϱ(M) < 1, kde M je matice definovaná vztahem

[M]ij = max
x⃗∈G
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Potom posloupnost (x⃗(k)) daná předpisem (3) konverguje k řešeńı a⃗.

D̊ukaz. Vyjděme z i-té rovnice v (3). Podle věty o př́ır̊ustku reálné funkce v́ıce proměnných existuje

vektor p⃗
(k)
i lež́ıćı ve ,,vnitřku”úsečky spojuj́ıćı body x⃗(k), a⃗ tak, že
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To plat́ı ∀i ∈ n̂, takže máme pro každé k ∈ N zaručenu existenci n-tice vektor̊u p⃗
(k)
1 , . . . , p⃗

(k)
n

splňuj́ıćıch vztah (4). Označ́ıme-li
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 ,

potom podle (4) zřejmě plat́ı

x⃗(k+1) − a⃗ = Mk(x⃗
(k) − a⃗) = MkMk−1(x⃗

(k−1) − a⃗) = ... = MkMk−1...M0(x⃗
(0) − a⃗).

Z toho plyne, že nutnou a postačuj́ıćı podmı́nkou pro konvergenci x⃗(k) → a⃗ za předpoklad̊u 1–3 je

lim
k→∞

k∏
i=0

Mi = O. (5)

Z definice matice M vyplývá (∀k ∈ N)([M]ij ≥ |[Mk]ij |). Protože oblast G je konvexńı, obsahuje

i úsečku ⟨x⃗(k), a⃗⟩. Odtud, z předchoźı nerovnosti a z trojúhelńıkové nerovnosti plyne daľśı nerovnost
[Mk+1]ij ≥ |[MkMk−1...M0]ij |, nebot’ na obou stranách této nerovnice jsou sumy stejného počtu
součin̊u a vlevo vystupuje mı́sto p̊uvodńıho prvku odhad. Z této nerovnosti vyplývá, že konverguje-li
posloupnost (Mk) k nulové matici, potom je splněno i (5). Podle věty ?? tak dostáváme kritérium
konvergence ϱ(M) < 1. □

Poznámka (d̊uležitá). Předpoklad 3 v tvrzeńı 1.1 je podstatný. Následuj́ıćı tvrzeńı ř́ıká, že k jeho
splněńı je třeba zvolit x⃗(0) dostatečně bĺızko a⃗, ale nedozv́ıme se jak.

1



2

Tvrzeńı 1.2. Za předpoklad̊u 1, 2, 4 tvrzeńı 1.1 existuje takové okoĺı V bodu a⃗, že x(0) ∈ V ⇒ (∀k ∈
N)(x⃗(k) ∈ G).

D̊ukaz. Podle předpokladu 4 plat́ı Mk → O. Z toho podle definice ?? a podle definice normy ∥ ∥I
vyplývá existence takového k ∈ N, že

∥∥Mk+1
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I
< 1. Definujme V = {x⃗| ∥x⃗− a⃗∥I < R} = BI(⃗a,R),

kde R je tak malé, že plat́ı

x⃗(0) ∈ V ⇒ x⃗(1), x⃗(2), ..., x⃗(k) ∈ G. (6)

Vhodné R určitě existuje, protože k je pevné konečné č́ıslo. Bud’ x⃗(0) ∈ V . Potom z vlastnost́ı normy
∥ ∥I plyne ∥∥∥x⃗(k+1) − a⃗
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V . To podle (6) znamená, že x⃗(k+2), x⃗(k+3), . . . , x⃗(2k+1) ∈ G. Nyńı stejný postup aplikujeme na
x⃗(k+2), x⃗(k+3), . . . , x⃗(2k+1), takže se dozv́ıme, že x⃗(2k+2) ∈ V , atd. □

1.2. Newtonova metoda. Přepǐsme nyńı soustavu (1) do vektorové podoby f⃗(x⃗) = o⃗, kde f⃗(x1, . . . , xn) =
(f1(x1, . . . , xn), . . . , fn(x1, . . . , xn))

T . Budiž řešeńı a⃗ této rovnice odseparováno v konvexńı oblasti G

a necht’ na G existuj́ı ∂fi
∂xj

(x⃗) a jsou spojité. Označme

fx(x⃗) =


∂f1
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∂xn

(x⃗)
...

...
∂fn
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(x⃗) . . . ∂fn
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a předpokládejme, že matice fx(⃗a) je regulárńı. Potom jsou ovšem regulárńı i všechny matice fx(x⃗)
pro x⃗ ∈ Va⃗, kde Va⃗ je jisté okoĺı řešeńı a⃗. Nyńı vyjděme z prvńıho vztahu ve (??) a vytvořme jeho
maticovou obdobu

x⃗(k+1) = x⃗(k) − f−1
x (x⃗(k))f⃗(x⃗(k)). (7)

Vektor x⃗(k) převedeme na levou stranu rovnosti a obě jej́ı strany vynásob́ıme zleva matićı fx(x⃗
(k)),

takže dostaneme fx(x⃗
(k))(x⃗(k+1) − x⃗(k)) = −f⃗(x⃗(k)). Označ́ıme-li ∆x⃗(k) = x⃗(k+1) − x⃗(k), přejde tento

vztah ve tvar

fx(x⃗
(k))∆x⃗(k) = −f⃗(x⃗(k)), x⃗(k+1) = x⃗(k) +∆x⃗(k).

Věta 1.3. (1) Necht’ konvexńı oblast G obsahuje řešeńı a⃗ systému f⃗(x⃗) = o⃗.
(2) Bud’ fx(⃗a) regulárńı.
(3) Bud’te f1, f2, . . . , fn spojité na G včetně svých prvńıch parciálńıch derivaćı.

Potom existuje δ-okoĺı R = {x⃗| ∥x⃗− a⃗∥ < δ} bodu a⃗ takové, že pro x⃗(0) ∈ R posloupnost (x⃗(k)) v
Newtonově metodě konverguje k a⃗.

D̊ukaz. Bud’te y⃗, z⃗ ∈ G. Definujme funkci

Φi(t) = fi(y⃗ + t(z⃗ − y⃗)) = fi(y1 + t(z1 − y1), . . . , yn + t(zn − yn)).

Potom zřejmě Φi(0) = fi(y⃗) a Φi(1) = fi(z⃗). Dále ∀i ∈ n̂ plat́ı

fi(z⃗)− fi(y⃗) = Φi(1)− Φi(0) =

1∫
0

dΦi(t)

dt
dt =

1∫
0

dfi
dt

(y⃗ + t(z⃗ − y⃗)) dt =

=

1∫
0

n∑
j=1

∂fi
∂xj

(y⃗ + t(z⃗ − y⃗))(zj − yj) dt =

n∑
j=1

 1∫
0

∂fi
∂xj

(y⃗ + t(z⃗ − y⃗)) dt


︸ ︷︷ ︸

ozn. Fij(y⃗,z⃗)

(zj − yj).

Označ́ıme-li F (y⃗, z⃗) = (Fij(y⃗, z⃗)), potom podle předchoźı rovnosti ∀y⃗, z⃗ ∈ G plat́ı

f⃗(z⃗)− f⃗(y⃗) = F (y⃗, z⃗)(z⃗ − y⃗). (8)
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Polož́ıme-li y⃗ = z⃗ = a⃗, pak

Fij (⃗a, a⃗) =
∂fi
∂xj

(⃗a) ⇒ F (⃗a, a⃗) = fx(⃗a) ⇒ f−1
x (⃗a)F (⃗a, a⃗) = I.

Podle předpokladu 3 proto existuje takové okoĺıR ⊂ G řešeńı a⃗, že pro každé x⃗ ∈ R plat́ı
∥∥I − f−1

x (x⃗)F (⃗a, x⃗)
∥∥ ≤

K < 1. Matematickou indukćı dokážeme, že

x⃗(0) ∈ R ⇒ (∀k ∈ N)(x⃗(k) ∈ R).

Podle (7) a (8) pro všechna k ∈ N taková, že x⃗(k) ∈ G, plat́ı

x⃗(k+1) − a⃗ = x⃗(k) − a⃗− f−1
x (x⃗(k))(f⃗(x⃗(k))− f⃗ (⃗a)) =

= x⃗(k) − a⃗− f−1
x (x⃗(k))F (⃗a, x⃗(k))(x⃗(k) − a⃗) = (I − f−1

x (x⃗(k))F (⃗a, x⃗(k)))(x⃗(k) − a⃗).

(1) Bud’ x⃗(0) ∈ R. Dokážeme, že x⃗(1) ∈ R:∥∥∥x⃗(1) − a⃗
∥∥∥ =

∥∥∥I − f−1
x (x⃗(0))F (⃗a, x⃗(0))(x⃗(0) − a⃗)

∥∥∥ ≤

≤
∥∥∥I − f−1

x (x⃗(0))F (⃗a, x⃗(0))
∥∥∥∥∥∥x⃗(0) − a⃗

∥∥∥ < 1.δ = δ.

(2) Bud’te (∀i ∈ k̂0)(x⃗
(i) ∈ R). Dokážeme, že x⃗(k+1) ∈ R:∥∥∥x⃗(k+1) − a⃗
∥∥∥ ≤

∥∥∥I − f−1
x (x⃗(k))F (⃗a, x⃗(k))

∥∥∥∥∥∥x⃗(k) − a⃗
∥∥∥ ≤ K

∥∥∥x⃗(k) − a⃗
∥∥∥ ≤

≤ K2
∥∥∥x⃗(k−1) − a⃗

∥∥∥ ≤ . . . ≤ Kk+1
∥∥∥x⃗(0) − a⃗

∥∥∥ .
Protože K < 1, dostaneme zlimiceńım posledńıho vztahu x⃗(k) → a⃗. □

Tvrzeńı 1.4. Charakter konvergence Newtonovy metody je kvadratický, tj.∥∥∥x⃗(k+1) − a⃗
∥∥∥ ≤ L

∥∥∥x⃗(k) − a⃗
∥∥∥2 .

D̊ukaz. Přesahuje rámec přednášky. (,,Je dlouhý.”) □
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