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1. FINITNf METODY
1.1. Pirehled potiebnych pojmu a veét.

Definice 1.1. (1) Vektorem rozumime prvek prostoru C™1.
Znagent slozek: ") je i-t4 slozka vektoru %)
(2) Matici typu (m, n) rozumime prvek prostoru C™™.

Znaceni prvku: [Al;; je prvek v i-tém rddku a j-tém sloupci matice A.

Definice 1.2. Bud A € C™". Potom matici A” = AT nazveme matici hermitovsky sdruzenou k
matici A.

Definice 1.3. Bud A € C™".
(1) Matice A se nazyvéa normdlnf, je-li ATA = AAH.
(2) Matice A se nazyva hermitovska, je-li A7 = A.
(3) Matice A se nazyva unitdrni, je-li AHA = I.

Definice 1.4. (1) Hermitovskd matice se nazyva symetrickd, jsou-li vSechny jeji prvky redlné.
(2) Unitarni matice se nazyvé ortogondlni, jsou-li véechny jeji prvky redlné.

Poznamka. (1) Ctvercovd matice A, kterd mé viechny prvky redlné, je symetrickd, pravé kdyz
AT = A,
(2) Ctvercova matice A, kterd mé viechny prvky redlné, je ortogonalni, prave kdyz ATA = 1.
(3) Pojmy symetrické a ortogondln{ matice maji nepatrné jiny vyznam nez loni: Tehdy byly tyto
pojmy zavedeny pouze pro matice nad R, nyni se v§ak pohybujeme nad C.

Definice 1.5. Bud L = (l;;) ¢tvercova matice. Rekneme, 7e je dolni (levd) trojihelnikovd, plati-li
lij = 0 pro j > i. Bud R = (r;;) ¢tvercovd matice. Rekneme, ze je horni (pravd) trojihelnikova,
plati-li r;; = 0 pro i > j.

Véta 1.6. Soucin dolnich (hornich) trojihelnikovych matic je opét dolni (horni) trojiihelnikové matice
a diagondlnimi prvky tohoto souéinu jsou souciny odpovidajicich diagonalnich prvku faktoru.

Diikaz. Dukaz provedeme pro pifpad dolnich trojuhelnikovych matic. Budte A = (a;;), B = (b;j)
dolni trojihelnikové matice. Ozna¢me C = (¢;;) = AB. Potom plati

Cij = (Zﬂblj + aingj + ...+ ainbnj~ (1)

Protoze aji+1 = Giiy2 = ... = @i, = 0@ by; = byj = ... = bj_1; = 0, jsou v (1) nenulové nejvyse
scitance j-ty, (j + 1)-ni, ..., i-ty. Pro j > i je tedy ¢;; = 0 a matice C je dolni trojihelnikova.

Druhd ¢ést tvrzeni: Polozime-li v (1) j = 4, dostaneme c¢;; = a;;by;- O

Véta 1.7. Inverzni matice k reguldrni dolni (horni) trojihelnikové matici je opét dolni (horni)
trojihelnikova matice a jejimi diagonalnimi prvky jsou pievracené hodnoty puvodnich diagonélnich
prvku.

Diikaz. Dukaz opét provedeme pouze pro pripad dolni trojihelnikové matice. Bud A = (a;;) reguldrni
doln{ trojuhelnikovd matice. Ozna¢me B = (b;;) = A~'. Vyjdéme ze vztahu AB = I. Zvolme si j-ty
sloupec matice B a rozepiSme tento vztah po fadcich. Pro prvni fddek dostaneme a;1b1; = 0. Protoze
reguldrni trojihelnikovd matice musi mit vSechny diagonalni prvky nenulové, vyplyvé odtud by; = 0.
Dalsi #ddek:
a21 blj + a9 bgj =0= bgj =0
~ =
=0 #0

a tak to jde az do (j — 1)-nfho fddku. Pro j-ty fddek dostaneme

ajbij + ajobaj 4. 4 ajj1bj1y +ajiby; = 1= bj; = —
37

=0
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Definice 1.8. Bud A = (a;;) ¢tvercovd matice. Rekneme, 7e je silné regulrni, jsou-li vechny jeji
vedouci hlavni minory nenulové, tj. plati-li

a1
ai1 7é 07 a

#0, ..., det A #0.

ai2
a22
Véta 1.9 (trojihelnikovy rozklad). Kazdou silné reguldrni matici A lze jedinym zptisobem vyjadrit

ve tvaru A = LDR, kde L je dolni trojihelnikovd matice s jednickami na diagondle, D diagonalni
matice a R horni trojihelnikova matice s jednickami na diagonale.

Diikaz. Jednozna¢nost: Necht mé4 silné reguldrni matice A dva riizné trojtihelnikové rozklady A =
LDR = L'D'R’. 7 posledn{ rovnosti plyne LD = L'D'R'R~" a dale L' 'LD = D'R'R™'. Na levé
strané této rovnice je podle vét 1.6 a 1.7 dolni a na pravé strané horni trojihelnikova matice, musi se
tedy jednat o diagondlni matici. Podle pfedpokladu maji matice L’ “'LaRR™! jednicky na diagondle,
takze matice L' ' LD mus{ mit podle véty 1.6 tytéz diagonalni prvky jako matice D. Je tedy L' 'LD =
D, to ale znamend, ze L' 'L = I = L = L'. Podobné zjistime, e R = R’ a odtud ihned plyne i
D=0D.

Existence: Matematickou induke{ podle fddu n matice A. Pro n = 1 je rozklad trividln{: A = (a11) =
(1)(a11)(1). Necht tvrzeni plati pro matici typu (n — 1, n — 1). DokdZeme, 7e plati i pro matici typu

(n, n). Bud A
A= 2) 2

silné reguldarni matice. Podle definice musi byt i matice A silné regularni, a tak podle indukéniho
predpokladu existuje pro ni rozklad A = LDR. Hledejme rozklad matice A ve tvaru

A_(L (D &\ (R #\_(L &\ (DR Di\_(LDR _LDF
T 1) \e" s)\o" 1) it 1)\ ¢ ) \UTDR "Dr+s)"
Posledni matici porovndme s maticf na pravé strané (2) a dostaneme # = D=1L=17, [T = g"R=1D~1, §
a — [T DF. Nasli jsme tedy pozadovany rozklad matice A. O

Véta 1.10 (pocitani s blokovymi maticemi). Operace s blokovymi maticemi lze provddét stejné jako
s prvkovymi maticemi, je-li rozdéleni na bloky provedeno tak, aby diléi operace mély smysl. Specidlné,
pii ndsobeni blokovych matic A, B musi byt v i-tém blokovém Fddku matice B tolik prvkovych radku,
kolik je prvkovych sloupci v i-tém blokovém sloupci matice A.

Definice 1.11. Ctvercové matice A, B nazyvame podobné, jestlize existuje reguldrni matice T takova,
ze plati A =T~ 'BT.

Pozndmka. Vyznam piedchozi definice je nésledujici: Bud'te X béze linedrniho prostoru P, L linedrni
operator na P a ozna¢me B = ¥ L matici operdtoru L v bazi X. Potom matice A je podobnd matici
B, jestlize existuje takova baze ) prostoru P, ze A = Y L. Matice T z piedchozi definice je tedy matici
prechodu

T = XPy.

Tvrzeni 1.12. Podobné matice maji stejné charakteristické polynomy, a tudiz i stejna vlastni ¢isla,
a k pevné zvolenému vlastnimu ¢islu A\ prislusi stejny pocet linedrné nezavislych vlastnich vektoru u
obou matic.

Diikaz. Prvni &4st tvrzeni: Bud'te A, B dvé podobné matice, tj. necht existuje takové reguldrni matice
T, 22 A =T7'BT. Potom

|A—= M| =|T7'BT — A\T7'T| = |T"Y(B ~ AI)T| = |T|""|B — \||T| = |B - \|.

Druh4 é4st tvrzeni: Bud'te A vlastni &islo matice A, & k nému piislusejici vlastni vektor. Potom
plati A% = \¥ & T~ 'BT# = AT & BTZ = AT%. Druha ¢ast tvrzeni nyni vyplyva z toho, Ze je-li T
reguldrni matice, potom je soubor vektort £, ..., #" linedrné nezavisly pravée tehdy, je-li linedrné
nezavisly soubor T2, ..., TZ™. O
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Pozndmka. (1) Predchozi tvrzeni neznamend nic jiného, nez ze vlastni ¢éisla linedrniho operdtoru
jsou dana jednoznacné, a to i co do nasobnosti. Pfipomenme, ze nasobnost vlastniho ¢isla A
jakozto kofene charakteristického polynomu se nazyva algebraickd ndasobnost a pocet linearné
nezavislych vlastnich vektoru prislusejicich k vlastnimu ¢islu A se nazyva geometrickd nasobnost.

(2) Pifipomenme si vétu 92 z linedrni algebry: Linedrni operédtor na prostoru konetné dimenze nad
télesem T je diagonalizovatelny pravé tehdy, jsou-li vSechny kofeny charakteristického poly-
nomu prvky télesa T' a je-li geometrickd nasobnost kazdého vlastniho ¢isla tohoto operatoru
rovna jeho algebraické nasobnosti. Protoze se pohybujeme nad télesem C, je prvni podminka
automaticky splnéna.! V duchu definice 1.11 miizeme tedy vétu preformulovat takto: Matice
je podobnd néjaké diagondlni matici, pravé kdyz jsou si algebraickd a geometricka nasobnost
kazdého jejiho vlastniho ¢isla rovny. Zobecnénim tohoto tvrzeni je nasledujici véta:

Véta 1.13 (Jordan). Bud'te A, ..., A\, vSechna navzdjem ruznd vlastni éfsla matice A € T™™. Potom
je matice A podobna blokové diagonalni matici

g
Ty

Jl(p )

J(P)

Sp

typu (n, n), kde diagondln{ bloky Ji(k), k € p, i € § jsou tvaru
Ak
Ji(k) _ 1
1. Ak

nebo specidlné Ji(k) = (A\). Pfitom aZz na pofadi diagonélnich blokt je tato matice déna jednoznacné.
Pozndmka. Cislo s;, v predchozi vété je geometrickou nésobnosti vlastniho ¢isla Ag, zatimco soucet
poctu tadku, resp. sloupct vsech bloku Ji(k),i € 3§ je jeho nasobnosti algebraickou. Zaroven sa-
moziejmé plati > r_, si = n.
Definice 1.14. Elementarni tpravou provedenou v dané matici nazveme

e vynésobeni vSech prvku zvoleného fadku, resp. sloupce matice ¢islem «,
e piipocteni a-ndsobku prvku zvoleného j-tého rfadku, resp. sloupce k prvkum zvoleného i-tého
radku, resp. sloupce.

Véta 1.15 (pravidlo o elementérnich tpravéch). Provedeme-li na tddky, resp. sloupce matice A
kone¢nou posloupnost elementarnich iprav, je vysledek ekvivalentni ndsobeni matice A zleva, resp.
zprava matici, ktera vznikne z jednotkové matice I odpovidajictho rozméru stejnou posloupnosti ele-
mentarnich dprav.

1.2. Gaussova elimina¢ni metoda. Gaussova eliminacni metoda je principidlné nejjednodussi a
také nejpouzivanéjsi metodou pro feSeni soustav linedrnich algebraickych rovnic. Vyskytuje se cela
fada modifikaci této metody. Spoletnym zakladnim principem v8ech je pfevedeni problému na feseni
soustavy s trojihelnikovou matici.

17 4roveii to oviem znamend, ze matice, kterd ma vsechny prvky redlné, muze mit imaginarni vlastni ¢isla.
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1.2.1. Schéma jediného déleni. Resme soustavu

a1121 + a12%2 + ... + A1 Tpn = G1
a21x1 + a22%2 + ... + A2 Ty = G2 3)

ap1T1 + ap2®2 + ... + GupTn = gn

s reguldrni matici A = (a;;). Pfevedeni na soustavu s trojihelnikovou matici se provadi v n krocich.
V prvnim kroku nejdifve vydélime prvni rovnici prvkem a1; (pfedpokldddme proto a1y # 0). Ziskdme
rovnici tvaru
I +b121’2+...+b1n$n = (1, (4)
a

kde by; = 22 proj =2, ..., nac; = 2. Déle od i-té rovnice (i =2, ..., n) odeCteme a;1-ndsobek
J ai ? ) aiq ’ ’
rovnice (4), takze ziskdme soustavu n — 1 rovnic o n — 1 neznamych

aélz)xg +...+ a&)xn = gél)

a’£7,12)x2 +...+ a,%zxn = g’ELl)a

kde al(-jl-) = a;; — a;1b1; a 92(1) = g; — a;1c1 pro i, j = 2, ..., n. Na tuto soustavu pouzijeme stejny
postup ve druhém kroku (pfedpokldadédme tedy a(212) # 0). Analogicky postupujeme dédle. Po n krocich

dojdeme k soustavé tvaru

T, +biaxs + ...+ b1, = 1
x2+...+b2n$n. = cC9 (5)
Typ = Cp.
V k-tém kroku se proi, j=k+1, ..., n; k=2, ..., n poCita
aj; " g W ke ke, ) k1) e
brj = (2—1)’ k= ") Yj T Yy — Q. bkj, 9 =9, - Ck-
Ak Ok
Podminkou proveditelnosti tohoto procesu — nazyvame ho piimy chod — je, aby Vk € n platilo

k—1 5 . .
aék ) = 0. ReSeni soustavy je snadné:

Lyp = Cny, Tk = Ck — (bkk+1xk+1 +.. .+ bknxn)v
kde k=n—1,n—2, ..., 1. Vypocet feSeni podle téchto vzorct se nazyva zpétny chod.
Slozitost. Pifmy chod: v kazdém kroku se provadi n? operaci, nebot se zpracovava matice typu (n,n).
Slozitost je tedy O(n?).
Zpétny chod: v kazdém kroku se provadi ,,skalarnich sou¢in”, tj. n nasobeni a s¢itani. Slozitost je

tedy O(n?).

Tvrzeni 1.16. Piimy chod Gaussovy eliminaéni metody je proveditelny  (tj.

afci_l) # 0 pro vsechna k € 71) jen tehdy, je-li matice soustavy (3) silné reguldrni.

Diikaz. Oznaéme P = (A, G) rozsifenou matici soustavy (3). V prvnim kroku pfimého chodu se tato
matice prevede do tvaru

1 blg . bln C1

1 1 1
) _ 0 aé; aén) gé )
0 a;lz) e aﬁ},{ gg)

Podle pravidla o elementérnich tpravéch tedy plati PV = LU P, kde

1

a1
__a21 1

L — ai

_ a1 1
preulRRRR



Obecné v k-tém kroku matici

P(krfl) _

prevadime do tvaru
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1 b2
1
1
1 bio b1
1 ... by
1

b1k
bay

br—1k
k—1
al(ck )

(k—1)
ank

bik+1
bar 41

brk+1
o)
k- 1k+1

(k)

Akt

bln
b2n

bk—ln
(k—1)
kn

alh

bln
b2n

bkn
(k)

Apr1n ki1

(k)

Ann

a tato tprava je ekvivalentni vynasobeni matice P(*~1) zleva matici

L") —

Nakonec takto ziskdme rozsffenou matici P = (B, C) soustavy (5).

P =1 M p
—_—

tj. (B, C) = L(A, G) = (LA, LG). Odtud B = LA neboli

1

1 bio b1k ann
1 ... by 21 E
1 ler g2

1

_1
(k—1)
a;,
k1)
%4k
(k—1)
Ak

(k—1)
_a’nk,
(k—1)

Ak

ozn. L

(k—1)
Ak

Ptejdeme-li v této rovnici k determinantiim, dostaneme

tj.

a1
1 1
o (1) (k—1)
11099 - .. App A
aiy a1k
(1)
= Q11099 -..Q
a1 agk

Matice soustavy tedy musi byt silné regularni.

1

a11
a21

Akl

a1k

akk

(k—1)
kk -

C1
C2

Ck—1
k—1
o

fom
e

C1
C2

C
(k)

'k
g

Pfitom zfejmé plati

ai2 a1k
a2 a2k
ak2 Ak
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1.2.2. Schéma jediného déleni s hlavnimi proky. Podminkou fesitelnosti soustavy (3) je (Vk € 1) (a,(;;_l) #
0). Piipad, Ze néktery z téchto prvku je piesné roven nule, je spiSe vyjimecny a nenf pro programdtora
nebezpeény, protoze se projevi preteCenim a vypocet se zastavi. Mnohem zdkeinéjsi je piipad, kdy
néktery z téchto prvka je v absolutn{ hodnoté maly vzhledem k ostatnim koeficientim, s nimiz se v
prislusné fazi vypoctu pracuje. V tomto piipadé se totiz koeficienty soustavy pro dalsi krok ziskavaji
odecitanim velkych ¢isel, jejichz prvni cifry se shoduji. Protoze pocita¢ pocita jen na pevny pocet ci-
fer, znamena to, ze vysledek ode¢itani méa mensi pocet platnych cifer. Nasledujici piiklad ukazuje, jak
muze odectenim dvou velkych ¢isel s osmi platnymi ¢islicemi vzniknout ¢islo s péti platnymi ¢islicemi:

XXXXX. XXX

—XXXXX XXX
XX XXXXXX

Pokud je mezi prvky agz_l) malych prvka vice, mohlo by se dokonce stat, ze vysledek vypoctu nemé
s TeSenim soustavy nic spolecného. Tento nedostatek odstranuje schéma jediného déleni s hlavnimi
prvky. Spociva v tom, zZe se pred zahdjenim prvniho kroku celd matice soustavy prohledd a najde se
jeji v absolutni hodnoté nejvétsi prvek a;;. Ten se prohlasi za hlavni prvek v prvnim kroku, tj. i-ta
rovnice se jim vydélf a od zbyvajicich rovnic se odecte takovy nésobek vzniklé rovnice, aby koeficienty
u j-té neznamé byly nulové. V dalsim kroku se postupuje stejné pro soustavu zmenSenou o i-tou
rovnici.

Algoritmus vyzaduje, aby v poc¢itaci byly vyhrazeny dva organizacni celo¢iselné vektory o n slozkach,
do nichz se zaznamenava, v jakém poradi byly hlavni prvky vybirdny. Zpétny chod se pak provadi v
inverznim pofadi.

Slozitost. Prohleddvame n-krdt matici typu (n,n) = O(n?).

Daleko rychlejsi — a praxe ukazuje, ze témér stejné 1i¢inné — je schéma jediného déleni s hlavnimi
prvky v fadku/sloupci, kdy napfed najdeme v absolutni hodnoté nejvétsi prvek v 1. fadku (sloupci),
prohldsime ho za hlavni v 1. kroku atd. Misto dvou organizacnich vektoru zfejmé postaci jeden.

Slozitost. Prohleddvame n-krdt pole o n prveich = O(n?).

1.2.3. Kompaktni schéma. Schéma jediného déleni a jeho modifikace umoznuji fesit soustavu s vice
pravymi stranami jen tehdy, jsou-li vSechny pravé strany znamy jiz v okamziku, kdy se provadi piimy
chod. To ale neni vzdy mozné, napft. proto, ze dalsi prava strana zavisi na feseni soustavy s predchozi
pravou stranou. Ozna¢me P = (A, G) rozsifenou matici soustavy (3). Z diukazu tvrzeni 1.16 je ziejmé,
ze TeSit soustavu Gaussovou elimina¢ni metodou znamend v podstaté pouze nalézt takovou dolni
trojihelnikovou matici L, aby platilo

LP =P, (6)
kde P("™) = (B, C) je rozsifend matice soustavy (5). Rovnici (6) miizeme rozepsat:
LA=B,LG=C. (7

Z prvni rovnosti vyplyva A = L™'B, kde L (a proto i L™!) je dolni trojihelnikovd matice a B horn{

trojtihelnikovd matice s jednickami na diagondle. Je-li matice A soustavy silné reguldrni, potom je

podle véty 1.9 matice L ddna jednoznaé¢né, a tak vzhledem k (6) je i matice P dana jednoznaéné.
Pokusme se tedy nalézt pifmo prvky matic L=! a P(™ na zgkladé podminky

P=L"tpm), (8)
Pro jednoduchost zapisu ozna¢me
a1 e A1n A1n+1
P = ;
Qan1 . Ann a/nn+1
111 1 T2 ... Tin Tin+1
121 122 1 cee Ton Ton+1

L—l — ) ) ) , P(n) —

lnl ln2 “ee lnn 1 Tnn+1
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Ze vztahu (8) dostaneme
Qi = lﬂT’lj + lz’2r2j + ...+ lij_ﬂ’j_lj + lij pro 1 Z j, 1€ ’fl,/-\
aij = lixr1j + lioraj + ...+ li—ari—1j + liriy proi <j,jen+1
a odtud plyne
lij = Qi — (lil'rlj + liz’l“gj + ...+ lijfl’l“jflj) proi > j, 1 € ﬁ,/\
rij = i[aw — (li17‘1j + lig’l"gj + ...+ lm‘_ﬂ"i_u)] proi<j,j€E€En+ 1.

Pii vypoctu prvki l;;, 7i; se doporucuje nasledujici postup: Prvky se ukladaji do jedné matice o n
fadcich a n 4 1 sloupcich, pfiéemz pod a na diagondlu rovnidme prvky matice L~! a nad diagonalu
prvky matice P(") (diagondlni jednicky je totiz zbytetné zaznamendvat). Nejprve se vypoéte prvni
sloupec matice L~!. Je ziejmé, Ze jeho prvky se ziskaji pouhym opsénim prvniho sloupce matice P.
Pak se poéitd prvni fadek matice P(™ tak, ze se odpovidajici prvky matice P déli hodnotou l1; (ta
je v tomto okamziku jiz zndma). Dals{ postup zndzornuje schéma:

I 12 r13 cer Tin Tipp1 & 2. krok
l21 122 793 oo Top Topgpl 4. krok
l31 l32 I33
lnl ln2 lnS
) T )

1. krok 3. krok 5. krok

Obecny prvek /;; se tedy pocitd tak, Ze se od prvku, ktery lezi na stejném misté v matici P, odecte
,,skaldrni soucin”doposud napoctenych prvki v témze fadku a sloupci. Podobné prvek r;; se ziska
odec¢tenim ,,skaldrniho souc¢inu”doposud napoc¢tenych prvku v témze fddku a sloupci (kromé prvku
l;i) od prvku a;;, ovSem rozdil je t¥eba délit [;;. Pfi vypoctu na pocitaci je vhodné prvky l;; a ri;
rovnat piimo na mista, kde byly odpovidajici prvky a;;, nebot ty uz dale nebudou potfeba.

Po skonéeni vypoctu matic L1 a P(™ staéf jen vyFesit soustavu s rozsifenou matici P, tj. provést
zpétny chod, a soustava (3) je vyFesena. Chceme-li nyn{ fesit soustavu s novou pravou stranou AZ = f,
postupujeme takto: Podle (7) plati A = L~!B. Mame tedy fesit soustavu L~ BZ = f, tj-

L~ '§=f, = Bz
To jsou dveé soustavy s trojihelnikovymi maticemi a ty 1ze fesit velmi rychle:
Slozitost. O(n?).
1.3. Modifikace Gaussovy elimina¢ni metody pro soustavy se specidalnimi vlastnostmi.

1.3.1. Metoda faktorizace. ReSme soustavu

arr1 + bizs = fi
CoT1  +  asx2  + boxs = fo
c3r2  + as3rs3 + b3y = f3

| o)
Cn-1Tn—2 + Gpn_1Tp—1 + bp_1zy = fn—l
CnTn—1 + anTn = fn

tak, ze se pokusime rovnou nalézt vzorce pro zpétny chod ve tvaru

Tk = fkT+1 + Ok (10)
prok=n—1,n—2, ..., 1. Dosadime-li do i-té rovnice soustavy (9), kde i =2, ..., n— 1, (tj. do
,,vhitin{”rovnice) za x;_1 ze vztahu (10), dostaneme

ci(pi—1s + 0i—1) + @iz + biwigr = fi
a odtud
—b; Ji — cioi—1

Ty = ————Xj41 + .
Cilli—1 + a; Cilli—1 + a;
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Porovnanim s (10) ziskdme

—bi Ji —cioima
- g = L e 11
Hi Cilli—1 + a;’ o Cifti—1 + a;’ (1)
kde ¢ = 2, ..., n — 1. Prvnf rovnici soustavy (9) pfepiSeme do tvaru
b
r, = 7*11’2 + ﬁ
ai a1

b _h
1 =—-——0="—-.
a1 a1

Posledni rovnice soustavy (9) tvoif spoletné s rovnici &1 = pin_1Z, + 0n—1 Systém dvou rovnic o
dvou nezndamych x,,_1, T, a z néj vypotteme

fn — CnOn—1

Ty = —
Cnfn—1 + an
Algoritmus lze jesté vylepsit: Polozime-li

Cc1 = 0, bn = 0, (12)

potom (10) i (11) plati Vk € 7. Postup Feseni soustavy (9) je tedy nasledujici:
e inicializace (12),
e vypocet u;, o; proi =1, ..., n podle (11),
e vypocet x; proi=n,n—1, ..., 1 podle (10).

Slozitost. Vyborna: O(n).

Tvrzeni 1.17. Matice soustavy musi byt silné reguarni. Pfitom plati

k
det Ay = H(Ciﬂz’—l +a;),

i=1

kde klademe ¢; = 0.

Diikaz. Indukci podle k: Pro k = 1 tvrzeni ziejmé plati. Pro k = 2 je

2
b
H(CWH +a;) = al(—CQCTl +a2) = ajaz — bicy = det Agy.
i=1 1

Necht tvrzeni plati pro k — 1. Doké4Zeme, Ze plati pro k:
Determinant matice Agy rozvineme podle posledniho fddku/sloupce a mame

det Akk = Qg det Akflkfl — Ck;bk,1 det Ak,Qk,Q. (13)

Podle indukéniho pfedpokladu je det Ag_15—1 = det Ag_og—o(ck—14k—2 + ag—1). Podle (11) je by =
—pig—1(Cr—1pk—2 + ax—1). Oba tyto vztahy dosadime do (13) a dostaneme

det Ay = det Ag_ap—olar(ck—1ph—2 + agp—1) + crptb—1(ck—1pp—2 + ax—1)]

k-2 k
= H(Ciui—1 + a;)(Ch—1pth—2 + ap—1)(Cupi—1 + ar) = H(Ciﬂi—l + a;).
=1 =1

Je ziejmé, ze kdyby matice soustavy nebyla silné reguldrni, délili bychom v (11) nulou. O
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1.3.2. Choleskiho metoda (druhgjch odmocnin). Resme soustavu

A7 =T, (14)
kde matice A je symetrickd a silné regularni. Potom podle véty 1.9 lze matici rozlozit ve tvaru A =
LDR, odkud AT = RTDTLT. Ze symetrie matice A a z jednoznac¢nosti rozkladu vyplyva, ze L = RT,
tj. A = RT DR. Ziejmé existuje diagonalni matice D; takovd, ze D = D?, pricemz kazdy prvek matice
Dy je bud redlny, nebo ryze imaginarni. Proto plati

A=RTDDR =578, (15)

kde S = D1 R. Matice S sice neni déana jednoznacné, ale vime o ni tolik, Ze je horni trojihelnikova
a 7e v kazdém jejim fddku jsou vSechny prvky bud redlné, nebo ryze imagindrni. Proto ji muzeme
v pocitaci zobrazit jako reilné pole plus jeden logicky vektor o n slozkach, kam si zaznamendvame,
které tadky jsou reilné a které ryze imaginarni.

Déle budeme postupovat stejné jako u kompaktniho schématu. Budte A = (a;;),

S11 S12 ... Sin
S22 ... Son
S =
Snn
Podle (15) plati
aii =83, + 55 + ...+ 5% pro i € 7,
Qi = 813815 + 824825 + ...+ 8485 pProt€n, j=i+1, ..., n
a odtud plyne
Sii = \/an‘ — (85, + 85+ ... +s71) pro ¢ € 1, (16)
Sij = S%[Gij — (814815 + S2:S2 + ...+ 8i—1i8i—15)] proi€n,j=i+1, ..., n

Vypocet prvki s;; se provadi po fadcich. Je snadné si rozmyslet, Ze vyrazy v kulatych zavorkach ve
vzorcich (16) jsou vzdy redlné a ze pii vypoctu s;; je lhostejné, kterou odmocninu pouzijeme. Rovnéz
je zfejmé, ze prvek s;; muzeme ihned po jeho vypocteni zapsat na misto, kde byl ptivodné ulozen
prvek a;;.

Vlastni feseni se provadi ve tfech krocich:

(1) Najdeme rozklad (15) matice A podle (16). Tim prejde soustava (14) ve tvar STSZ = b, tj.
(2) 8T§ = f (soustava s dolni trojihelnikovou maticf),
(3) S# = ¥ (soustava s horni trojihelnikovou matici).

1.4. Inverze matice. UkdZzeme na piibuznost mezi tilohou fesit soustavu linedrnich algebraickych
rovnic a tlohou nalézt inverzni matici. Bud A reguldrni matice.
(1) Rovnici AZ = b vyndsobime zleva matici A1 a tim ziskame jeji FeSeni ve tvaru & = A~1b,
(2) Oznacme £V, ..., Z(™ sloupce matice A~!. Protoze plati AA~" = I, musi platit A(z(D, ..., (") =
(é“), ey é(")), tj. musi byt splnéno n soustav linearnich algebraickych rovnic AZ(® = & i €

#1, které se lis{ pouze pravou stranou.?

1.4.1. Obecné eliminacni schéma. Bud A reguldrni matice. Sestavme blokovou matici

(é g) . (17)

Tuto matici chceme prevést na blokovou matici tvaru
I 7
(o ?) (18)

e Rédky z horni poloviny (tj. fadky tvofené prvky matic A, B) se sméji ndsobit nenulovym
¢islem.

témito dpravami:

2To je Gaussova metoda k nalezeni inverzni matice popsand v linedrni algebfe (véta 67).
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e Ke v8em fadkum se sméji pricitat ndsobky radku opét z horni poloviny.

Tyto tpravy maji tyz vysledek jako vyndsebeni matice (17) zleva matici, kterd z jednotkové matice
odpovidajictho rozméru vznikne stejnymi tipravami. Vzhledem k nasim omezenim musi mit tato matice

blokovy tvar
X 0O
Y 1)’
kde blok X mé& rozmér matice A a blok Y rozmér matice C'. M&-li mit soucin

X O\(A B _ [ XA XB
y 1)\¢ D) \YA+C YB+D

XA=IX=A1'YA+C=0&Y =-CA!,

tvar (18), musi platit

takze
XB=A"'B,YB+D=D-CA'B. (19)
Obecné elimina¢ni schéma tedy slouzi k vypoctu vyrazu typu (19).
(1) Chceme-li pomtat pouze A=, volime B=1,C =0, D = O.
(2) Zvolime-li B = b, fesf schema soustavu AT = b,
(3) Zvolime-li B = (I, b), fesi se obé tlohy najednou.
(

4) Zvolime-li B = l;, C = -, D = d, pocitd se funkéni hodnota linedrni funkce (piesnéji
afinnfho zobrazeni, resp. funkciondlu)

fly, .. xn) =ciz1+ ...+ cpxn +d

v bodé ¥ = (1, ..., 7,)T, ktery je fesenfm soustavy AT = b:

bl bl

A : I A

bn, by,

-1 ... —cp, d ol d+ Y1 ciry

1.4.2. Metoda ovroubeni. Ma se ovroubit ubrus, aby se netfepil.

Definice 1.18. Rekneme, ze matice A,, = (a;;) vznikla z matice A,,_; ovroubenim, je-li
A1 U
A, = i ") 20
" ( 1771; ann) ( )

Bud matice A = (a;;) silné reguldrni. Vypoéet A~! se pfi metodé ovroubeni provadi V n krocich. V
k-tém kroku se predpokladd, Ze zndme A, 1 a pomoci efektivnich vzorcu se pocita A, ! Hledejme

— P, —1 T
A 1_ n n )
2= )
Prvek v pravém dolnfm rohu je ziejmé nenulovy, protoze A, ! = A% i je to nenulovy ndsobek

n dctA nn
algebraického dopliiku prvku a,, v (20). Plati

Anflpnfl + ﬁnq_g A IFn + %ﬁn
/Urj;Pnfl + annq_g UTFn + a,% ’

I=A,A " = <

a proto dostavame

" R
A, 1 P,_1+ uan{ =1 A, 17, + =i, = 0,

B
i q . G
TPy + apndt =37, 17, + % =1
Z druhé rovnice vyjadiime
. L
T = —BAnilun (21)

a tento vztah dosadime do posledni rovnice:
B = an, — LA i, (22)
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Prvni rovnici vyndsobfme zleva matici A, :
_ 41 -1 = =T
Py = An—l - An—lunqn
a dosadime do tiet{ rovnice:

& T 41 U A L | ST A—1 ~ \ T
0="1, An—l — Un An—lunqn + anng, = nAn—l + (an’ﬂ —Up An—lu’ﬂ) ay -

B
Odtud )
R Lt (23)
1
Pp1=A + EA;llﬁnﬁgAﬁil- (24)

Hledané vzorce jsou (22), (21), (23) a (24).
Pii vipoctu na poéitaci se nejprve spocitda Ay = (ﬁ) a pak se postupné vypocitava A5, ..., AL,
Mame pracovni pole

A1n
—1
Anfl
A1n—1
anl ... 0nn—1 Ann

a navic potiebujeme dva (n — 1)-slozkové vektory 8 a v. Vypocet matice A, ! sestavd ze ti{ krokii:
e Spoctou se pomocné hodnoty

ﬁl A1n
. -1 - —1 .
: = _An—lu’ﬂ =-A : )
ﬁnfl Qp—1n
—T 4—1 -1
(’717 e 7”—1) =V, An—l = _(anl s an"—l)An—l'

e Spocte se ¢islo B podle jednoho ze vztaht
6 = Gnpn + anlﬁl +...+ annflﬂnflv

B = ann +Ma1n + ...+ Vn—1Gn—1n-
Meéli bychom provést oba vypocty, abychom ovéftili chyby vzniklé zaokrouhlovanim.
e Dosavadni hodnoty na mistech o indexech (¢, j), kde i, j € n — 1, se opravi o ﬁ'gj, nebot v

souladu s (24) plati

) A
P, =A;i1+g : (Y1 Yno1)-
Pr—1
Na misto s indexem (n, n) se dosadi % Na mista o indexech (i, k), kde i € n—1 se dosadf

% Na mista o indexech (k, 7), kde j € n — 1 se dosadi 5
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2. ITERACNI METODY RESENI SOUSTAV LINEARNICH ALGEBRAICKYCH ROVNIC

2.1. Uvod.

2.1.1. Pojem limity v linedrni algebre.

Definice 2.1. Rekneme, ze posloupnost vektort {g)yee | gk) = (xgk), ol x%k))

vektoru & = (21, ..., z,)" a piseme Z*) — # nebo limy_,oc ¥ = Z, plati-li

(Vi € 2)( lim e M =),

T konverguje k

Rekneme, 7e posloupnost matic {A®}2 | typu (m, n), A®) = (agf)), konverguje k matici A = (a;;)
typu (m, n) a piseme A% — A nebo limy_,o, A®) = A, plati-li
L e AV e ) (T (k) _
(Vien)(Vje m)(thH;O a;;’ = agj).

Poznamka. Ptestoze tato definice vypada na prvni pohled jinak nez definice limity posloupnosti v
metrickém prostoru z matematické analyzy, jsou obé definice v daném pripadé ekvivalentni, jak za
chvili dokézeme. Nejprve viak zavedeme nésledujici znaceni norem na C™1!:

|€]|; = max |z;| (maximové norma),
1EN

n
12|y = Z |z;] (soutovd norma),
i=1
n
Z |x,|2 (eukleidovskd norma).

i=1

||5||III =

Véta 2.2. Bud'te {#(®)} posloupnost vektori v C™!, Z € C™1.
(1) Je-li Z*) — Z, potom v kazdé normé plati Ha‘:'(k) — i"H — 0.
(2) Plati-li v nékteré norme Hf(k) — :E’H — 0, potom 7®) — Z.

Diikaz. (1) Z definice 2.1 je ziejmé, ze plati
(7 > 7) = (Hf<k> _

I—>O).

Protoze jsou vSechny normy C™! ekvivalentni, plati pro libovolnou normu ||z — || <
K ||#® — ||, — 0.
(2) Z ekvivalence norem C™! a 7 definice maximové normy plyne

(Vi € n) (’xl(-k) - xi‘ < Hf(k) B

< KH@W —fH N o).
0

Definice 2.3. Normou na prostoru ¢tvercovych matic n-tého fddu C™™ nazyvame zobrazeni || || :
C™"™ — R, které spliiuje tyto vlastnosti:

(1) (vAeC™)(|A] = 0) A (Al =0 & A=0),

(2) (VA € C)(vA € C™)([[]AA] = [A[[|A]D,

(3) (VA, Be C™")(||A + B|| < [|A]| + [ BI]),

4) (vA, BeC")([AB] < [[All-|BI)-

Definice 2.4. Norma || ||,, na C™™ se nazyva souhlasnd s normou || ||;, na C™?, jestlize plati
(VA € C™)(vZ € C™1) (| AZlly < [[Ally - 121y)-

Definice 2.5. Normu || ||,, na C™" nazyvdme normou generovanou (pfidruzenou) normou (norme)
| I}, na C™*, jestlize plati

(VA € C"™) (VX € C™1)([|Allyy = max [|AZ]y,).

llZll=1
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Pozndmka. Norma generovand je normou souhlasnou. Definice generované normy je v souhlase s
definici normy spojitého linearniho zobrazeni z matematické analyzy, pouze zde vystupuje maximum
misto suprema. Je tomu tak proto, ze jde o supremum spojité funkce na kompaktni mnoziné.

Diikaz. (1) Kompaktnost: Mnozina { £ € C™! | ||Z| = 1 } je uzaviend a omezend, nebot je
hranici koule B(d, 1) a hranice kazdé mnoziny je uzaviend. Mnozina v linedrnim prostoru
kone¢éné dimenze je kompaktni, pravé kdyz je omezend a uzaviena.

(2) Spojitost: Zobrazeni ¥ — ||AZ|| je kompozici dvou zobrazeni A : & — AZ a || || : ¥ — ||¥].
Spojitost zobrazeni A byla dokdzana v matematické analyze. Dokdzeme, Ze zobrazen{ || || je
spojité, a to dokonce stejnomérné:

Chceme dokézat, ze

(Ve € RF)(36 € RY)(vE, 7 € C)(|Z — 7 <6 = | 7] - |41l | <e).
Pro kazdé dva vektory #, ¥ € C™! miizeme bez ijmy na obecnosti predpokladat, ze || Z| > ||7]|.
Plati-li || — ]| < 6, mtizeme tedy psét
2 =171 =121 = 171 = 117 = g+ gl = 191l < 12 = g1l + 71| = 9]l = |7 — 7] <.
Nyni sta¢i polozit 6 = e.

O

2.1.2. Princip iteracnich metod. Je ddna soustava Ax = j?, kde A je reguldrni. V iteracnich metodach
konstruujeme iteracni posloupnost vektorit {#(¥)}2° . M4-li matice A pifznivé vlastnosti, konver-
guje tato posloupnost k Feseni soustavy #*. Vychozi vektor #(©) této posloupnosti se voli libovolné
(nejvyhodnéjsi ovsem je zvolit za #(© ngjakou aproximaxi Z*). Dalsi ¢leny posloupnosti se vypocitavaji
ze vztahu

f(k+1) — (k) + H(kJrl)(f o Af(k)), (25)
kde {H (k)},;“;l je vhodné zvolend posloupnost matic. Vektor f — AZ®) nazgvame reziduum. Navic
chceme, aby platilo

(Vk € N)(&* = &* + H®(f — AT)).
Odectenim této rovnice od (25) ziskdme vyraz pro chybu k-té aproximace

) — gt = g g HW A — 7RD) = (1 — H® A2+ — 7%) =
=T -H®PAI - HF DA+ 7)==
=(I-H®PAT-H* VA .. (I-HYA)ZO - 7).

ozn. T(k)

Préveé jsme dokézali nasledujici vétu:

Véta 2.6. Iterac¢ni posloupnost {f(k)}?;o konverguje k feseni soustavy AZ = ]? pii libovolné volbé
#© prave tehdy, kdyz plati
lim 7% = 0.

k—o0

Pozndmka. Tteraéni metody se vyznacuji odolnosti vuéi chybam vzniklym zaokrouhlovdnim. Tato
samoopravna schopnost je ddna tim, ze dojde-li v pii vypoctu jistého vektoru #(¥) iteraéni posloupnosti
k chybé, mizeme na tento vektor pohlizet jako na vychozi ¢len #(©) nové iteraéni posloupnosti.

2.1.3. Nestaciondrni metody. Iteraéni metody se déli na staciondrni, kde je posloupnost matic { H (k) j )
konstantni, a nestaciondrni. Piikladem metody nestaciondrni budiz metoda fizené relaxace (nevyzaduje
se, nasledujici véta vsak bude uzitecnd i déle).

Veéta 2.7. U soustavy linedrnich alebraickych rovnic s reguldrni matici lze rovnice vzdy pierovnat
tak, aby diagonalni prvky byly nenulové.

Diikaz. Plyne z definice determinantu

det A = Z SgN T. Ar(1)1 - - - G (n)n (26)
TESH
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a z toho, ze determinant reguldrni matice je ruzny od nuly. Potom totiz musi byt alespon jeden s¢itanec
v (26) nenulovy, tj. (37 € Sp)(a@r(1)1 - - Gr(nyn 7 0). Proto staci dat na prvni misto 7(1)-tou rovnici,
na druhé m(2)-tou atd. O

Predpokladejme, ze matice soustavy AT = f ma na diagonale jednicky. Z definice rezidua je ziejmé,
ze je-li j-ta slozka rezidua nulova, je splnéna j-td4 rovnice soustavy. Ozna¢me i index v absolutni
hodnoté nejvétsi slozky rezidua f — AZ®)_ (Je-li jich vice, je jedno, kterou zvolime.) Chceme, aby
reziduum v nasledujici iteraci f — Az melo i-tou slozku rovnou nule, tj. aby platilo

fi— (aﬂxgkﬂ) + ...+ a“-,lacg]:rl) + mng) + aii+1x§]j_-"l_l) +...+ amxgﬁl)) =0,
a proto klademe
x§k+1) =fi— (ailxgk) +.o..F aiiflxz('li)l + an+1$§i)1 + . FapmzP) =
= xz(-k) +[fi — (aan“) +...+ an‘qﬂcgﬁ)l + :Cl(-k) + aii+1$£—i)1 + ot amal)],
x§-k+1) = x;k) pro j # i.

Porovnanim prvni z téchto dvou rovnic s (25) zjistime, ze piislusnd matice H (1) m4 v i-tém Fadku
na i-tém misté jednicku a na ostatnich mistech nuly. Z druhé rovnice pak vyplyvé, ze vsechny ostatni
fadky matice H* 1 jsou nulové. Z toho je ziejmé, ze pro k # | budou matice H*), H®) obecné
ruzné.

2.2. Stacionarni metody. Dale se budeme zabyvat pouze staciondrnimi metodami, nebot jsou al-
goritmicky vyhodnéjsi a jejich chovani lze snéze analyzovat.

2.2.1. Konvergence iteracni posloupnosti. Protoze ve staciondrnich metodach plati (Vk € N) (H(k) =
H), znamens to, ze (Vk € N)(T'®) = (I — HA)¥) a kritérium konvergence z véty 2.6 piechézi ve tvar
lim (I - HA)* = O.

k— o0

Véta 2.8. Bud A € C™". Potom plati
lim A*¥ =0 & o(A) < 1,

k— o0

kde o(A) je spektraln{ polomér matice A.

Diikaz. Podle Jordanovy véty existuje regularni matice C' a blokové diagondlni matice

A
J1
J= ) JZ = 1 )
Js &
1 A
tak, ze A = C~1JC. Odtud AF = C~1J*C, takze A¥ — O & J* = O. Ziejmé plati
Jf
JE =
Jk
Na cvi¢eni se matematickou indukci dokazovalo, ze
/\k
E\ k-1 k
1 A A
Jk _ I; )\k72 <]1€) /\kfl )\k 7
k k—p+1 k k—p+2 k k—p+3 k
<p—1))\ p—2 A p—3 A el A
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kde p je rozmér bloku J; a pro i > k klademe (f) = 0. Odtud je ziejmé, ze plati J¥ — 0 < |\ < 1. O
Dusledek 2.9. Iteracni posloupnost (25) konverguje pii libovolné volbé Z(%) prave tehdy, je-li o(1 —
HA) < 1.

Véta 2.10. Bud A € C™" a necht alespoii v jedné normé C™" plat{ ||A|| < 1. Potom A* — O.

Diikaz. Ze ttvrté vlastnosti maticové normy vyplyva ||A¥|| < A", O

Duisledek 2.11. Necht v nékteré maticové normé plati ||[[ — HA| < 1. Potom itera¢ni posloupnost
(25) konverguje pii libovolné volbé (%),

Véta 2.12. Absolutni hodnota kazdého vlastniho ¢éisla matice (spektralni polomér) je nejvyse rovna
jeji libovolné normé.
2.2.2. Metoda postupnijch aprorimaci. Rovnici AZ = f prepiseme do tvaru
G=f— A%
a k obéma stranam rovnosti pficteme Z. Vzniklou rovnost oindexujeme takto:
F*HD = 20 1(f — Az, (27)
Porovnanim s (25) zjistime, ze pfi metodé postupnych aproximaci je H = I.

Konvergence. Posloupnost (27) konverguje pro kazdou volbu 70 o o(I — A) < 1, postacujici
podminka je ||[I — A| < 1.

Lemma 2.13. Je-li o(B) < 1, potom je matice I — B reguldrni.

Diikaz. Bud o(B) < 1. Na cvi¢eni se dokazovalo, Ze k libovolné ¢tvercové matici B existuji unitdrn{ ma-
tice  a horni trojihelnikové matice R tak, ze B = Qf R Q. Matice B je tedy podobn4 trojihelnikové
matici R, takze diagondlni prvky matice R jsou vlastnimi ¢isly matice B. Podle pfedpokladu jsou
vSechny tyto prvky v absolutni hodnoté mensi nez 1. Z toho vyplyvéa, ze I — R je horni trojihelnikova
matice, jejiz véechny diagondlni prvky jsou nenulové. Protoze ale plati I — B = = Q7Q - QPR Q =
QH (I — R) Q, musi byt matice I — B regularni. O

Pozndmka. Predchozi lemma zjednodusené feceno 1iké, ze matice, ktera ,,se prilis nelisi”’ od jednotkové
matice, je regularni.

Lemma 2.14 (,,geometrickd fada matic”). Bud o(B) < 1. Potom plati
(I-B)'=I+B+B*+...+B"+...,
tj. oznacime-li S,, = I + B+ B2+ ...+ B™, potom S, —5 (I-B)"L.

Diikaz. Ziejmé plati S,,(I — B) = I — B™*1. Matice I — B je podle predchoz{ lemmy reguldrni, a tak
muZzeme tento vztah zprava vyndsobit matici (I — B)~!. Dostaneme S,, = (I —B)~!—B™+(I-B)~ L.

Zlimicenim ziskdme tvrzeni. O
Véta 2.15. Bud | || libovolna norma C™! a necht || || znaéf i touto normou generovanou normu C™™.
Je-li ||I — Al < 1, potom plati
Hf(k) — 7| < |- AlF f(O)H + ﬂ
B L= [T - A
Dikaz. Oznacme B = I — A. Potom podle (27) plati #®* = Bzk-1 4 f
= B(Bx*2 4+ f) + = BX2*2 4 Bf + f = B27*2 4+ (B + I)f

f
=B334 (B2+B+1)f=...= B*2© 4 (B¥' - B2 4 . 4+ B+ I)f.

Pro presné feseni plati Ax* = f, takze

F=Af=I-B) ' f=I+B+B>+..)f.
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7 predchozich dvou vztahu plyne

‘f(k) -

_ HB’%@ — (B4 BM g pR2 4 )fH <

< ||B*| (Hf@H | I+B+B2+.. | Hﬂ) <

<118 (

70|+ (1l + 181 + |82 + - || 7]) <

<1BI* (|70 + @+ 18I+ 1817 + .0 |7]]) = 1B1°

O

Poznamka. Na kazdou stacionarni itera¢ni metodu lze pohlizet jako na metodu postupnych aproximaci
aplikovanou na soustavu HAZ = H f.

Diikaz. Postupujme stejné jako na zacatku: 0 = Hf— HAZ a odtud
D — 20 4 [(Hf — HAZ) = 2% + H(f — AZ).
O

Pozndmka. V nésledujicich dvou odstavcich budeme symbolem (Z, §) oznacovat standardni skaldrn{
souc¢in na C™!. P¥ipomeiime, Ze pro tento skaldrni soucin plati (%, §) = ¢y 7.

—

2.2.3. Jacobiho metoda (prosté iterace). Jednotlivé rovnice soustavy A% = f prepiSeme tak, ze z prvni
vyjadiime x1, ze druhé xo atd. Ziskané rovnice oindexujeme takto:

(k+1) _ai2,. (k) _aiz.. (k) _ _8in . (k) f1

Ty @ T2 a3 e Tan e Ton

+1) _ _as,. (k) _azs .. (k) _ _azn . (k) 2

T2 - an * a2 T3 o azz Zn + a22
k+1

gFD w0 _amag (k) _awmag (k) +tn

Ann nn nn Ann
To je oviem po slozkich rozepsany vztah 2*+1) = (I — D=1 A)z*) + D‘lﬁ kde
ail
D =
ann

Odtud vyplyva #*+D = #®) 4 D=1(f — AZ), takze H = D™,

Konvergence. Jacobiho metoda konverguje pii kazdé volbé 7?0 < o(I — D71A) < 1, postacujici
podminka je HI — D_lAH < 1. Vezmeme-li maximovou normu, piejde posledni vztah ve

n
max E
S

J=1, j#i

n

<le(Viea)| >

=1, j#i
Matice, pro které plati posledni nerovnost, nazyvame maticemi s pievladajici diagonalou. Jacobiho
metoda tedy konverguje pro vSechny matice s prevladajici diagonélou.

n
<1l]| <& (V’L S ’ﬁ) Z |aij| < |a”|
J=1, j#i

A5 Qi

(273 Q5

Definice 2.16. Hermitovskd, resp. symetrickd matice A se nazyva pozitivné definitni, jestlize pro
kazdy vektor, resp. kazdy redlny vektor & # & plati (AZ, Z) > 0.

Véta 2.17. (1) Vsechna vlastni ¢isla pozitivné definitni matice jsou kladna.
(2) Ma-li hermitovskd matice vSechna vlastni ¢isla kladnd, potom je pozitivné definitni.

Diikaz. (1) Bud'te A pozitivné definitni matice, A jeji libovolné vlastni &fslo a Z libovolny k nému
prislusejici vlastni vektor. Vztah AZ = A\¥ vyndsobime skaldrné vektorem & a dostaneme
(AZ, &) =\ (&, &) = A > 0.
—— ~——

>0 >0
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(2) Bud A hermitovskd matice, jejiz vSechna vlastni &fsla jsou kladna. Na cvicenich se dokazovalo,
ze pro kazdou normélni (a tim spiSe hermitovskou) matici A existuje unitdrn{ matice Q a
diagondlni matice D tak, ze A = Q7D Q. Oznaéfme-li A\, ..., \, vlastni ¢fsla matice A,
potom

A
D=
An

Bud # # 4. Potom (A%, ¥) = #7 A7 = 27 Q" D QF. Oznaéme i = QF. Je f # 0, protoze jinak
by byl vektor & netrividlnim feSenim homogenni soustavy s regularni matici, a plati

(AZ, &) = §" Dy =Y Nilul* >0,

i=1

nebot viechny séftance v sumé jsou nezédporné a alespoii jeden z nich je jisté kladny.
O

Véta 2.18. Bud A hermitovsks matice s kladnymi diagonalnimi prvky. Potom Jacobiho metoda pro
soustavu AZ = f konverguje pii kazdé volbé #(©) prave tehdy, jsou-li obé matice A, 2D — A pozitivné
definitni.

Drikaz. Dokazeme pouze nutnost podminky. Dukaz opacné implikace se provede stejné, ale v opaéném
poradi. Ozna¢me

Va1
P =

ann

Je tedy P? = D. Déle plati I — D7'A = P~1(I — P7*AP~1)P, tedy matice I — D=1 A je podobnd
matici I — P"1AP~!. Tato matice je zfejmé hermitovskd, a ma proto vSechna vlastn{ ¢fsla realna.
Podle piedpokladu je o(I — D71A) < 1, a tak jsou tato é&fsla z intervalu (—1, 1).

Bud' A vlastnf ¢islo matice I — D! A. Potom existuje vektor & # & takovy, ze (I — D™YA)T = \T,
takze D1AZ = (1 — \)Z. Vlastni éfsla matice DA jsou tedy z intervalu (0, 2). Protoze plati
D7 'A =P Y P tAP~!)P, znamen4 to, Ze matice P~ AP~ je pozitivné definitn{.

Bud ¥ # 6. Potom

(Az, ) = #7 Az = 2 PP~ AP~ P& =" P AP 'j= ((P7*AP Yy, 7).

ozn. ¥

Stejné jako v dukaze predchozi véty dostaneme y # 0. Podle definice 2.16 je tedy posledni vyraz
kladny a matice A je pozitivné definitni.

Obdobné postupujeme i pii dukazu pozitivni definitnosti matice 2D — A:

Bud'te opét A vlastni &fslo matice I — D71 A a ¥ pifslusny vlastni vektor. Potom (21 — D71 A)¥ =
(1+2), a tak jsou vSechna vlastn{ éfsla matice 2 — D=1 A z intervalu (0, 2). Protoze platf 21 — D~ 1A
P~1(2I — P7YAP~1)P, znamena to, Ze matice 21 — P~ AP~ je pozitivné definitni.

Bud ¥ # 6. Potom

(2D — A)z, &) =27 (2D — A)i =z PP~*(2D — A)P~! PZ =
ozn. §
=g 2P tP2P~ — P7IAP Y= ((2I — P7'AP V), 7).

Ptitom opét i # 0, takze podle definice 2.16 je posledni vyraz kladny. Matice 2D — A je tedy pozitivné
definitni. O
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2.2.4. Gaussova-Seidelova metoda. V Jacobiho metodé se viechny slozky vektoru Z+1) pocitaji ze
slozek vektoru #(®). Vznikd piirozend otdzka, zda by se (alesponi v nékterych piipadech) nedosdhlo
zlepseni, kdyby se pii tomto vypoétu pouzily jiz znamé slozky vektoru Z:+1) . Touto tivahou dospéjeme
ke vzorcum

a2 4 ape® 4 fapr,® = f
a21w§k+1) + a22$§k+1) +o+ a1nl'n(k) — 4
anlxgkﬂ) + anzﬁékﬂ) Tt g = fn

Jak tyto vztahy zapsat vektorové? Ponechme si matici D z predchoziho odstavce a navic definujme

0 0o ... —Q1n—1 —Q1n
—a91 0
L = . . A y R =
: : " 0 —Un—1n
—Qp1 —Gpy ... O 0

Potom ziejmé plati A= —L + D — R a (—L + D)Z**+) — R#®) = f. takie

5 = (D - L)"'Rz® + (D —L)"'f.
Do této rovnice dosadime R = D — L — A a dostaneme

FFHD = 20 (D — L)7(f — Az,

odkud porovnanim s (25) plyne H = (D — L)~ ™.
Konvergence. Plat{ I—(D—L)"*A = I—-(D—L)"'[(D-L)—R] = (D—L)~!R. Metoda tedy konverguje
pii libovolné volbé #©) < o((D — L)™' R) < 1, postacujici podminkou je H(D — L)_lRH <1.
Tvrzeni 2.19. Gaussova-Seidelova metoda konverguje pro matice s prevladajici diagonélou.

Véta 2.20. Je-li matice soustavy pozitivné definitni, pak Gaussova-Seidelova metoda konverguje pfi
libovolné volbs 7(©).

Diikaz. Bud A pozitivné definitni matice a nechf A = —L + D — R. Podle definice je matice A

hermitovska, takze (~L + D — R) = —L + D — R. Protoze A¥ = ZT, musi nutné platit L = R,

Chceme dokdzat, ze o((D — RT)"'R) < 1. Bud'te A vlastn{ ¢&fslo matice (D — R*)"1R, # k nému

pifslusejici vlastni vektor. Vztah (D — R”)~! R# = A& vyndsobime zleva matici D — R¥ a dostaneme
Ri = A(D — R")# = AM(A+ R)¥ = AAZ + ARZ.

Odtud po skaldrnim vynasobeni vektorem & plyne

(R%, ) = A (AZ, %) +A\(R7, 7).
——

ozn. p
Podle definice 2.16 je p > 0. Polozme (RZ, ¥) = a + ib, kde a, b € R. Potom
_a+ib | |2_ a? + b?
p+a+ib’ (p+a)?+0v2
Dile plati p = (A%, ¥) = (-R¥ + D — R)%, ¥) = —(R %, %) + (D7, ¥) —(RZ, ¥) = = d — (¥, R¥) —
—

ozn. d
(a+1ib)=d— (RZ,Z) — (a+1b) =d — (a —1b) — (a + 1b) = d — 2a.
Maéme dokézat, ze \)\|2 < 1. Pozitivné definitni matice m4 vsechny diagonalni prvky kladné, nebot
[A];; = (A&, &) > 0. Odtud plyne d > 0, protoze

d= (D7 @)=Y ai|nl|’.
=1

Je tedy (p+ a)? = p? + 2pa + a® = p(p + 2a) + a? = pd + a2, a tak |)\|2 <1 O
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Pozndmka. Gaussova-Seidelova metoda je stejné éasové ndrotnd jako Jacobiho metoda. Pamétfové
néroky jsou mensi: Nové vypoéitanymi slozkami vektoru #*+1) muzeme ihned piepisovat slozky
puvodni, takze je nemusime ukladat do zvlastniho pole. Obecné Gaussova-Seidelova metoda nekon-
verguje rychleji nez Jacobiho metoda.

2.2.5. Superrelazacni metoda (Succesive OverRelazation method). Vipocet vektoru 2+ v Gaus-
sové-Seidelové metodé muzeme chapat jako slozeny z n dil¢ich kroku, pficemz v i-tém kroku se i-t4

k+1 E k
slozka vektoru Z*) opravi o tolik, aby byla splnéna i-t4 rovnice soustavy, tj. z( ) = Z( ) 4 Axg ),
kde

1
Axgk) =—(fi— allxgkﬂ) e — Qg 1£U£k41_1) - a“:cgk) e — amxg“)).
Qi
Polozme si otazku, zda bychom nedostali lepsi metodu, kdybychom ke kazdé slozce pripocitavali jen
konstantni nasobek tohoto vyrazu, tj. xng) = xgk) + waEk),
kde w € R. Potom Vi € n platl'
a:gkﬂ) k) +— (fz — alla:(lkﬂ) e — aii_lxl(-’i?) - aiixz(-k) — = apmrP),
k k k
a“z( +1) a“z( )—|—o.)(f a1 ch ) _ — Qi 1:05 -|1r1) 5T 5 ) ...—amxglk)),
wa;1 xgkﬂ) + ... Fwaii— 1x(k+1) + aiixEkH) =
=(1- w)aiixgk) - waii+1$§i)1 — = wap ™ wfi.

To je ale po slozkéch rozepsany vektorovy vztah
—wLE* ) 4+ pF*HD = (1 — w)DE® + WwRE® + W f,

kde matice L, D a R maji stejny vyznam jako v pfedchozim odstavci. Vynasobime-li tento vztah zleva
matici (D —wL)™!, dostaneme

FFD = (D —wL) " Y(1 - w)D + wR] #*) + w(D —wL) 1 f,

ozn. L,

odkud po dosazeni R =D — L — A plyne
F*HD = [[ —w(D —wL) ' A)7% + w(D —wL) ' f =

= 7% 4 w(D —wL) " (f — AZ®).
Je tedy H = w(D —wL)™!. Pii w = 1 prechdz{ SOR v metodu Gaussovu-Seidelovu.

Konvergence. Plati I — HA = I — wDb - wL)™(-L + D - R) =
=I-(D-wL)'D-wL+ (w—-1)D —wR] = (D —wL) (1 —w)D +wR] = L,,.

Oznaéme g, spektralni polomér matice L. Superrelaxaéni metoda konverguje pro libovolnou volbu
70 & o, < 1, postacujici podminka je Lol < 1.

Pozndmka. Je tieba nalézt nejvyhodnéjsi hodnotu parametru w, potfebujeme tedy néjaké kritérium,
abychom mohli rozhodnout, kterd ze dvou iteracnich metod je lepsi a ktera horsi.
Za lepsi ze dvou metod povazujeme tu, jejiz matice I — HA ma mensi spektralni polomér. Duvod je

nasledujici: Necht je déana itera¢ni metoda
#*+D) = Bz 1 7. Pro presné feseni musi platit #* = B#* + §. Odectenim téchto dvou vztahi
dostaneme
fF ) gz = B(#® — 7)) = B2(#FY — %) = ... = BF (& — 7).

Protoze plati B¥*! = T=1J*¥1T kde J a T jsou piislusné matice z Jordanovy véty, je ziejmé (viz
téz diikaz véty 2.8), ze B¥ konverguje k nulové matici stejné rychle jako (o(B))¥ — 0.

Definice 2.21. (1) Elementarni permutacni matici I;; € C"™" nazyvame matici, kterd vznikne z
jednotkové matice I € C™™ zdménou i-tého a j-tého radku (sloupce).
(2) Permutac¢ni matici nazveme matici, kterd je sou¢inem libovolného poc¢tu elementdrnich per-
mutacnich matic.
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Pozndmka. (1) Elementdrni permutaéni matice je symetrickd a ortogonalni:
Ly =I5 =1
7 toho plyne, ze kazda permuta¢ni matice je ortogonalni.

(2) Nésobeni libovolné matice A zleva, resp. zprava matici I;; odpovidajictho rozmeéru je ekviva-

lentn{ prohozeni i-tého a j-tého fadku, resp. sloupce matice A. Indukei ziskdme toto tvrzeni:

Provedeme-li libovolnou permutaci Fddku, resp. sloupcu matice A, je vysledek ekviva-
lentni nasobeni matice A zleva, resp. zprava permuta¢ni matici odpovidajiciho rozméru, kterd
vznikne z I stejnou permutaci fadku, resp. sloupcu.

(3) Piedchozi definice permuta¢ni matice je sice snadno zapamatovatelnd, nenf z ni vsak na prvnf
pohled ziejmé, odkud se vzalo pojmenovani této matice. Uved'me si proto jinou, s predchozi
ziejmé ekvivalentni definici:

Permuta¢ni matici nazveme takovou matici P = (p;;), pro kterou existuje permutace = € S,
tak, ze
1 kdyz n(i) =,
Pig = 0 jinak.

Definice 2.22. Ctvercovd matice A se nazyva slabé cyklickd s indexem 2, existuje-li permutaéni
matice P takova, ze matice PAPT je blokového tvaru

(0. ) .

Pozndmka. Matice je slabé cyklickd s indexem 2, lze-1i ji simultdnni (tj. stejnou) permutaci rddku a
sloupct prevést na blokovy tvar (28).

Definice 2.23. Bud A = —L + D — R. Matice A se nazyva dvoucyklick4, je-li matice D~!(L + R)
slabé cyklicka s indexem 2. Dvoucyklickd matice se nazyva shodné uspotadand, jestlize vlastni ¢isla
matice aD7'L 4+ éD‘lR nezaviseji na volbé ¢isla « # 0.

kde diagonalni bloky jsou ¢tvercové matice.

Pozndmka. Matice je shodné usporadana, jestlize se spektrum (Jacobiho) matice D~!(L+ R) nezmén{

po vynasobeni prvkil pod diagonalou &islem a a prvki nad diagonélou éislem a~!.

Véta 2.24. M4-li matice slabé cyklicka s indexem 2 vlastni ¢islo pu, potom mé i vlastni ¢islo —pu.

Diikaz. Matice slabé cyklickd s indexem 2 je podle definice podobnd blokové matici (28). M4 tedy i
stejny charakteristicky polynom

Ay =My | i Of| AL —Mi| _|AL — M, _

—My M| %Mg Li|-My, M| |O —§M2M1 + M|
= \1752|\2[, — My M, |, kde I je jednotkova matice typu (s1, s1) a Io jednotkova matice typu (sz2, s2).
Posledni vyraz ma ovsem tu vlastnost, ze kdyz je nulovan pro A = pu, je nulovan i pro A = —pu. O

Véta 2.25. Bud A dvoucyklicks shodné uspoiddand a necht w # 0.
(1) Bud' X # 0 vlastni ¢islo matice £,, a necht ¢fslo p splituje rovnici
A+ w—1)2 = w2 (29)
Potom p je vlastni éfslo (Jacobiho) matice D™(L + R).
(2) Bud p vlastni &fslo (Jacobiho) matice D~!(L + R) a necht A splituje rovnici (29). Potom A je
vlastni ¢islo matice L.
Je-li navic A pozitivné definitni, potom jsou vSechna vlastn{ ¢isla p Jacobiho matice redlnd, |u| < 1
(tj. o(D7Y(L + R)) < 1) a SOR konverguje pro libovolnou volbu #» < w € (0, 2).
Definujme

2
wp = ———F—,
1+ 1—pd
kde po = o(D7Y(L—R)). Pak 1 < wq < 2, g, je klesajici funkef w v intervalu (0, wo) a pro w € (wo, 2)
plati o, =w — 1.
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Diikaz. (1) Bud'te A # 0 vlastni ¢islo matice L,,, Z k nému pifslusejici vliastni vektor. Potom plati
(D—wL)"Y(1-w)D+wR]ZF = A\Z. Tuto rovnici vyndsobime zleva matic{f D —wL a dostaneme
[(1-—w)D+wR)Z = A(D—wL)Z, odkud w(R+AL)Z = (A+w—1)DZ. Tento vztah vyndsobime
zleva matici ﬁDil, kde v/A znaéi libovolnou komplexni druhou odmocninu z . Potom

1 Atw-—1

—D 'R+ ﬁD1L> =" 7

<\ﬁ Vw
N———

ozn. [

Cislo p je tedy vlastnim ¢islem matice vVAD 'L + %D*IR. Protoze je matice A shodné
uspofddand, musi byt p téz vlastnim éislem matice D'L 4+ D~'R. Tato matice je ovéem
slabé cyklickd s indexem 2 (matice A je dvoucyklickd), a tak je jejim vlastnim ¢éislem i —p.

(2) Pro A # 0, w # 0 se bod 2 dokéze analogicky. Pro A = 0 pfipada podle (29) v tvahu jen w = 1
a tehdy SOR prechédzi v Gaussovu-Seidelovu metodu, tj. £, = (D — L)~'R. Mame dok4zat,
7e (37 # 0)((D — L) 'R ¥ = §), tedy Ze matice (D — L)~ R je singularni. Z definice matice
R je zfejmé, 7e R je singularni, a tak musi byt singuldrni i (D — L)~ R.

Polozme w = 1. Potom (29) ptejde v A2 = 2\, pro A # 0 je tedy A = p2. Odtud o((D — L)"'R) =
(o(D7Y(L + R)))?, takze Gaussova-Seidelova metoda konverguje, pravé kdyz konverguje Jacobiho
metoda. Bud nyni A pozitivné difinitni. Potom Gaussova-Seidelova metoda konverguje pfi libovolné
volbé 7). To ovéem — jak jsme pravé dokazali — znamend, ze pro libovolné #(°) konverguje i Jacobiho
metoda, takze musf byt o(D~(L + R)) < 1.

Plati

D YL+ R)=D"3[D *(L+R)D 2]D?,
tj. matice D~Y(L + R) je podobna matici D=2 (L + R)D~ . Protoze je matice A pozitivné definitni,
musi byt podle definice 2.16 hermitovska. Z definice hermitovské matice je zfejmé, ze hermitovska je
potom i matice L+ R a tim padem i matice D~z (L+ R)D*%. Kazd4 hermitovskd matice m4 vSechna
vlastn{ &fsla redlnd, a tak mé4 vechna vlastn{ éfsla redlnd i matice D=1(L + R).
Prepisme (29) do tvaru
M4 2w —1) =N+ (w—1)2 =0. (30)

Kazdé vlastni ¢islo A matice £, je tedy kofenem kvadratické rovnice s redlnymi koeficienty. Odtud
ihned vyplyvé:

(1) Je-li X imagindrni vlastn{ &islo £, je jim i X a plati A\ = (w —1)?, takze |\| = VAN = lw — 1].
(2) Je-li \j realné vlastnf éfslo L, je jim i Ay takové, Ze A\j Ay = (w — 1)2. Bez djmy na obecnosti
potom plati napf. Ao < |w — 1| < Aq.
Nutnou podminkou pro konvergenci metody pii libovolné volbe #©  je  tedy
w € (0,2), nebot jinak by nékteré vlastni ¢fslo matice £, muselo mit absolutn{ hodnotu vétsi
nebo rovnu jedné. Z bodu 1 plyne, Ze jsou-li vSechna vlastni Cisla matice £, imagindrni, potom
0w = |w—1|. Z bodu 2 plyne, ze ma-li matice L, alesponi jedno vlastni ¢islo redlné, potom plati
0w = max{|A| | A € o(L,) N R}. Nasim cilem je vhodné vyjadfit g, v tomto druhém piipadeé.
Omezime se tedy na redlné kofeny rovnice (29) a w € (0, 2).
Vztah (29) tentokrit pfepiSeme takto:

A -1
L:iﬂﬁ.
w

Tuto rovnici fesme graficky. Jejimi redlnymi kofeny jsou A-ové soutadnice prusec¢ikia piimky y =
%(A + w — 1) s parabolou y = :I:uﬁ. Pifmka prochdz{ bodem [1, 1], parabola prochdzi pocatkem a
je tim otevien&jsi, ¢im je |u| vétsi. Pro pevné w ziskdme g, jako vétsi z A-ovych souradnic pruseciku
pifmky s parabolou pfi volbé pg = o(D~(L + R)), tj. v piipadé, kdy je parabola nejotevien&jsi.

S rostoucim w se bude p,, zmensovat — piimka se bude naklanét v zaporném smyslu az do chvile,
kdy se stane te¢nou paraboly; tehdy polozme w = wy. Pro w > wq pfimka s parabolou zadné pruseciky
nemd a vSechna vlastni ¢isla matice £, jsou imagindrni, tj. plati g, = |w — 1|; ovSem jen do meze
w = wy, kdy se pifimka dotkne paraboly ,,vpravo’od bodu [1, 1]. Potom ale ziejmé o, > 1, takze
metoda nemuze konvergovat pii kazdé volbe #(9).
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Nyni uréime wy tak, ze polozime diskriminant rovnice (30) roven nule:
dw—1)2 — 4w — Dw?pd + s — 4w —1)2 =0, w?ud —4w+4=0,
4+ 16—16;%_2 1+ l—ug_ 213

21 1o WA F VI3

Protoze musi wy € (0, 2), dostdvame

Wi, 2 =

2
wp= ——+""+.
1+ 1—pd

23
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3. CASTECNY PROBLEM VLASTNICH GfSEL

Maéame nalézt jedno, popiipadé nékolik zpravidla v absolutni hodnoté nejvétsich vlastnich ¢isel a
pripadné i odpovidajici vlastni vektory.

3.1. Mocninna metoda. Zvolime #(?) tak, aby e] #(®) # 0. Konstruujeme posloupnosti

1
o = é’?Ai"(k), R+ — = Azk) (31)
Ok
Ztejmé plati
e N e (o N S Lo v O) (32)
Ok Ok—1 OkOk—1---00

Dale, dosadime-li prvni vyraz v (31) do druhého vyrazu tamtéz, obdrzime

1
phtl) —  — Az, 33
! TAT® " (33)

Vynasobfme-li tuto rovnici zleva vektorem e, dostaneme
(Vk e N) (T2 = 1). (34)
1. Necht A m4 v absolutni hodnoté nejvétsi jediné vlastni éislo A\; s algebraickou i geometrickou
néasobnosti rovnou 1. Potom podle Jordanovy véty existuje reguldrni matice T tak, ze plati
A1
A=T"" J2 T.

Odtud s vyuzitim (34) a (32) plyne

TAaz® . T Ak+17(0)
o = eF Azl = AT _ LChm1---00 G 70

TR opy...00 €T ARFO)
)\]erl k+1 ! 1 k+1
I I3t r7®  arr | () T7O
= : =\
Ak ! 1
IT-1 T3 T70) -1 ) T70)

Podle véty 2.8 konverguji diagondlni bloky k nulové matici, a tak

e{T—l(l )I%m)

k—oo O

Ok — A1 1 =\
I7-1 ( O) T70)

za predpokladu, ze el TZ(®) # 0. Jednak je ale nalezeni takového vektoru #(©), ze ef TZ(®) = 0, dosti
obtizné, jednak vse spravi chyby vzniklé zaokrouhlovanim. Déle podle (33) a (32) plati

Agk=1) _ Ok—2---00 Ak z(0)

7k — = . =
e{Af(kfl) Ok—2-..00 Q{Akf(o)
)\]f L 1 k
-1 J§ 770 71 (x2) 70
n b B 1

eTT-1 J5 70 Jr-1 | () T70)
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Analogicky jako vyse dostaneme

-1 (1 o) T
k) 2y g

IT1 (1 O) T70)

Zjistili jsme tedy, ze posloupnost (:E'(k)) konverguje. Snadno se presvédcéime, ze jeji limitni vektor ¥ je
vlastnim vektorem matice A pifslusejicim k vlastnimu éislu A;: Z (31) totiz vyplyvé vztah gpzF+1) =
AZ®) a jeho zlimicenim dostdvame \ 7 = Ay

2. Necht A mé v absolutni hodnoté nejvétsi jediné vlastni éislo A\; s algebraickou i geometrickou
nasobnosti rovnou p. Potom podle Jordanovy véty existuje regularni matice 1" tak, ze plati

At

A=T"1 M T
= —
p-krat

Jo

a chovani posloupnosti (o), (a_c’(k)) bude podobné jako v piedchozim piipadé, pouze s nasledujici
zaménou matic:

p-krat

tj. tam, kde v bodé 1 vystupovala prvni matice, bude nyni vystupovat druha.
3. Necht A m4 v absolutni hodnoté nejvétsi dvé vlastni &sla A\;, — A s algebraickou i geometrickou
néasobnosti rovnou 1. Potom podle Jordanovy véty existuje regularni matice T tak, ze plati

A1
-1 _)\1
A=T Jo T. (35)
Podobnou cestou jako v pripadé 1 dostaneme
)\119+1 »
Tp-1 (=)t . 770
€] J2+ x
Qk = =
Y
(=A)*

TT-1 Jk T70)
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1
(_1>k+1
efT-1 (5 o)kt T#)
: (-1
e T—1 (,\%h)k T70)

Tato posloupnost obecné diverguje, vybrané posloupnosti go;, 02;+1 vSak konverguji:

1 1
eTT-1 —1 770 eIT—1 1 7z
XN , 02041 — A1

1
el T-1 1 T %) efT-1 -1 T7(0)
0] O

a plati 02,0241 — Al

Posloupnosti AZ*) + X\ 25| resp. AZ*) — \;Z*) aproximuji vlastni vektory pifslusné k vlastnim
éislim Ay, resp. —\1, i kdyZz nekonverguji. Dokézeme napiiklad, ze posloupnost AZ(2) + \; 729 kon-
verguje k vlastnimu vektoru piisl. k vlastnimu ¢islu Aq:

Podle (31) je

Af(%) i f(?z) A2f(2i—1) + )\1Af<2i_1) AQi—&-lf(O) + >\1A2if(0)
1 = = =

el Az(2i-1) B el A2iF(0)
e W
—A1)” —A1)”
-1 (A1) e a (=A1) i T
—\p)2
el T-1 J2 T0)
2
1 0 ; ; =(0
T (%1]2)21+1 + (%11]2)22 T70)
_ 1—00 >\1 -1 2 —(0)
1
Tr-1 1 2 T#(0)
e (&) 7

a tento limitni vektor je vlastnim vektorem matice A ptislusejicim k vlastnimu ¢islu A;. S vyuzitim
(35) totiz dostaneme

At (2 ~0)| _ Aror (20 (0) _y Ao (2 ~(0)
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4. Nechf A mé v absolutni hodnoté nejvétsi dvé vlastn{ éisla A1, A\ s algebraickou i geometrickou
nésobnosti rovnou 1. Potom podle Jordanovy véty existuje reguldrni matice T tak, ze plati

At

A=T""1 M T
= J2 .

Podobné jako vyse zjistime, ze posloupnosti (31) v tomto pifpadé nekonverguji, protoze se (32)* a

!

(;\\—j)k, 1 > 1 tocl v jednotkové kruznici.

Tvrzeni 3.1. Bud t? + pt + ¢ polynom, ktery mé za kofeny Ai, A;. Potom
A270) 1 paz®) 4 gz 2% g,

tj. pro vysoka k je soubor vektori (A2z*), Az(*) z(*)) témet linearne zavisly.

Diikaz. Plati A28®) + pAz®) + qi®) =

k+2 k+1 k1(0)
3 2 k-1 _ A2+ pATT 4 g AN EY)
[A° 4+ pA® + qA]Z = T AT =

T T AZGRT)

A2 L pARFL L g0k . . .
71 AL FpA N T0)
Ty pIit 4 gk v

BI{T_]‘ Jk Ti-’(O)

AT +pAi+g

>

—2 —

(35)"(A] + pA1 +q)

-1 1 =(0)
r (3= J2)*(J3 + pJ2 + q) Tw

ES
1
3

Sl

()
rp-1 7(0)
er T (All AL T%

N

nebot A2 +pA\; +q = X? +pA1 4+ ¢ = 0 a stale predpokladdme e? T # 0. O

Postup je tedy nésledujici: Protoze plati A22*) = g1 0,2% T2 AZF) = 0, 2+1D) | staéi sledovat
linedrni zévistlost t¥{ po sobé jdoucich ¢lent posloupnosti Z¥) pro vysoké indexy k, z nich vypoéitat
koeficienty p, g a vlastni ¢isla A1, A; nalézt jako kofeny polynomu ¢2 + pt + ¢.

Posloupnosti AZ*) — X\ #F) | resp. Az — X\ #*) aproximuji vlastni vektory pifslusné k vlastnim
¢isliim \q, resp. ;. Dokdzeme prvni z téchto pifpadi:

Plati A22) 4pAZ*) 4q7*) ~ &, pricemz p = — (A1 +X1) a ¢ = A\ A1. Po dosazeni dostaneme A27(F) —
AlAf(k) ~ XlAf(k) — Alxlf(k)), tJ A(Af(k) - Alf(k))) ~
~ A\ (AZR) — X 7).

5. Necht A m4 v absolutni hodnoté nejvétsi jediné vlastni &slo \; s algebraickou ndsobnosti rovnou
2 a geometrickou nasobnosti rovnou 1. Potom podle Jordanovy véty existuje regularni matice T tak,
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ze plati
A1
. 1 N
A=T Jo T.
Tentokrat dostaneme
k
)\IH ko yk+1
E+1DA A
grp-n | FEDAT AT o
1 J2
Ok = . =
Af
EAF=T b
ef'T-1 Jf T%0)
A1
T—1 F+l M 0
e1T™ (%JQ)’CJQ 770
- 1
£
T—1 1 ) 7(0
el'T (711J2)k T%0)

Posledni vyraz méa pro k — oo stejnou limitu jako vyraz

A 0
T E+1 N T JTH £ 0 T#
0 ) k—oo
=\ |1 — AL
1 1|1+ 1 1
T 1 T T 1 Tz
0] I O |

Pozndmka. Pravé popsany piipad se od predchozich 1isi rychlosti konvergence. Ta v piipadech 1-4
zéavisela na rychlostech konvergenci (i—;)k — 0, ¢ > 1; v pifpadé 5 je konvergence imérnd 1/k, tedy

vyrazné pomalejsi. Povazujeme-li 5 za 4, ziskdme vysledek rychleji.

Pozndmka. Cleny posloupnosti (:E'(k)) jsou pouhymi nasobky tzv. Krylovovy posloupnosti (Akf(o)).
Stacilo by tedy pocitat ¢leny této posloupnsoti. Pfesto je i v tomto piipadé potieba alespon ¢as od
casu délit vhodnou konstantou, aby nedoslo k prete¢eni nebo naopak zaokrouhleni na nulu.

3.2. Redukéni metoda. Predstavte si, ze znate jedno vlastni ¢islo A matice A a k nému piislusejici
vlastni vektor @ = (u1, ..., u,)?. Jestlize vds zajimd jesté néjaké jiné vlastni ¢éfslo (a k nému
piislusejici vlastni vektor) této matice, potom redukéni metoda je tim, co potfebujete.

Bez tijmy na obecnosti bud u; # 0. Oznaéme

U1

1
p=|" = (@, &, ..., &m).
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Potom )
uy
—up
pi=| "
—Un 1
w1
a AP = (A, Aé®, ..., Aef™), odkud
1
ur )\1U1 ai12 e A1n
1 —uﬂiz )\1U2 as2 .o Qop
plap=| "
%1" 1 MUp  Gp2 ... Gnn
ai2 ain
A1 u u ALz g
_ 42 _ u2
0 a2 w1 aig ... Q2pn w1 A1n
. 6 B b
U Unp
0 an2— w12 -+ Gnp — 01n

pficemz B jsme oznagili sumbatici, kterd vznikne z matice P~!AP vynechdnim prvniho fddku a
sloupce. Matice A je podobna matici P~1 AP, ma proto stejny charakteristicky polynom |A — \I| =
(M — A)|B — AI|. Matice B ma tedy stejné spektrum jako matice A az na to, ze vlastn{ ¢islo A\; v
ném ma o jednicku mensi algebraickou nasobnost. Specidlné, je-li A\; jednoduché vlastni ¢islo matice
A, potom to neni vlastni ¢islo matice B.

Spocteme-li (napf. mocninnou metodou) néjaké vlastni éislo Ay # A1 matice B a k nému piislusejici
vlastni vektor 7 = (zo, ..., z,)7, ziskdme vlastni vektor matice A pifslusejici k vlastnimu éislu o

takto: Hledejme z; € C tak, aby <ZZ_1,) byl vlastni vektor matice P~'AP. Musi platit

)\1 % % z1 . z1
(5 ¥ 5 ) (E)-r ()

(le + u%(auzz +...+ alnzn)> _ (A221>

/\22? )\22
a1229 + ...+ A1nZn
(A2 = A1)y
Ptechod od vlastniho vektoru matice P~ AP k vlastnimu vektoru matice A je jiz hrackou: Staéi vatah

rrar(2)=x(3)
z z

vynasobit zleva matici P a dozvime se, Ze vlastnim vektorem matice A piislusejicim k vlastnimu ¢éislu
A2 je vektor

zZ1 =

U1 21 21Ul
21 (5] 1 Z9 Z1U2 + 22 . 0
P{2)=1]. = ) =zu+ | 5.
Up, 1 Zn 21 Up + Zp,

Pozndmka. K feseni tplného problému vlastnich &isel se redukéni metoda nehodi, nebot v praxi by
se kazdé dalsi vlastni ¢islo pocitalo se stale mensi presnosti.
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4. UPLNY PROBLEM VLASTNICH CISEL

Ukolem je nalézt v sechna vlastni ¢isla a ptipadné i vSechny vlastni vektory dané reguldrni matice.
4.1. Trojuhelnikova metoda a LR-algoritmus.

4.1.1. Trojihelnikovd metoda. Konstruujeme dvé posloupnosti matic (L), (Rs) tak, ze Lo zvolime
a matice L1, Ry ziskdme z rozkladu matice ALy na souc¢in dolni trojihelnikové matice s jednickami

na diagondle a horni trojihelnikové matice: ALy = Ly R,. Predpokladejme, Ze matice AL je silné
regularni, aby byl tento rozklad jednoznacny. Déale postupujeme analogicky:
ALy = L1 Ryya, (36)

pficemz Ly41 je dolni trojihelnikova matice s jednickami na diagondle a Rjy; horni trojihelnikovd
matice.

Za piiznivych okolnosti posloupnost (L) konverguje a potom vlastni ¢isla a vektory matice A na-
jdeme snadno:

Tvrzeni 4.1. Necht posloupnost (L) konverguje k matici L. Potom konverguje i posloupnost (Rg),
a ozna¢ime-li R limitni matici této posloupnosti, plati:

(1) Diagondlni prvky matice R jsou vlastni ¢isla matice A.

(2) Je-li ¢ vlastni vektor matice R, potom Lg je vlastni vektor matice A.

Dikaz. Z (36) vyplyva Rpiq = L,;ilALk, a konverguje-li posloupnost (Ls), potom ziejmé konverguje
i posloupnost (L; 1), takze musf konvergovat i posloupnost (R;). Zlimicenim tohoto vztahu dostaneme
R=L"1AL.

(1) Posledni rovnost znamend, ze matice R je podobnd matici A, a tudiz m& stejnd vlastni ¢isla.
Protoze vSechny ¢leny posloupnosti (Rg) jsou horni trojihelnikové matice, musi byt podle
definice 2.1 matice R téz horni trojihelnikova a vlastnimi ¢isly trojuhelnikové matice jsou jeji
diagonalni prvky.

(2) Plati R§ = N\, ale R = L™ AL, takize AL§") = \; L.

O

4.1.2. LR-algoritmus. Konstruujeme tii posloupnosti matic (Ay), (L), (Rs) tak, ze polozime A; = A
a matice Li, R, ziskdme z rozkladu matice A; na souéin dolni trojihelnikové matice s jednickami
na diagondle a horni trojihelnikové matice: A; = L;R;. Pfedpoklddejme, Ze matice A je silné re-
guldrni, aby byl tento rozklad jednoznaény. Matici Ay ziskdme takto: Ay = RyL,. Déle postupujeme
analogicky:

App1 = Ry Ly — Apy1 = L1 Riqa (37)
Z druhé rovnice v (37) plyne Ry = E,;lAk. Tento vztah dosadime do prvni rovnice tamtéz a méame
Ak41 = E;lAkEk. To znamena, ze vSechny matice Ay jsou si podobné. Za piiznivych okolnosti
konverguje posloupnost (A4;) k hornf trojihelnikové matici; za méné pifznivych alespon nékteré prvky
matic Ay pod diagonélou konverguji k nule a diky tomu dokazeme vlastni ¢isla urcit i tehdy.

4.1.3. Odvozeni vzorci pro rozklad. Bud'te A = (a;j),

1 11 T12 oo Tin
l21 1 T292 e Ton

L=\ .  R=
lnl lng e 1 T'nn

Z rovnosti A = LR dostaneme
aij; = Ly + liaroy + .o+ L1y + 14y proi <j,j €N,
Qi = lilrlj + 17;27”2j +...+ lijflT‘jflj + lijrjj pro 7> j, 1EN
a odtud plyne
rij = aij — (lil'rlj —+ li2r2j + ...+ lz’i—lri—lj) pro 7 S j, ] € ﬁ,
L [ai]‘ — (lﬂT’lj + lig’r‘gj + ...+ lij—lrj—lj)] pro 7 > j, 1€ n.

l.— L
E Tij



NUMERICKA MATEMATIKA 31

Prvky 7y, l;; je mozné zapisovat hned po vypoctu na mista, kde byly pfedtim prvky a;;, a to v
poradi naznaceném ve schématu:

T11 712 T3 -+« Tin Tin+tl < 1. krok
21 99 23 ... Ton Topt1l < 3. krok
ls1 l32
lnl ln2

2. krok 4. krok

Pozndmka (porovnani metod). (1) Rychlost obou metod je stejnd.
(2) Trojihelnikovd metoda m4 na rozdil od LR-algoritmu samoopravnou schopnost, nebotf matici
Lyg 1ze volit témér libovolné (dokonce nemusi byt ani trojihelnikovd).
(3) Trojthelnikovd metoda m4 vétsi pamétové naroky: Jsou potieba dvé pole o rozmérech n x n
(v jednom musi byt po celou dobu ulozena matice soustavy). U LR-algoritmu staci jediné
pole o rozmérech n x n. Je-li matice soustavy napft. tridiagonélni, potom muze mit toto pole
rozméry dokonce jen 3 X n.

4.1.4. Konvergence.

Tvrzeni 4.2. Necht je matice A°Lg silné reguldrnf a bud A*Ly = L,R, jeji rozklad na dolnf
trojuhelnikovou matici s jednickami na diagondle £ a horni trojihelnikovou matici Rs. Potom plati
Ls=Ls,Rs =Rs...Ry,

kde Ly, resp. R jsou piislusné ¢leny posloupnosti matic (L), resp. (Ry) v trojihelnikové metodé.
Diikaz. Podle (36) plati ASLg = AS—1AL, = AL Ry = AS2AL Ry =
= A2LyRoR1 =...=L,R, ... RyRy. Tvrzeni vyplyvé z jednoznaénosti rozkladu. O
Tvrzeni 4.3. Bud'te

(1) matice A? silné reguldrni,

(2) (L), (Ry) posloupnosti matic z trojithelnikové metody pfi volbé Lo = I,
(3) (Lg), (Rx) posloupnosti matic z LR-algoritmu.

Potom plati Ly = Ly ... Ly, Rs = R;.

Diikaz. Podle (37) je
A® ZAl...Al :Ellequ...fqﬁll_/lRl =
—_——— ——— ~——"

s-krat Ay As
= leig RQ.Z/Q RQ ..Z/Q RoLs RoRy = = El ESRS Rl
<
A3 AS

Polozime-li v dukazu ptedchoziho tvrzeni Ly = I, vyplyne tvrzeni opét z jednoznaénosti rozkladu. [

Dasledek 4.4. Konverguje-li trojihelnikovd metoda pii volbé Ly = I, potom posloupnost (Ag) v
LR-algoritmu konverguje k horni trojihelnikové matici.

Diikaz. Podle predchoziho tvrzenf je Ly = Ly_1Ls, Ry = R,. Odtud A, = L,R, = L ", L,R,. Podle

predpokladu je Ly — L, Ry — R, a tak A, — R. O
Od této chvile budeme predpoklddat, ze matice A ma vlastni ¢isla Ay, ..., \,, pfiCemz algebraicka
i geometricka nasobnost kazdého z téchto vlastnich ¢isel je stejnd, a ze plati
M| > Ao > > Al (38)
Podle Jordanovy véty je tedy matice A podobnd diagonalni matici
At
D =
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tj. existuje takové reguldrni matice X, ze plati A = XDX~!. Toto znacenf si rovnéz podrzme az do
konce kapitoly.

Nyni rozebereme tii piipady. U prvnich dvou se budeme soustfedit na trojihelnikovou metodu
— z predchoziho dusledku je ziejmé, ze konverguje-li tato metoda, konverguje i LR-algoritmus. V
poslednim ptipadé trojihelnikovda metoda nekonverguje, a proto se omezime na popis chovani LR-
algoritmu. Napfed si jesté vyslovime dilezitou lemmu.

Lemma 4.5. Bud A matice tvaru A = I + F a necht ||F|| je dostateéné mald. Potom existuje doln{
trojuhelnikova matice L s jednickami na diagondle a horni trojihelnikovd matice R tak, ze A = LR,
aplati L - I, R— I pro ||F| — 0.

Diikaz. Bez dikazu uvedme, ze jsou-li L = (l;;), D = (d;;), R = (r;;) matice z trojihelnikového
rozkladu matice A, protom plati

det Aij det A“ det Az 1
= | <), dij = ——— (] =1), 755 = L5 >1),
* det Aii (J ) *J det Aiflifl (] ) *J det Ajj (] )
kde A;; je matice, kterd vznikne z A v pifpadé i < j vynechanim fadkd ¢ + 1, ..., n a sloupcu
i, i+1, ..., j—1,5+1, ..., navpiipadé i > j vynechanim fadku j, j+1, ..., i—1,i4+1, ..., na
sloupctt j+1, ..., n. Z definice determinantu je ziejmé, ze jde o spojité funkce proménnych a;; (jsou

......

znamend, ze ma-li matice A rozklad, potom maé rozklad i matice B, ktera se ,,prili§ nelisi”od A, a
rozklad této matice B se ,,piili§ nelisi” od rozkladu matice A. O

Tvrzeni 4.6. (1) Necht jsou vechna vlastni &fsla matice A jednoduchd a rizné co do absolutnich
hodnot (tj. v8echny nerovnosti v (38) jsou ostré).
(2) Necht jsou obé matice X, X! Lg silné reguldrni.
Potom trojuhelnikova metoda konverguje.

Drikaz. Podle predpokladu existuje jednoznaény rozklad X ~'Lg = Ly Ry, kde Ly je dolni trojihelnikova
matice s jednickami na diagondle a Ry horni trojuhelnikovd matice. Proto plati

A’Ly = XD*X 'Ly= XD°LyRy = XD*Ly D *D*Ry, (39)
kde D~* je zkrdcené oznageni matice (D~!)* — tato matice uréité existuje, nebot piedpokldddme, ze
matice A je reguldrni. Zkoumejme matici D*Ly D™%: S vyuzitim vét 1.6 a 1.7 dostavame

0 Jj >,
[DsLyD_s]ij =1 J=1,
i s .
Lyl (%) J<i
7 predpokladu 1 vyplyva, ze pro i > j je % < 1, takze prvky pod diagondlou konverguji k nule,
J

a proto muzeme psat D°Ly D™® = [ 4+ F,, kde F, je dolni trojihelnikovd matice s nulami na dia-
gondle. Tento vztah dosadime do (39) a zdroven provedeme rozklad X = LxRx, kde Lx je dolni
trojuhelnikova matice s jednickami na diagonale a Rx horni trojihelnikovd matice. Dostaneme

A*Ly = LyRx(I + F,)D*Ry = Lx(Rx + RxF,)D*Ry = Lx(I + RxF,Ry")RxD*Ry.

Oznatme Gg = RXFSR;(l. Protoze Fy =5 0, je i G5 =5 O a pro vysoké s existuje podle lemmy
4.5 rozklad
I+Gs=(I+LE)I+RY),

kde LS) je dolni trojihelnikova matice s nulami na diagonéle, L(Cf ) o 0, a R(C:f ) je horni trojihelnikova

matice, R(Cf) 2% 0. Ziskali jsme vztah

ALy = Lx(I+ L$)(I + RY))Rx D* Ry

To je ovSem rozklad matice A®Lg na soucin dolni trojuhelnikové matici s jednickami na diagonéle a
horni trojuhelnikové matice. Protoze je tento rozklad za danych predpokladu jednozna¢ny, musi podle
tvrzeni 4.2 platit Lx (I + L(Cf)) = Ly, kde Ly je piislusnd matice z posloupnosti (L) v trojihelnikové
metodé. Zlimicenim tohoto vztahu dostaneme L, — Ly, tj. trojihelnikova metoda konverguje. O
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Pozndmka (dusledky dukazu). (1) Z dukazu ptredchoziho tvrzeni vyplyva existence takového p €
N, ze jsou-li matice ALy, AL, ..., AL, silné reguldrni, potom je zarucena existence rozkladu
(36) matic ALpt1, ALpyo, ...
Ai

S
(2) Rychlost konvergence zdvisi na rychlosti konvergence (T) — 0, ¢ > 7, tj. konvergence je tim
J

vvvvv

(3) Vlastni ¢isla budou na diagondle limitni matice posloupnosti (Rs) z trojihelnikové metody
srovnana podle velikosti.

Diikaz. Dokazeme posledni tvrzeni: Podle (36) plati Ry = L;'ALs_;. Oznaéfme-li R limitn{ matici
posloupnosti (Ry) v trojihelnikové metodé, potom zlimicenim tohoto vztahu dostaneme

R=L}'ALx = Ly'XDX 'Lx = RxDRy".
Tvrzeni vyplyva z vét 1.6 a 1.7. O

Diisledek 4.7. Je-li splnén predpoklad 1 tvrzeni 4.6 a jsou-li matice X, X! silné reguldrni, potom
posloupnost (A4s) v LR-algoritmu konverguje k horni trojihelnikové matici.

Diikaz. Tvrzeni plyne z dusledku 4.4. O
Tvrzeni 4.8. (1) Necht m4 matice A jedno vlastn{ &slo ndsobné a ostatni jeji vlastn{ ¢isla necht
jsou jednoduché a ruzné co do absolutnich hodnot, tj. plati A\, = A\.y1 = ... = A\, a jinak

vSechny nerovnosti v (38) jsou ostré.
(2) Necht jsou matice X ~*Lg, X L silné reguldrni (vyznam matice L viz ditkaz).
Potom trojuhelnikova metoda konverguje.

Diikaz. Podle piedpokladu existuje jednoznaény rozklad X ~'Lg = Ly Ry, kde Ly je dolni trojtihelnikova
matice s jednickami na diagondle a Ry horni trojihelnikovd matice. Proto opét plati (39) a
0 Jj >,
[D°LyD™*);; =<1 J=1,
S
\; . .
[Ly];; (X) j<i.
Tentokrat vSak k nule nekonvergujf vSechny prvky pod diagondlou, ale pouze ty z nich, které lezi ve
sloupcich 1, ..., r—1nebo viddcich 41, ..., n. Oznacme L matici, kterd vznikne z D*Ly D™* tak,
ze prvky, které konverguji k nule, nahradime nulami. Je tedy D*Ly D™° = L+ F, kde Fs — O. Tento

vztah dosadime do (39) a zéroven provedeme rozklad XL = Lx Ry, kde Lx je dolni trojihelnikové
matice s jednickami na diagondle a Rx horni trojihelnikovad matice. Dostaneme

A*Ly = X(L + F,)D*Ry = XL(I + L™'F,)D*Ry = Lx(I + RxL 'F,Ry")Rx D’ Ry

Ozna¢me K, = in_lﬁsR;(l. Protoze Fy =X 0, jei K, X0 a pro vysokda s existuje podle
lemmy 4.5 rozklad

I+K,=I+LY)1+RY),

kde L(;) je dolni trojihelnikova matice s nulami na diagonéle, Lg?) i 0, a Rg?) je horni trojihelnikova
S§— 00

matice, Rg? — O. Ziskali jsme vztah
A*Ly = Ly (I + L)1 + RY)Rx DRy
Stejnou tvahou jako v dikazu tvrzeni 4.6 zjistime, ze Ly — Lx. (]

Pozndmka. Vlastni ¢isla budou na diagondle limitn{ matice posloupnosti (Ry) z trojtihelnikové metody
opét srovnana podle velikosti.

Diikaz. 7 (36) vyplyvd Ry = L;YAL, ;. Zlimicenim tohoto vztahu dostaneme
R=LJ}XDX 'Ly =L XLL'DLL'X 'Lx = Rx(L"'DL)R".
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Zkoumejme matici L~'DL: Matice D, L pisme v blokovém tvaru

Dy } 1
D= AT , L= Lt ,
Do 1
kde LT je dolni trojihelnikova matice fddu t — r + 1. Potom plati
(I /Dy I D,
L7'DL = Lt AT Lt = AT =D,
1 Do I D»
takze R = RXDR;(1 a tvrzeni opét vyplyva z vét 1.6 a 1.7. O
Posledni ptipad rozebereme slovné.
(1) Necht v (38) plati |Ar| = [Ary1| = ... = |\ a ostatni nerovnosti jsou ostré.

(2) Necht jsou matice X, X ! silné reguldrni.
(3) Nechf Vs € N existuje rozklad XL, = L*R* a prvky matic L*, R* jsou omezené nezévisle na
s (v§znam matic L viz dale).
(4) Nechf Vs € N existuje rozklad Rop LT = LR, (vyznam matic Rgo, LT viz dale).
Jak jsme predeslali, trojuhelnikova metoda v tomto pfipadé nekonverguje, a proto se omezime na popis
chovani LR-algoritmu. Ten sice také nekonverguje, ale konvergovat budou alespon nékteré prvky matic

(fll:’sr)(.)ved’me rozklad X! = Ly Ry. Potom
A* = XD*X ' = XD°LyRy = XD*Ly D *D*Ry (40)
a pro prvky matice D*Ly D™° opét plati
0 Jj >,
[D°LyD™*];; = ¢ 1 j=t
[LYL‘J‘ (%)S J<ui
Posloupnost (;‘—J)S jeproi,j € {r,r+1, ..., t}, i > j ziejmé divergentni{ — ¢leny posloupnosti

,,8e tocl”v jednotkové kruznici. Ostatni prvky pod diagonalou vsak konvergujl k nule, a tak muzeme
tentokrat psat DLy D% = L, + F, kde Fy — O. Matice L, = DSLD~* je dolni trojihelnikové s
jednickami na diagonéle a vSechny jeji mimodiagondlni prvky maji stejnou absolutni hodnotu (ma-
tice L m4 stejny vyznam jako v dikazu predchoziho tvrzeni). Piedchozi vztah dosadime do (40) a
provedeme rozklad podle bodu 3:

A® = X(Ly + F,)D°Ry = XL,(I + L;'F,)D°Ry = L*R:(I + L7'F,)D°Ry =
= LI+ R* ~—1F R*_l)R*DsRy
Oznacme G4 = R: L1, R:~'. Protoze Fy =3 O, je i Gy % O a pro vysokd s existuje podle
lemmy 4.5 rozklad
[+Gy= I+ LI+ RS,
kde LS je dolni trojihelnikova matice s nulami na diagonéle, L(Cf ) o 0, a R(C:f ) je horni trojihelnikova

R(s) 5—Q0

matice, O. Ziskali jsme vztah

A® = LI+ LENY(I + RY)R* DRy
Proved'me rozklad matice A* = L, R, kde L, je dolni trojihelnikovd matice s jedniékami na diagonale
a R, horni trojihelnikovd matice. Z jednozna¢nosti tohoto rozkladu vyplyva £, = L*(I + L(Cf)), takze
pro vysokd s je L; ~ L} (posloupnost (L} ) nemusi konvergovat, proto nepiseme £, — L?). Déle vime,
ze podle (37) je
Agpr =L7'AL,=L7'. .. L7'ALy ... Ly = LY AL,
a tak po dosazeni L} za L5 mame

Agp1 ~ LI YAL = L' XDX 'L = L ' XL L7'DL LI X ILE =
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=L 'LIR;L;'DLR; 'L 'Lt = R:L;'DL,R: ™.
Zbyva najit vhodné vyjadieni matice R}. Plati LR} = XL, = LxRxL,. Rozdélme matice z po-
sledniho vyrazu na bloky

L Ry1 Ri2 Riz\ I
Lx = | La Lo , Ry = Ros Raos |, Ls = LY
L31 L3z Lss Rss3 1
Potom je
R L1y Rii Rz Rig\ (1
LxRxLs=|La1 Lo Ras  Ros Lt =
L31 L3z L33 R33 I

L1 Ri1 Ri2L Ry
= | La1 L2 Rao LY Rag
L31 L3z L33 Rss3

Potiz je v tom, Ze blok RasL} neni diagonalni. Podle bodu 4 vsak muZeme provést jeho rozklad
Roo LT = LsRg a odtud

I I .
LY=Ly L , R = Lt RxLs,.
I I
Po dosazeni dostaneme
I o ) I -t
Agyr ~ L7t RxL,L7'DL(RxLs)™! L1 =
I I
I I
- it Rx DRy Ly =
I I
r Riy R Ris\ (T Riy Rl Rig
= L1 Rz Ros Ly = L;'RooLs L7 'Ros |,
I Rg33 I R33
kde
A Ar At+1
R = , Rog = , B33 =
)\r,1 )\t >‘"

Shrnuti. Posloupnost (A,) se pro vysokd s chova takto:

(1) Diagondlni prvky vesloupcich 1, ..., r—1, t+1, ..., n konverguji k vlastnim ¢islam Ay, ..., Ap1, A1, oo Ap
a prvky pod diagonélou v téchto sloupcich konverguji k nule.
(2) Ve sloupcich 7, ...,t konverguji k nule obecné pouze prvky v Tfddcich
t+1, ..., n.
(3) Zbyld vlastni &isla jsou vlastnimi éisly submatice, kterd vznikne z matice Ay vynechdnim fadku
asloupcul, ...,r—1,t+1, ..., n.
Pozndmka. Podobné situace nastane, mé-li matice A komplexné sdruzené dvojice vlastnich ¢isel, tj.
existuji-li vzajemné ruznd ¢isla ki, ..., kp € n—1 tak, ze
(Vi € p)(Ak; = Ak;y,) a jinak vSechny nerovnosti v (38) jsou ostré. Potom budou matice A, pro

vysokd s ,,téméi diagondlni”, ovsem na diagondle budou mit p blocki o rozmérech 2 x 2, jejichz
vlastnimi ¢isly budou dvojice Ag,, Ak, (¢ € D).
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5. ITERACN{ METODY RESEN{ ROVNICE TVARU f(x) =0
Bud f redlna funkce jedné redlné proménné. Numerické feseni rovnice f(z) = 0 sestava ze dvou
etap:
(1) separace kofent, tj. nalezenf intervald, z nichz v kazdém lez{ pravé jeden kofen, nebo alesporn

nalezeni intervalu, v némz lezi néjaky kofen,
(2) vypocet odseparovaného kofene se zadanou presnosti.

Obecny postup pro separaci kofenu je znam pouze pro algebraické rovnice. Proto se spokojime s

nasledujici vétou:
Véta 5.1. Bud'te

(1) f funkce spojitd na (a, b),

(2) fla) #0Af(b) #0,

(3) sgnf(a) # sgnf(b).
Potom rovnice f(x) =0 md v (a,b) alespon jeden kofen. Jestlize navic f’ neménf na (a,b) znameni,
je to kotfen praveé jediny.
Disledek 5.2. Budte ¢, dvé funkce spojité v {a,b) a nechf je splnéna jedna z nasledujicich
podminek:

(1) ¢(a) <¥(a) Ap(b) > 1(b),

(2) ¢la) > p(a) A p(b) < ¥(b).
Potom rovnice ¢(x) = ¢ (z) mé v (a,b) alespon jeden koten.
Pozndmka. Smysl pravé uvedeného dusledku ihned vyplyne, zvolime-li v ném za funkci ¢ identitu.
Kofen rovnice f(z) = 0 je totiz pevnym bodem funkce ¢ : z — f(z) 4+ x. Stejné jako iteraéni metody
feseni{ soustavy linedrnich algebraickych rovnic budou tedy i metody Feseni rovnice tvaru f(z) = 0
aplikacemi véty o pevném bodé.

prevedeme na tvar x = p(z) a konstruujeme

5.1. Princip iteraénich metod. Rovnici f(z) = 0
= p(zk). Provedeme-li v tomto vztahu limitn{ prechod,

itera¢n{ posloupnost (z,) podle vztahu x4
ziskame nasledujici pozorovani:

Tvrzeni 5.3. Jestlize itera¢ni posloupnost (x,) konverguje, potom je jeji limitou kofen rovnice x =
o(z).
Véta 5.4. Bud'te

(1) « kofen rovnice z = p(x),

(2) ¢ diferencovatelnd na jeho okoli V = {z||z —a| <1} ={a —r,a+7r),

(3) (Vz e V)(|¢'(2) < K <1).
Potom posloupnost (x,,) definovand vztahem z,,11 = p(z,) konverguje pro kazdé zo € V.
Diikaz. Matematickou indukci dokdzeme, ze plati

29 €V = (Vk e N)(z € V).
(1) Bud zg € V. Dokdzeme, ze x1 € V:
o1~ al = le(eo) — pl@)| = ¢/(©)| [e0 — al < Kr <7,
nebot & € (g, @).
(2) Bud'te (Vi € ko)(x; € V). DokdZeme, 7e w1 € V:
|[zpt1 — af = [po(@r) — (@) = @' (&)] lzr — o] < K|z, —af <
<K?|zp g —al< .. < Kk |zo — o .

Protoze K < 1, konverguje posloupnost (K™) k nule, a tak x,, — a. O

Disledek 5.5. Bud ¢’ spojitd v okoli bodu « a necht |¢’(a)| < 1. Potom posloupnost (z,,) konver-
guje, je-li zg zvoleno dostatecné blizko a.

Diikaz. Staci zvolit okoli V' tak, aby pro vSechna x € V platilo |¢'(z)| < 1. O
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Definice 5.6. Rekneme, 7e iteracni metoda dand vzorcem xj,, = o(z) mé rad konvergence m,
jestlize ¢ m4 spojité derivace v okoli o do fadu m véetné (tj. p € C™)(H,)) a plati ¢'(a) = ¢"(a) =
o= (@) = 0 A ™) £ 0.

Pozndmka (vliv fddu konvergence na jeji rychlost). Necht je déna iteraéni metoda, kterd ma Fad
konvergence m. Potom

(zh — @)?

51 M)+ ...+

Tep1 — o = (k) — p(a) = (zx — )¢ () +

(zp —a)™ ' )
kTS o
* (m—1)! v (o) +
Protoze je (™ spojitd, mizeme ji na omezeném intervalu odhadnout konstantou, a proto

|7kt — o) < My, |z — ™. (41)

(“Tk;i!a)m@(m) (€)= (‘T’c;]i!o‘)m(p(m) (©).

Pozndmka. Je-li v (41) m = 2, fikdme, ze metoda konverguje kvadraticky, v piipadé m = 3 kubicky,
no a s rychlejsima se setkdvame tak akorat v pohadkéch.

Pozndmka (grafickd interpretace itera¢nich metod). Pfi hleddn{ kofent rovnice = ¢(x) konstruujeme
lomenou ¢éru, kterd se lomi pfi dosazeni grafu funkce y = ¢(x) nebo osy kvadrantu y = x.

5.2. Metoda Regula falsi. Necht je koten a rovnice f(z) = 0 odseparovéan v intervalu {(a, b), f'(«) #
0. Predpoklddejme, ze f' i f” jsou v (a,b) spojité a nemén{ v ném znameni. Zvolme p € {a, b} tak,
aby platilo f(p)f”(p) > 0. Za vychoz{ bod zy posloupnosti (z,) zvolme zbyly prvek mnoziny {a,b},
takze bude platit f(xo)f"(x0) < 0. Dals{ bod z; z{skdme jako z-ovou soufadnici pruseéiku spojnice
bodu [zg, f(z0)] & [p, f(p)] s osou x atd. Rovnice pifmky spojujici body [zg, f(x0)] a [p, f(p)] je

y— f(-'L'O) _ f(p) f(-TO)

p—To

Polozime-li y = 0, ziskdme x-ovou soufadnici pruseéiku této piimky s osou x, tj. bod x1:

gy = T o) #0f ) = pf (o)

p— o f(p) = f(@o)
Obecné pro k € N je

(x — x0).

_ tkf) = pf(@n) koo v 2f(0) —pf(2)
T =T ) P T i) @) (42)

Tvrzeni 5.7. Konvergence metody Regula falsi je zajisténa splnénim téchto predpokladu:

(1) (3Ho)(f', f" € C(Ha)),
(2) f'(a) # 0.

Diikaz. Zderivovanim pravé strany (42) dostdvdme

o) = [f(p) = pf" (@)]lf (p) — ()] + f'(2)[xf(p) — pf(2)]

[f(p) — f(@)]?
Uvézime-li, ze f(a) =0, dozviddme se

f) —pf"(@)]f(p) + af (@) f(p) _ f(p)+ (a—p)f'(

(o) = U0 =P @I + 0] @)f0) _ S0) + (e~ p)f (o) w3
[f ()] f(p)

Posledn{ vyraz ted upravime tak, abychom se zbavili nepf{jemného f(p). Potom totiz dokdZeme, Ze

|’ ()] < K < 1, a z véty 5.4 vyplyne konvergence metody. Zacneme s ¢itatelem. Rozvinme funkei f

do Taylorova rozvoje se sttedem v bodé a:

fa) = flo) + LD w0y + L& —ap2

Dosadime-li do tohoto vztahu za x = p, dostaneme

1) + (=) (e) = T2 p — a2
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To uz vypadé celkem pékné, ale jesté je tu jmenovatel. Rozviiime proto opét funkci f, ale tentokrat
jen do prvnfho fadu: f(z) = f(a)+ f'(n)(z — «), takze pro z = p mdme f(p) = f'(n)(p — «). Nynf jiz
muzeme dosadit do rovnice (43):

ey O =0 _ PO -a)
21 (m)(p — o) 2f'(n)
Z predpokladt 1, 2 vyplyva, ze podil f/(€)/f'(n) lze odhadnout konstantou, a proto je-li p dostate¢né
blizko o, mizeme dosdhnout |¢’(«)| tak malé, jak potfebujeme. O

5.3. Newtonova metoda. Necht je kofen « rovnice f(z) = 0 odseparovén v intervalu {a, b), f'(c) #
0. Predpoklddejme, ze f' i f” jsou v {(a,b) spojité a neméni v ném znameni. Za vychoz{ bod zg
posloupnosti (z,) zvolme z € {a,b} tak, aby platilo f(xo)f”(x¢) > 0. Na rozdil od metody Regula
falsi tedy nemdme zddny bod p. Misto posloupnosti secen spojujicich body [xg, f(xr)] a [p, f(p)]
budeme konstruovat posloupnost tecen ke grafu funkce f v bodech [z, f(zx)]. Bod x4 ziskdme jako
x-ovou soufadnici pruseéiku teény v bodé [xy, f(xy)] s osou z.

Rovnice tetny v bodé [z, f(z0)] je y — f(xo) = f'(x0)(x — x0). Polozime-li y = 0, ziskdme x-ovou
soufadnici pruseciku této piimky s osou x, tj. bod z1:

—f(@o) = f'(z0)(21 — x0) = T1 = 0 — ;/((Z?).
Obecné pro k € N je
- _f(mk) k—oo x:x_f(x)
A R () (44)

Tvrzeni 5.8. Pro konvergenci Newtonovy metody plati naprostd obdoba tvrzeni 5.7. Je-li navic
" € C(H,), potom m4 Newtonova metoda fdd konvergence 2.

Diikaz. Konvergence:

2 — f(x) " (x 2) (2
sy 1 PP @) @)

(@) (@)
Ze spojitosti ¢’ plyne existence takového okoli V' kotene «, ze (Vo € V)(|¢'(x)] < K < 1). Nyni staci
pouzit vétu 5.4.
Druh4 cést tvrzeni:

vy PP f" (@) f(a)
¥ (a) = f’4(a) - ()

nebot f” nemén{ v {(a, b) znameni. Podle definice jde tedy skuteéné o metodu 2. fddu konvergence,
tudiz |zp — | < M |z, — of. O

# 0,

Tvrzeni 5.9. Predpoklad existence f”’ v predchozim tvrzeni je nadbytecny, tj. Newtonova metoda
konverguje kvadraticky, i kdyz f"’ neexistuje.

Diikaz. Podle prvniho vztahu ve (44) plati

$k+1*a:xkfan:xk,afw:
: f/(xk:) fl(xk)
P -6, P,
= F'(zr) (T ) f/(xk)( & — &k)(zk ).

Protoze |y — &| < |z — al, je |ps1 — o < M |z — af’ O
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5.4. Cebysevova metoda. Necht je kofen a rovnice f(x) = 0 odseparovan v intervalu (a, b), f'(a) #
0. Predpokladejme, ze f ma v {(a,b) 2r + 1 spojitych derivaci a (a, b) je tak maly, ze Vz € (a,b) pl
f'(z) # 0. Potom na (a,b) existuje F = f=1, tj. (Vo € (a,b))(F(f(z)) = z), a plati f(a) =
F(0) = .

V dalsim vyuzijeme existence inverzni funkce F'. To, Ze ji ve skute¢nosti nezndme, neni na zavadu,
protoze nakonec najdeme vhodné vyjadreni pomoci ptuvodni funkce f a jejich derivaci. Nejprve funkci
F rozvineme pomoci Taylorova vzorce se stfedem v bodé yg:

F(T+1)(n)

F(y) = F(yo +Z )y — yo)* + (

r+1
r+1)! '

(Y — o)

Polozme y = 0. Potom

- kF(k)(yO) k

F(r+1)
FO0) = Flaw) + S gl (-
kde n € (0,yo). Po dosazeni za F(0) = a a yg = f(z) mame
(k) (r+1)
Ol_x—FZ kF f( ))fk(x)+(_1)r+1F£r+1()7!7)fr+1(x)’

kde n € (0, f(x)). Posledni s¢itanec preved me na levou stranu a oznacme

L FU ()

] (45)

‘Pr(x) =a+ (_

Oznacime-li jesté ay(xz) = F®(f(z)), potom z predchozich dvou rovnost! vyplyva

—:v—i—z kak (x)

Z tohoto vztahu nebo jiz z (45) je zfejmé, ze pro r € N plati ¢, () = a.
Tvrzeni 5.10. Itera¢ni metoda dand vzorcem xpy1 = ¢, (z) mé fad konvergence alespon r + 1.

Diikaz. Méme dokdzat, ze plati ¢.(a) = ¢l/(a) = ... = 905”( ) = 0. Dukaz provedeme sporem.
Predpokladejme existenci takového p € 7, ze gpgp )( ) # 0. (Pokud by takovych p existovalo vice,

zvolime nejmensi z nich.) Funkci ¢, rozvineme do p-tého rédu:

(p) (p+1)
or(o) = @) + D —ap + W o -

(Cleny fadn 1 az p — 1 jsou nulové, a proto je nevypisujeme). Podle Lagrangeovy véty plati

fl@) = f(z) = f(a) = f(§)(x — a), (46)
kde £ € (z,a). Posledn{ dva vztahy dosadime do (45):

() (p+1) r+1
pr (@) pr () i1 _ (_yr EUTR ) e r
o (z —a)” +W(x—a) =(-1 mf i )z — )t

Odtud vyplyva

+1
@) o) b
| - 1'($—Oé)+(—)
p! (p+1)!
Podle predpokladu je levé strana této rovnice nenulové, ale oba ¢leny vpravo muzeme uéinit libovolné
malymi a to je spor. O

F(T+1)(77) m+1
(r+1)!

() —a) 7+,
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V nasem vzorci pro ¢, (x) vystupuji koeficienty ax(x) a ty se nyni pokusime vhodné vyjadfit. Opa-
kovanym derivovanim rovnice F'(f(z)) = = dostaneme systém r rovnic

@) ) =1
FU(f@) " (@) + F'(f(2) ["(z) =0,
F'(';(f(x))f’ (@) + 3F"(f (@) f' (@) " (x) + F'(f () f"(x) = 0
atd.

Tyto rovnice prepiseme pomoci ag(x). Obdrzime trojihelnikovou soustavu pro a1 (z), as(z), ..., a.(x):

al(x)f’gx) =1,

az(2) f"(x) + a1 (z) f"(z) =

a3((1$)f’3($) + 3az(x )f’(x)f”( ) +ai(z)f"(xz) =0
atd.

Pozndmka. Zvolime-li nyni r = 1, dostaneme Newtonovu metodu

I T
“E) = T AT )

a pri volbé r = 2 obdrzime
_ @) flx) (@) f*(=)
az(r) = =3 T 3 :
fr(@) frx)  2f7(2)
Pozndmka. Dosud jsme predpoklddali, ze funkce f mé v intervalu (a, b) 2r 4+ 1 spojitych derivaci.

M3&-1i mit totiz metoda Fad konvergence r + 1, jak o tom mluvi tvrzeni 5.10, musi existovat ga( "
zévisi na FUtY tedy i na f"t1. Na zdver uvedeme tvrzeni, které mluvi o rychlosti konvergence (ne
tedy o jejim fddu ve smyslu definice) v piipadé, ze tento predpoklad nen{ splnén:

= pa2(x) =

Tvrzeni 5.11. Ke splnéni |21 — o] < M |z, — o " staéi r + 1 spojitych derivaci.

Diikaz. Dosadime-li vztah (46) do (45), dostaneme

F(r+1)
s —al = iy {an) = al = [T Ol a7
(r+1)
Funkce w I i (&) je spojité, a proto ji lze na omezeném intervalu odhadnout konstantou M. O



NUMERICKA MATEMATIKA 41

6. ITERACNI METODY PRO RESEN{ SYSTEMU NELINEARN{CH ALGEBRAICKYCH A
TRANSCENDENTNICH ROVNIC

Bud'te f1, fa, ..., fn redlné funkce n redlnych proménnych. Nasim cilem je nalézt FeSeni soustavy
fl(xlu T2y oeny irn) = 07 f2($17 T2y uey (En) = 07 ey fn(mlv T2y ey (En) = 0 (47)
ve tvaru @ = (ay, as, ..., a,)’. Separaci kofenti v tomto pifpadé viibec neumime provést, a proto

budeme déle predpokladat, ze zndme konvexni oblast G s vlastnosti @ € G.
6.1. Princip iteraénich metod. Systém (47) pfevedeme na systém
T, = Spl(xlv T2y vuey xn)» To = (,02(.%17 T2y ey xn)a vy Ty = (Pn(l'la X2, oeey xn) (48)

a konstruujeme posloupnost vektori (#(*)) takto:
(k+1) (k) (k) (k)

k+1) -~ (‘T k ’ x2k , xnlc )’
( * 902(x5 )? xé )7 oty g74))7 (49)
(kH) = pn(x (k), xgk), e xﬂ“)).

Tvrzeni 6.1. Bud'te
(1) feseni @ systému (48) odseparovano v konvexni oblasti G,

2) (Vi, je n)(aaj spojité na G),

) (Vk € No) (@ € @),

) o(M) < 1, kde M je matice definovand vztahem

0pi ,
(7)| -

8l‘j

(
(3
(4

[M]i; = max

Potom posloupnost (#*)) dana predpisem (49) konverguje k fesenf a.

Diikaz. Vyjdéme z i-té rovnice v (49). Podle véty o piirtstku redlné funkce vice proménnych existuje
vektor ]55 ) lezici ve ,,vnittku” tsecky spojujici body %), @ tak, ze

k+1 9¥i , (k k
oY —a; = i (@) Zax @) (" —ay). (50)
J
To plati Vi € n, takze mame pro kazdé k € N zarucenu existenci n-tice vektoru ]5(1k), ey ﬁﬁ,k)
spliyjicich vztah (50). Oznacime-li
dp1 1 Ak Oy | Ak
er) . g
Mi=| I
don Ak pn (A
gm) . g
potom podle (50) zfejmeé plati
ZF D g = Mp(Z® — @) = MMy (25D — @) = ... = MMy Mo () — ).
7 toho plyne, ze nutnou a postacujici podminkou pro konvergenci #*) — @ za predpokladi 1-3 je
k
lim M; = 0. (51)
k~>ool o

Z definice matice M vyplyvéd (Vk € N)([M];; > |[My]ij]). Protoze oblast G je konvexni, obsahuje
i tsecku (f(k), @). Odtud, z predchozi nerovnosti a z trojihelnikové nerovnosti plyne dalsi nerovnost
[MEFL 0 > (M M_1...Mo)ij], nebot na obou strandch této nerovnice jsou sumy stejného poctu
soudint a vlevo vystupuje misto puvodniho prvku odhad. Z této nerovnosti vyplyva, ze konverguje-li
posloupnost (MF¥) k nulové matici, potom je splnéno i (51). Podle véty 2.8 tak dostdvame kritérium
konvergence o(M) < 1. O

Pozndmka (dulezitd). Predpoklad 3 v tvrzeni 6.1 je podstatny. Nasledujici tvrzeni fikd, ze k jeho
splnéni je tieba zvolit Z(? dostateéné blizko @, ale nedozvime se jak.
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Tvrzeni 6.2. Za piedpokladii 1, 2, 4 tvrzeni 6.1 existuje takové okoli V bodu @, ze (¥ € V = (Vk €
N)(Z* € @).

Diikaz. Podle predpokladu 4 platf M* — O. Z toho podle definice 2.1 a podle definice normy || ||,
vyplyvé existence takového k € N, ze HM’“HHI < 1. Definujme V = {Z| |7 — d||; < R} = Bi(d, R),
kde R je tak malé, ze plati

O cv =z 70 #® cq. (52)
Vhodné R uréité existuje, protoze k je pevné konecné &islo. Bud #(®) € V. Potom z vlastnost{ normy
Il [l; plyne
<

I

5 = bt . 3

< IMMic o Mol @@ = < a7 -l .

Protoze ||[M*| < 1 a [|Z©® —d|l, < R, je i souéin ||./\/lk+1||1||f(0)||1 < R, a proto Zh+1) ¢
V. To podle (52) znamend, ze ZF+2) zh+3) 72k+1) ¢ G Nyni stejny postup aplikujeme na
gkt2) gt3) - g@RH) takze se dozvime, ze #2F12) € V| atd. O

6.2. Newtonova metoda. Pfepisme nynf soustavu (47) do vektorové podoby f(Z) = &, kde f(z1, ..., 2,) =
(fi(x1,...,m0), ..o, ful21, ..., 2,))T. Budiz feseni @ této rovnice odseparovano v konvexni oblasti G
a nechf na G existuji gi; (Z) a jsou spojité. Oznacme

o — o —
TQ(I) aii(x)
Ofn (= Ofn (=
ail(x) 8;; ()

a predpoklddejme, ze matice f,(@) je reguldrni. Potom jsou ovsem reguldrni i vSechny matice f,(Z)
pro & € Vz, kde V; je jisté okoli feseni d. Nyni vyjdéme z prvniho vztahu ve (44) a vytvoime jeho
maticovou obdobu

D = 50 — (@) fla ). (53)
Vektor (%) pievedeme na levou stranu rovnosti a obé jeji strany vyndsobime zleva matici fx(:?(k)),
takze dostaneme f, () (z*F+1) — k) = — f(#*)). Oznacime-li AZ*) = F++1) — 7(*) | piejde tento

vztah ve tvar

Fo (@R AZR = — f(zR)), g+ = gF) 4 AFK),

Véta 6.3. (1) Nechf konvexni oblast G obsahuje FeSeni @ systému f(Z) = &.
(2) Bud f.(a@) reguldrni.
(3) Bud'te f1, fa, ..., fa spojité na G véetné svych prvnich parcidlnich derivaci.

Potom existuje §-okoli R = {7 || — @|| < §} bodu @ takové, ze pro # € R posloupnost (7(¥)) v
Newtonové metodé konverguje k a.

Diikaz. Bud'te i, Z € G. Definujme funkci

(I) ( ) fl(y+t(27 )) fz(yl +t( yl)a ~'~7yn+t(zn7yn))'
Potom ziejmeé ®;(0) = f;(¢) a ®;(1) = f;(2). Déle Vi € i plati

12 = 50 = o) - 2,00) = [T o / Ui+ 1z ) ar =
0

1
n 31 - . . n 9 )
— [tz - D) - ) @ aj; -+ 12— 1) dt | (2 — ).
s J

j=1

ozn. Fi;(¥,2)
Oznaéime-li F(y, Z) = (F;;(¥, Z)), potom podle pfedchozi rovnosti V¥, 2 € G plati

—

&) - f) = F(g,2)(2 - ). (54)
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Polozime-li f = 7 = d, pak
ofi
axj

Podle pfedpokladu 3 proto existuje takové okoli R C G feSeni a, ze pro kazdé & € R plati HI — fUP)F(a,T) H <
K < 1. Matematickou indukci dokazeme, ze

9 eR= (Vke N)( %) e R).
Podle (53) a (54) pro véechna k € N takova, ze %) € G, plat{
) —a= 7 —a— £ @) (@) -
=i —a— £ @) F@F )@Y —a) = (1 - £ @) F
(1) Bud 7 € R. Dokazeme, ze &") € R:
70—l = |- £ @) FE )@ - 3)| <

Fij(@,a) =

(@) = F(d,d) = f.(@) = f;*@F(@a) = 1.

a, z®) (@® — a).

< H[ — Y EOYF(G@, f<°>)H Hf@ - a’H <1.6=0.
(2) Bud'te (Vi € ko)(#%) € R). Dokazeme, ze £++1) e R:

o < 1 g0 - < K 0]

< K2 |70 - aH <. K| -l
Protoze K < 1, dostaneme zlimicenfm posledniho vztahu #*) — a. O

Tvrzeni 6.4. Charakter konvergence Newtonovy metody je kvadraticky, tj.
2
e+ - < 2]} —al "

Diikaz. Piesahuje rdmec prednésky. (,,Je dlouhy.”) O
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7. LAGRANGEOVA INTERPOLACE

Bud f realna funkce redlné proménné a necht jsou dany jeji hodnoty ve vzdjemné riznych bodech
g, X1, ..., Tn, — nazyvame je interpolacni uzly. Nasim tkolem je najit polynom L, co nejnizsiho
stupné tak, aby platilo (Vi € 7ig)(Ln(z;) = f(x;)). Tento polynom se nazyvéd Lagrangeuv interpolacn{

polynom piislusny k funkci f a uzlum xg, z1, ..., z,.

Poznamka. Ocekavame, ze je-li funkce f dostatecné hladka, bude ji mozno aproximovat polynomem 7;,
i mezi interpola¢nimi uzly. Proto také mluvime o interpola¢nim polynomu. Kdybychom chtéli naopak
usuzovat na hodnoty funkce f vné nejmensiho intervalu obsahujiciho interpolaéni uzly, mluvili bychom
o extrapolaci.

Tvrzeni 7.1. Bud'te f redlnd funkce realné proménné a xg, x1, ..., z, € D(f). Potom existuje prave
jeden Lagrangeuv interpola¢ni polynom piislusny k funkci f a uzlum xzq, x1, ..., Ty.
Diikaz. Existence: Definujme funkci
(x—xo)(x—z1)...(x —zi1) (@ — Tig1) ... (T — 2p)
(LEZ‘ - .To)(xz - .731) PN (Jii - ﬂii_l)(ﬁci — ZCZ‘_;,_l) PN (Jii - a:n)

Ziejmé ®; je polynom stupné n a plati ®;(z;) = d;; pro ¢, j € ng. Déle je zfejmé, ze funkce

Lo(e) = Y f(2:)®i(x) (55)
=0

je polynom stupné nejvyse n-tého a ze plati (Vi € fig)(Ln(z;) = f(x4)).

Jednoznacnost: Predpokldadejme existenci polynomu P, # L, stupné nejvysSe n-tého takového, ze
(Vi € 7g)(Pn(x;) = f(x;)). Potom funkce P, — L,, musi byt také polynom stupné nejvyse n-tého.
Pfitom ale P, — L, ma n + 1 kofent, takze to musi byt nulovy polynom. O

Véta 7.2. (1) Bud I interval a necht zq, x1, ..., o, € I.
(2) Necht mé funkce f v intervalu I derivaci fadu n + 1.
(3) Bud L, Lagrangetv interpola¢ni polynom pifslugny k funkci f a uzlim zg, 1, ..., Tp.
Potom Vz € I existuje bod & lezici v nejmensim intervalu obsahujicim body z, zg, 1, ..., x, tak,
ze plati

(n+1)
@) = Lote) = L

kde wy,(z) = (x — xg)(x — x1) ... (x — zp).

(),

Dikaz. Pro x € {xg, x1, ..., zn} je f(x) — Ly(z) = 0, takze tvrzen{ zfejmé plati. Zvolme tedy pevné
x € I tak, aby (Vi € ) (z # z;). Oznacime-li

Rn(‘r) = f(x) - Ln(m)v Q(t) = Wn(‘r)Rn(t) - wn(t)Rn(x)a
potom zfejmé Q(z) = 0, a protoze (Vi € fg)(wn(x;) = 0, Ry(x;) = 0), je i (Vi € 10)(Q(z;) = 0).
Funkce @ mé tedy n + 2 kofenti a to podle Rolleovy véty® znamend, ze funkce Q' ma n + 1 vzdjemné
ruznych kofenti lezicich mezi kofeny funkce Q. To opét znamend, ze funkce Q" mé n vzdjemné ruznych
kofent lezicich mezi kofeny funkce Q' atd. Nakonec se dozviddme, ze funkce Q"1 m4 jeden kofen

lezici mezi kofeny funkce Q™. Oznacime-li tento kofen &, plati tedy Q1 (€) = 0. Podle definice
funkce R,, zfejmé plati

RED(@) = [0 ) — L) = 1040 (@) —0 = [0 ),
nebot L, je polynom stupné nejvyse n-tého. Podle definice funkce w zase plati w1 (z) = (n +1)!,

a tak
A3,

QU (&) = wu(x) fIM ) (€) = Rp(z)(n+1)! =0 = Ry (z) = r) wn ().

O

3Rolleova véta: Bud f redlna funkce spojitd na omezeném a uzavieném itervalu (a, b) a necht md f v kazdém bodé
intervalu (a, b) derivaci. Je-li f(a) = f(b), potom existuje £ € (a, b) tak, ze f/'(£) = 0.
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Konstrukce polynomu L, podle dikazu tvrzeni 7.1 neni ekonomicka. Ukéazeme si proto dvé lepsi
feSeni.

7.1. Newtonova interpolacni formule pro neekvidistantni intervaly.

Definice 7.3. Bud'te f redlnd funkce redlné proménné, xg, x1, ..., z, € D(f) (tyto body pfitom
nemuseji byt sefazeny podle velikosti). Pomérnymi diferencemi 1. fddu nazyvdme podily typu
x1) — fz Tn) — f(@n—
f(mOaxl):f( 1) f( 0)7 "'7f(xn—17$n):f( n) f( - 1)-

1 — To Tp — Tpn-1

Pomérnymi diferencemi 2. fadu nazyvame vyrazy

f(x07 Z1, I‘Q) = f(xh sz :£2x07 x1)7 cey

f(l'n_27 Tp_1, xn) — f(xn—17 xn) - f(xn_Q’ Jjn_l) -

Ty — Tp—2
Pomérnymi diferencemi k-tého fadu nazyvame vyrazy
 f@ipr, o migk) — f(@ay o i)
f({Ei,..., xi+k) = .
Litk — L4

Pomérné diference je zvykem zapisovat do tzv. diferené¢niho schématu:

To f(zo)

f(zo, 71)
z1 f(z1) f(xo, 21, 2)

[z, 22) f(wo, 21, T2, 73)
T2 f(z2) f(x1, 22, 3)

f(z2, x3)

T3 f(z3)

Tn—3 f(.%'n,:),)
f(xn—3a mn—2)

Tp—2 f(l'n_Q) f(xn—?n Tn—2, -rn—l)
f(mn—Qy zn—l) f(xn—l% Tn—2y Tn—1, xn)
Tn—1 f(xnfl) f(xnf% Tn—1, xn)
f(x’nflv xn)
Tvrzeni 7.4. Pro pomérnou diferenci k-tého fadu plati
f(zs)
Liy Lit1y «v-y Titk) = —+
f( + + ) (SCl — iEiJrl) e (LCZ — (EH»k)
X T
+ @) +...+ f(@is) .
(Tit1 — i) (Tit1 — Tig2) - (Tig1 — Tivk) (Titk — @) -+ (Tigk — Tith-1)
Diikaz. Indukci podle k: Pro k=1 je
xZ; - ZT; Z; ZT;
f(xi,xiﬂ):f( ) = flea) @) F@i)
Tit1 — T Ti — Tig1  Titl — T4
Predpokladejme, ze tvrzeni plati pro k — 1. Dokazeme, ze plati pro k:
F(@iy Titts -y Tigk) = f@ipr, - wigw) = [T, o0 Tigg—1) Ip
Titk — T4
1 i
L f(@in1) +o+
Titk — T4 ($i+1 - $¢+2) cee (ﬂ%+1 - mm—k)
LTitko— e
n f(@iyr—1) N f(@ivk) B

(Titk-1 = Tig1) -+« (Tith—1 = Titk—2) (Tivh—1 — Titk)  (Tivk — Tig1) -« (Titk — Titk—1)
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-~ f(xi) _ f(@iv1) _
(@i = ig1) oo (T = Tigk-1)  (Tipr — ) (@ip1 — Tig2) -+« (Tig1 — Tigr—1)
_ f(@itr—1) }
C @ik = i) o (T — Tipk—2) |

V lomenych zévorkéach se vyskytuji rozdily typu®
f(;) f(z;) .
(@ = i) - (x5 — Tigw) (@5 —3) - (35 — Tigw—1)

Pro tyto dvojice plati

1 f(z5) B f(z5) } _
Tivk — % [ — @iv1) o (@ —@igr) (T — @) - (T — Tigr—1)
f(z;) 1 1 1 } _
(ZL’j 71’1'4_1)...(1']' 71’1'4_;@_1) $i+k — X; .’ﬂj 7.’£1‘+k .TJ xX;
_ flz5) b () — (35— @igk)
(Tj = 2it1) - (T — Tigk—1) Tigk — i (5 — Tigr) (75 — 3)
_ f(z5) Titk — T _ f(zj)
(xj — .731') e (l‘j - xi—&-k) Ti+k — T4 (l‘j — l‘l) PN (.I?j — xi-{-k)
O
Dusledek 7.5. (1) Pomérnd diference souctu/rozdilu je soucet/rozdil odpovidajicich pomérnych
diferenci.
(2) Pomérna diference funkce af, kde a je konstanta, je rovna a-ndsobku pomérné diference
funkce f.
(3) Pomeérna diference je symetrickd vicéi véem svym proménnym, tj. skuteéné nezélezi na pofadi
uzlu.
(4) Pomérnd diference k-tého tddu funkce f(z) = 2™ je homogenni forma (viz déle) stupné n — k

ve svych proménnych.

Drikaz. Dokazeme bod 4. Jesté predtim si ale vysvétlime, co je to forma.
Polynom je soucet séitanci tvaru azt'zh? ... zkr. Cislo ky + kg + . .. + k,, se nazjvé stupeii séitance.
Polynom, jehoz vSechny s¢itance maji stejny stupen, se nazyva forma.

Mame tedy dokazat, ze f(zs, ..., Tipx) = > o wg}, ... x5, kde suma je pies vSechny (k+1)-tice
(oo, a1, ..., ag), pro které plati ag + a1 + ...+ ar = n — k. Dukaz provedeme indukei podle k. Pro
k=1je

R
fog, miyq) = 24 "1 — af it el il

Tit1 — T
Predpokladejme nyni, ze tvrzeni plati pro k. Dokazeme, ze plati i pro k + 1:

f@ir, o ik, i) — f(@0 T, o, Tigw)
f(‘ria ‘ri+la ceey ‘TiJrkv fl}i+k+1) - -
Titk+1 — T4
 f@ikg1s, Ty, o Tigw) — f(T, Tiga, oo, Tigk)
Titk+1 — Ty
x0 L —xdo
_ a1 ag i+k+1 i aq ag ag—1 ag—2 . ap—1
—E Ty —E ity (e AT ),
Litk+1 Z;
Sumy jsou opét pies vSechna «;, j € ko, takova, ze g + o1 + ... +ar =n — k. O

Pozndamka. 7 bodu 4 v predchozim tvrzeni vyplyva, Ze n-t4 pomérna diference funkce = +— x” je
konstanta a vys$i pomérné diference této funkce jsou rovny nule. Totéz zifejmé plati pro polynom
stupné n.

4D4le pro  struénost nebudeme  zduraznovat, Ze nulové ¢leny ve  jmenovatelich  jsou @ vy-
nechdny, takze mnapf. misto (z; — z3)...(z; — z;—1)(x; — xjy1)...(x; — xj4k) budeme psit jen

(xj —xi) . (Tj — Titr)
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Nyni mtZzeme piikroé¢it ke konstrukeci Lagrangeova interpolaéniho polynomu. Necht je déna funkce
fauzly xg, x1, ..., Tn. Pro n > 1 muzeme psat
L,=Lo+ (L1 —Lo)+ (Ly — L1) + ...+ (Lp — Ln—1).
Protoze Ly — Li_1 je polynom stupné nejvyse k-tého a uzly xg, x1, rr_1 museji byt jeho kofeny,
znamena to, ze
Lip(z) — Lg—1(x) = Az — zo)(x — 1) ... (x — z—1),
kde A je konstanta. Uvazime-li, ze Ly(zx) = f(xr), plyne z piedchoziho vztahu
flzr) = Lg—1(ag) = Alxg — x0) (2 — 1) -« (T — Zg—1), (56)

takze pro konstantu A s pouzitim dukazu tvrzeni 7.1 dostdvdme

k—1 (zp—x0)...(xp—xj—1)(Tr—2j41)... (T —T—1)
Ao f(zr) YR e o ey T
(xk — o) ... (v — Tp—1) (v — x0) .- (T — Th—1)
k—1
- I () -y f(z;) _
(xk — o) ... (xk — T—1) = (xj —xo)...(xj —zj_1)(xj —xjq1) ... (x; — 2p—1) (2K — ;)

f(z))

(zj —w0) ... (zj — 1) (% — Tj41) ... (35 — Tk

Il

I
=3

= f(=zo, 1, ..., Tk).
: )
Protoze ziejmé Lo(z) = f(x0), plyne z predchozich vztahu ihned

Ln(z) = f(x0) + (z — x0) f (w0, x1) + (& — zo)(x — 1) f (@0, 21, T2) + ...+ (57)
+x—x0)(x—21) ... (x — 1) f(T0, T, -+, Ty).
Pozndmka. V praxi vychdzime z diferen¢niho schématu. Staci z néj ovSem spocitat jen f(xzo), f(xo, 1), ..., f(zo, ...

Na zdvér se vratme k vété 7.2. Bud (Vj € fg)(x # ;). Potom podle tvrzenf 7.4 plati

f(=)

x—xg)...(x—xp)

f(z))

= (@ —a)(zy —xo) . (25 — 2j-1)(5 — i) - (5 — @)

odkud s pouzitim dukazu tvrzeni 7.1 plyne
f(:L’) = (x_xO)"'(w_xn) f(xa Lo, -y xn)_
(x —xg)...(x —xyp)

j x)(xj — .’170) e ({L‘j — ,’Ejfl)(!Bj — ,Tj+1) N (Z‘J — J}n)

_|_

f(z, o, ...,xn):(

_|_

)

:wn(ili)f(x,xo,.-.,:17")+Zf(:17j) (x—xz0)...(x—zj_1)(@—xjq1) ... (¢ —zp) _

(@; — o) .- (x; — wj—1)(xj — xj41) - (T — Tn)

=0

= wn(l')f(fﬂ, Zoy ---, xn) + z f(xj)q)J(I) = wn(z)f(x, Zoy ---, xn) + Ln(gj)
=0

Je tedy f(z) — Lp(z) = wp(z) f(z, o, ..., ). Porovndnim tohoto vyrazu s vyrazem ve zminované
vété 7.2 zjistime, ze plati
FeH(E)
T, T, +nny Tp) = s,
f(, 2o ) (n+1)!
odkud po pieindexovani © — x;, o = Tijy1, ..., Tn_1 — T+ dostaneme
ARG

f(SCZ‘, A .Ti+k) = ]{j' . (58)
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7.2. Newtonova interpolacni formule pro ekvidistantni intervaly.
Bud'te zg € R, h € RT. Potom Vi € Z definujeme

z; = xo +ih, fi = f(xi).
Definice 7.6. Kone¢nymi diferencemi 1. fddu nazyvame vyrazy
1 1 1 1
) f_% :f—l_f—Qa f_% :fo_f—17 f% :fl_f07 f% :f2_f15
Koneénymi diferencemi 2. fadu nazyvame vyrazy
2 1 1 2 1 1 2 1 1 2 1 1 g2 1 1
ct f—2 :f_§ _f_év .f—l :f_,l _f_§7 fO :fl _f_lv .fl :f3 _.flan :fﬁ _f§7
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
Kone¢énymi diferencemi k-tého fadu nazyvame vyrazy
k _ gk—1 _ pk—1
fi= it+d fz’—%'

Pozndmka. ZjednoduSené znaceni:

diference vpred v i-tém uzlu Afi = fir1—fi
diference vzad v (i + 1)-nim uzlu Vfiv1 = fiz1— fi,
symetrickd diference 0fivr = fipr— fi

Pozndamka. Diferenc¢ni schéma:

o
frs
f-2 12,
fié fiS
o 2, £
r /2, 2,
fo . 12 p I . 18
h 7o
fl 7
f2 ) 13

fs

Tvrzeni 7.7 (nerekurzivni vyjadieni fF). Plati

O CTICT

+(—1)k 1 (k ﬁ 1) fros + (=1 (Z) Fix.

(VB

Ndznak dukazu.

1 —_

iy = Ji = Ji

7= fa -ty == f) = (fi = fim) = fin = 2fi + fim,
1-3+% = fha— 1P = (fire = 2fiqs + fi) = (fix1 = 2fi + fis1) =

= fir2 = 3fix1 +3fi — fi-1-

Dasledek 7.8. (1) f=px= fF=pk+yk,
(2) (af)f = aff.
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Tvrzeni 7.9 (,,to neni piimo dusledek”).

k
ks
f(xi, Tig1, -, Tigp) = ﬁ
Dikaz. n
F@s, 2i01) = fi) = fle) _ fin—fi i+
Ti41 — X4 h h
1 1
F(s, Bi, Tign) = f@ivy, Tivn) = flmiyzipa) _ 1 (Forg Ting ) _ foa
iy L1y Li4-2 Tivo — T; oh h h on2

O

Dusledek 7.10. Pro polynom n-tého fadu je n-td konecna diference konstanta a konecné diference
vyssich radu jsou nulové.
7.2.1. Newtonova interpolacni formule pro ekvidistantni intervaly pro interpolaci vpied. Slouc¢ime
vzorce (57) a (59).
(1) Zavedeme substituci t = %0
T =x9+th e
T; = T +ih}x zi = h(t —i).
(2) Pomérné diference nahradime podle tvrzeni 7.9 koneénymi:

(t2—!1)f12+t(t—1§!(t72)f§+'.'+t(t—1)...(tfn+1) 3

n!
,,D& se to prepsat elegantné — ja to nevyzaduju”:
¢ ¢ t\
Ly (zo +th) = fo + (1> A fo + <2> Afo+...+ (n) A" fo.

7.2.2. Newtonova interpolacni formule pro ekvidistantni intervaly pro interpolaci vzad. Proménné ve
vzorci (57) preindexujeme takto: z; — x_; (i € 7).

t
Ly (wo +th) = fo+1f} +

T—TQ.
5 -

T =0 +th }x—xi:h(t—l—i).

(1) Zavedeme substituci ¢ =

Tr_; =T — ih
(2) Pomérné diference nahradime kone¢nymi:
t(t+1) tt+1)(t+2)
2! 3!

LMD =)

n! 2

Ln(fﬂO"‘th):fO"‘tfi%‘f' f31+

vevs

Lo(w0 + th) = fo+ G) Vo + (tgl) V2 fo ...t (”Z‘l) v .

2s+
2
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8. NUMERICKY VYPOCET DERIVACE

Jsou dany hodnoty funkce f ve vzdjemné ruznych uzlech zg, x1, ..., z,. Hleddme k-tou derivaci
funkce f, a to predevsim v bodech g, =1, ..., x,. Principidlné se tato uloha fesi strasné snadno: staci

k-krét zderivovat vztah f(x) = L,(x) + R,(z) a dostaneme
f¥ (@) = L (@) + R (x).

Ziejmé musi k < n, jinak je to nanic (zistane f*)(z) = R (z)). Nasim cflem je elegantné vyjadfit
lek) a RS{“’. K tomu je potieba zobecnit pomérné diference i pro opakujici se argumenty.

Definice 8.1. Nechf Vi € fig v okoli bodu z; existuje f*+). Potom definujeme

fl@oy, ooy Ty T1y ooy Ty vy Ty ovny Tpy) =
—_——
ko-krat k1-krat k., -krat
_ (1) (ko—1) (1) (k1—1) 1 kn—1
= lim f(zo, x5/, ..., 7y s T, Ty s ey T ,...,xn,x,(l),...,x;” ))

acgj —x;
za predpokladu, ze gcgjl) =+ xgh) pro ji # jo.
Pozndmka. S pouzitim (58) dostdvame

J}(l) — o
f(O ) f( ):f/<.’1/'0>7

f(zo, 7o) = lim  f(zo, 2{") = lim 1
2 —x0 x(l)—mo xZ ) — X
0 0 0
(ko—1) (ko—1)
: ) (ko—1) o & _f (20)
o, ..., Tg) = lim Ty Ty 'y cees T = lim = .
f(OTk,t_g) $§)j)_>zo f( 0 0 0 ) x(()j)—>xo (kO - 1)' (k() . 1)'
o-Kra

Déle budeme piedpoklddat ekvidistantni rozmisténi uzlu a omezime se na

e 1. a 2. derivaci,

e derivace pouze v uzlech.

Vyjdéme ze vztahu

- (x—x0)...(x —zi—1)(x —zi31) ... (T — 2p) n

f(l.) - Z f(mZ) (xz- - 33‘0) PN (l‘i — xi_l)(xi - .I‘i+1) PN (l‘i — l‘n)

=0

+(x—z0)...(x —x,) f(m, To, --., Ty)

a zavedme do n¢j substituci t = £550:

T =x0+th e e
xix0+ih}x_$’_h(t i) = x; —x; = h(i —j).

Oznacime-li opét f; = f(x;), potom

. _ - fi Rt(t —1)...(t —n)
f(wo +th) ;h"i!(z‘—(i+1))...(i—n) P i
+R"M(E — 1) . (t—n)f(x, 20, ..., 1) =

= Z(_l)n_i '(nfz i)‘ t(t - l)tfz(t - n) + hn+1t(t - 1) T (t - n)f(aj’ Lo, -+ xn)?

2!

i=0
1 — - nei i d [tit—1)...(t—n)] dt
f(a:mkth)—%(—l) T d — &y
+h" (2, zo, ..., mn)%[t(t—l)...(t—n)]%+

d
+R (1) . (E— n)ﬁf(x, XOy - vy Tp)-
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Protoze

. @z, oy xn) = fx, o, ..., X))
@f($7 Zo, axn):xlllglx 2 — =

= lim f(z, 2', o, ..., zn) = f(2, x, 2o, -, Tp)
T —x

a g; = %, mé f’ po dosazen{ podle (58) tvar

Ploo )= 3 Syt & [0 o]
i=0 . .

AR (3Y)
(n+1)!

Fr2(e)

h" - .
i (n+2)!

d n
=1 ¢=n)- + ATt —1) . (t—mn)-

Pro druhou derivaci dostadvame

+

" R wei i A THt-1)...(t—n)
f ($°+th)_ﬁi:0(_1) i!(nz‘)!dt?[ P }
L (@ 3, - )th[ He—1)... (t—n)+

+2hn§t[ tt—1)...(t —n)f(z, z, z0, ..., 7)) + BTt - 1)...(tfn)%f(m, T, Lo, ...y Tn).

Pro derivaci f(z, z, zo, ..., 2) podle definice plati

. f@, 2z, o, x,) — fl, w3, ., T
af(ac,m,mo,...7xn):xlllinx (@, 7', @, .., ;’)—x(, L ”)

V citateli pricteme a odecteme vyraz f(z, ', xg, ..., x,) a limitu roztrhneme na dvé:

o f@ xe, o g, ) = flo, 2 2o, o,
af(x,x,xo,...,x):xlllglx (@, 0, -, Tm, ;,;7 2 T0; o0y Tn)

_|_

+ lim flz, zo, oo, @, &) — flz, x, To,y ..., XTn) _

' —x ' —x

hm fle, &', wo, ooy zn, @) 4+ lim f(z, 2, 20, ..., Tny 2') = 2f (2, 2, T, 20,y . T0).

Nyni uz muzeme psdt vzorec pro chybu f”:

d’ FOD (&)
dQ[t(t—l)...(t—n)]w

fr2 (&)
(n+2)!

R”(Q?o +th> _ hn 1 +
F) (&)

+2h" T (t —1) ... (t —n) T

d
F2h" St = 1) (t = )]

Pozndmka. Bez dikazu uvedme, Ze plati
dm

51

—f(z, xo, -, zp) =mlf(x, ..., 2, T, ..., Tp)- (60)
—_———

dxm™
(m+1)-krat

Dosadime-li n = 1 do vzorecku pro f’, dostaneme
/ 1 2 ()
f(fﬂo—i—th):E(fl—fo)—i-h(?t—l) +h7t(t = 1) TR

Znacme déle (Vi € ng)(f! = f'(x;)). Po dosazeni t = 0, resp. t = 1 do pfedchoziho vztahu méme

— h
e L N L

Stejny postup nyni uplatnime pro n = 2 a dostaneme
1
f'(wo +th) = ﬁ[fo(% —=3)—2A(2t = 2) + f2(2t = D]+

f”’(&) [ (&)
FT

f”(f )

+h%(3t* — 6t + 2) + 3t —1)(t — 2)

o= ;<%+% f+ ),

Fape). (61)
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h2
fi= 5 (= o)+ e, (62)

[ 1 4 3 h2 "
fz—ﬁ(fo— fi+ f2)+§f (&)

Pozndmka. Porovnanim vzorcu (61) a (62) zjistime, ze v ptipadé n = 2 je chyba o fad mensi.

Nyni do vzorce pro f” dosadime n = 2 a vyjaditme f”'(zo), f"(z1), f"(z2):

[ (2o +th) = %(fo —2f1+ f2) + h(6t — 6)%4'
Fon2(362 — 6t + 2) 1 (41552) Fond(e— 1)t —2)L (5)5553> ;

2
F(e0) = 25 (o = 21 + fo) — hF"(@) + - 1(E),
2
F(e1) = (o — 21+ ) — o5 FO(E),

2
£ = (o — 201 + o) + by (6) + 1),



NUMERICKA MATEMATIKA 53

9. NUMERICKY VYPOCET INTEGRALU

d
/ f(z) dz (63)

na zdkladé znalosti f(x1, ..., ,), kde uzly x4, ..., z, jsou z intervalu (c, d).

Chceme vypocitat

9.1. Newtonovy-Cotesovy formule pro ekvidistantni rozmisténi uzla. Podle rozmisténi uzlu
v intervalu (c, d) rozlisujeme

(1) formule uzavieného typu:

a ¢ ... d
o L1 ... Tp
d—c
c=a+h,d=a+nh, h= ,
n—1
(2) formule otevieného typu:
a=c a+h ... a+nh d
) 1 Tn Tn+41
d—
c=a,d=a+ (n+1)h, h= <.
n+1
Odvozovat budeme oba typy najednou pomoci parametru k:
d—c
= 1—Fk)h,d= k)h, h = ——.
c=at (=R d=at @+ kb b=

Formule uzavieného, resp. otevieného typu ziejmé ziskdme volbou k = 0, resp. £ = 1. Definujme
funkei F(y) = f(a+ hy). Potom F(i) = f(z;). Zavedeme-li do integrélu (63) substituci x = a + hy, je

d n—+k
C/f(at) dz = hl_/k Fly) dy.

Funkci F' nahradime Lagrangeovym interpola¢nim polynomem piislusnym k této funkci a uzlum
1, ..., n. Potom

d ' |
[ 1w da = /ZF Doy (== (1) ly=n)

(i—1).. G- (-1))i-(G+1)...(i—n)

g = 1
n+k
+h /(y—l)(y—n) Fy,1, ...,n)dy =
1—k
ozn. oy,
Ty F(i) (=1 (y—n)

i y—1)...(y—n
/;(1_1)!@_@')! (—1)in Y y+he
1-k =

n n—i [tk (y=1)...(y—n)
(—)nt i e talmn) gy
- d_ 7 — vy h n )
( C);f(x) 1421 (it~ &
A ) ozn. R, 1 (f)
ozn. I "
kde I jsou tzv. Newtonova-Cotesova ¢isla. Ziskali jsme tedy obecny vzorec

d

/f( dz = (d— )Y I") f(2:) + Ru, (). (64)
=1

c
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Tvrzeni 9.1. Newtonova-Cotesova cisla I 2(712) jsou symetricka v i, tj.

(Vi e ﬁ)(]l(nlz = Ir(ﬁr)l—i, %), & pro jejich soucet platf

n
(n) _
DL =1
i=1
Dtkaz. Prvni ¢ast tvrzeni: Plati
n+k

) B (—1)i! (y=1)...(y=n)
In+1—ivk_(n—1+2k)(n—i)!(i—1)!/ y—nmn+i—1 dy

1—k
Do integralu vpravo zavedeme substituci z=n+1—y, tj. y=n+1— z:
1—k

m (-t (n—z)...(1—2) B
n+k
(—1) ey on
_(n—1+2k)(z'—1)!(n—i)!1_/k z—1 dz=1; -

Druhd ¢ést tvrzeni: Polozime-li f(x) = 1, potom zfejmé R, (f) = 0 a podle (64) plati d — ¢ =
(@-0Ti, 1. -

Nyni do vzorce (64) dosadime k = 0 a n = 2. Podle pfedchoziho tvrzeni musi byt I ﬁg = Ié?g, takze

/d fla) dom (= 0) (3100 + 5f(e)).

Pro n = 3 si uz musime alespon [ {33 spocitat podle definice:
3
1 -1y —2)(y—3) 12 1
16 _ / dy=1.2_1
L0 = 50121 y—1 Y1376

1

d F(@) do e (d— o) (2 f(@1) + = f(wa) + = f(z3) )
c/ 6 6 6

Podobnym zptusobem se dozvime, Ze pro n = 4 plati

d
[ 1@ de = 0) (g + S + § 1) + G700

Analogicky dokdzeme, ze v piipadé formuli otevieného typu (tj. pro k = 1) plati

d
ne1 = /f(x)d:c%(d—c)f(:z:l),
Cd 1 1
n=2 = [1wdrxa-o (50 5re).

d
=3 = [ 1@ arx @-o (31 - 3r) + i)

9.2. Urceni chyby v Newtonovych-Cotesovych formulich.
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9.2.1. Lichy pocet uzli. Soustfedme se nejprve na piipad lichého poctu uzli, tj. necht (Im € N)(n =
2m — 1). Potom pro chybu plat{

2m—1+k
02m—1 = / (y—1)...(y—2m+1)F(y, 1, ..., 2m —1) dy.
1-k ozn. P (y)
Definujme funkci
o) = [ v (65)
1=k
Tvrzeni 9.2 (pomocné). Oznaéme
i+l
proi=0,1, ..., m— 1. Potom plati |Ip| > |I1| > ... > [I;n—1].

Diikaz. Proi <m—2je Iy, = f.i+2

iv1 W—1)...(y—2m+1) dy. Do tohoto integrdlu zavedeme substituci
z=y—Ltjy=2z+1

i+1 i+1

]ﬂp:/z@fly”&—%n+$d%:/z

7 %

¥(2)

e dz.
z—2m+1

Protoze funkce z — 52— je v intervalu (i, i + 1) zfejmé spojitd a funkce ¢ nemeéni v intervalu
(¢, i+ 1) znameni (je to polynom a body i, i + 1 jsou jeho jediné kofeny v (i, i + 1)), existuje podle
1. véty o stfedni hodnoté takové & € (i, i + 1), ze

e T ¢
I- = d == I’.
T e om 1 /“’(2) TE omay1
i

Ziejmé plati 572§n+1‘ = szk& a tato funkce proménné £ je v celém intervalu (0, m — 1) ostfe
rostouci. Proto Vi € {0, ..., m — 2} plati
il = o g Il < "l < IE.
O
Tvrzeni 9.3 (pomocné). Plat{ ¥(y) = —¢(2m — y).
Dikaz. Je p(2m —y)=2m—-1—-y)...(1—y)=—(y—1)...(y —2m +1). O

Tvrzeni 9.4. (1) Funkce ¢ je polynom,
(2) p(1—Fk) =0,
(3) p(2m—1+k) =0,
(4) WVee(l—k 2m—1+k))(p(x) #0).
Diikaz. (1) Ziejmé.
(2) Ziejmé.
(3) Podle (65) je
2m—1+k
pe2m—14+k)= / (y=1)...(y —2m +1) dy.
1—k
Zavedeme substituci z = 2m — y, tj. y = 2m — z:
1—k
p(2m—14+k) = / Cm—-1-2)...(1—2)(—dz) =

2m—1+k
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2m—1+k
=— / (z=1)...(z=2m+1)dz = —p(2m — 1 + k).
1%k

Protoze o(2m — 1+ k) = —¢p(2m — 1 + k), musi byt p(2m — 1+ k) = 0.

(4) Z dukazu tvrzeni 9.2 vyplyvd, ze funkce ¢ neméni v intervalu (i, ¢ + 1) znamen{ a ze sgn I; =
—sgn Iy g (i € {0, ....m — 2} Odtud je ziejmé, 7e
(Vz e (1 —k, m))(sgn ¢(x) =sgn Ip).

Dokézeme, ze pro « € (m, 2m — 1 + k) plati p(x) = ¢(2m — x): Do integralu
2m—x
p(2m —z) = / Y(y)dy
15k

zavedeme substituci z = 2m — y, takze s vyuzitim tvrzeni 9.3 a jiz dokdzaného bodu 3 dosta-
neme

o(2m —z) = - / $(2m - z) dz = / (z) dz =

2m—1+k 2m—1+k
1—k z
= / P(2) dz + / Y(z) dz = —p(2m — 1+ k) + ¢(x) = ¢(x).
2m—1+k 1—k
O
Nyni jiz muzeme uré¢it chybu go,,—1. K tomu vyuzijeme metody per partes:
2m—1+k
O2m—1 = / YY) F(y, 1, ...,2m—1) dy =
1—k
2m—1+k
2m—1+k d
=[p(x)F(z, 1, ..., 2m —1)]T", — / @(y)d—yF(y, 1, ..., 2m —1) dy.
1—k
Podle bodu 2 a 3 tvrzeni 9.4 je prvni s¢itanec nulovy, do druhého dosadime z (60), takze
2m—1+k 2m—1+k
V(W) F(y, 1, ...,2m—1)dy = — / oY) F(y,y, 1, ...,2m —1) dy.
1—k 1-k
Z tvrzeni 7.4 vyplyvd spojitost funkce y — F(y, y, 1, ..., 2m—1) a podle tvrzen{ 9.4 funkce ¢ neméni

na (k—1, 2m — 1+ k) znameni. Podle 1. véty o stfedni hodnoté proto existuje n € (1—k, 2m—1+k)
tak, ze

2m—1+k F(2m>(§) 2m—1+k
QQm—lZ*F(U, n, 1, ...,mel) / (p(y) dyzfW

1-k 1-k

o(y) dy.

9.2.2. Sudy poéet uzli. Nyni si rozeberme piipad sudého poétu uzll, tj. necht (Im € N)(n = 2m).
Potom

2m-+k
o= [ =1y 2P L 2m) dy =
1—k
2m—1+k 2m
= [ vw-mFE s [ D - 2P L 2m) d
1-k 2m—1+k
Oznaéme posledni dva integraly po fadé Si, So. Do prvniho integrdalu dosadime
F, ....2m)—-Fy, 1, ..., 2m—1
F(y7 17 R 2m) — ( ) ) m) (y’ ) ) m ),

2m —vy
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takze dostaneme

2m—1+k
S1=-F(1, ..., 2m) P(y) dy + Y Fy, 1, ..., 2m—1) dy =
1—k 1—k
2m—1+k
FEm (&)
=—-F(1, ...,2 2m —1+k me1=——v— | — d
(1, » 2m) p(2m + k) +02m-1 2m)! ¢(y) dy
=0 1-k
ozn. Ay
Na druhy integral pouzijeme oblibenou 1. vétu o stiedni hodnoté a mame
2m
Sy = y—1)...(y—2m)F(y, 1, ..., 2m) dy =
2m—1+k
2m-+k
FC™ (&)
=F(n1, ...,2 —1)...(y—2m) dy = ———=A,.
2m—1+k

ozn. As

Tvrzeni 9.5. Plati sgn A; = sgnA,.

Diikaz. Necht napf. k = 0 (pfipad k = 1 se dokéZe podobné). Potom

2m—1 y

Ay =— / o(y) dy, kde @(y):/(t—l)...(t—Qerl)dt.

Podle tvrzeni 9.4 neméni funkce ¢ na (1, 2m — 1) znameni, a proto staci zjistit sgn ¢ v libovolném
bodé tohoto intervalu, napt. v bodé y = 2:

2
<p(2)z/(t—l)(t—2)...(t—2m+1) dt > 0,
—— N Y
1 >0 <0 <0
takze A; je zdporné vzatym integralem kladné funkce, odkud A; < 0. Pro A; plati
2m
Ag = / (y—1)...(y—2m—1))(y—2m) dy < 0.
———
2m—1 >0 <0

O

Lemma 9.6. Jsou-li ¢ funkce spojitd v intervalu (z, x2) a A1, As konstanty bud obé kladné, nebo
obé zaporné, potom

(3€ € (z1, 2))(Ar1p(z1) + A2ip(22) = (A1 + A2)p(§)).
Dikaz.

O
Plati

FCm(&) FCm (&)
O2m = S1+ 5 = (QT)'lAl (QT)'QAQ

Piedpoklddejme, ze F(2™) je spojitd funkce. Potom podle predchozi lemmy existuje & € (£;, &) tak,
ze

2m—1+k 2m—+k

o(y) dy + / (y—1)...(y—2m) dy

1-k 2m+1—k
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9.2.3. Shrnuti.
Tvrzeni 9.7. Plati F(®) (y) = R0 ().

Dikaz. Na zacdtku kapitoly jsme zavedli funkci F(y) = f(a + hy) a provedli substituci © = a + hy.
Odtud plyne

dF(y)  df(x)da

dy dz dy’
tj. F'(y) = hf'(a + hy) a indukei pak 4 dy" E(y)=h" gm,{( )- O

Obecné vzorce pro numericky vypocet integralu tedy jsou:

d 2m—1 h2m+1 2m—1+k
[r@ de=ta-o) X 15 pw) g 10O [ et
c =1 1-k
pro lichd n, tj. n=2m —1, a
d 2m
/f( Ydz=(d—c) lezm)f (z;)—
h2m+1 (2 ) 2m—1+k 2m—+k
— m dy — —1)...(y—2m) d
G L O [ = [ == 2m) dy
1—k 2m—1+k

pro budé n, tj n= 2m

“evs

je mensi. Navic koeficient u h je v ptipadé sudého poctu uzlu vétsi, jak vime z predchom lemmy.

9.3. Formule pouzivané v praxi. K praktickému vypoctu f; f(x) dz se nepouzivaji Newtonovy-
Cotesovy formule, ale obdélnikova, lichobéznikova a Simpsonova formule.

9.3.1. Obdélnikovd formule. Interval (a, b) rozdélime na n dilku stejné délky a doprostied kazdého
dilku umistime uzel z; = a + (i — 3)h, kde h = b_T“, i € n. Potom plati

/f yar=3" [ i) a

zlA

Jednotlivé integrély vypocteme pomoci Newtonovych-Cotesovych formuli pro
k=n=m =1 (otevieny typ):

/ f(a) do = hf (@) - () / /y<t—1>dt By = hi(e) + o).

Odtud

// b— Z?: fll(gi)
/f dx—hfol 242 (&) hZf )+ k2. 24a. 1n :

Posledn{ zlomek je aritmetickym prumérem hodnot f”(;), oznacme jej proto f”(£):

b

/ dx—hZf

a

F(&).-
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9.3.2. Lichobéznikovd formule. Interval (a, b> rozdélime na n dilku stejné délky a do jejich hrani¢nich
bodu umistime uzly x; = x¢ + ih, kde h = b , 1 € ng. Potom plati

/bf(x) dx_i 7 f(z) dz

Jednotlivé integraly vypocteme pomoci Newtonovych-Cotesovych formuli pro
k=0,n=2 m=1 (uzavieny typ):

T 3
[ 1@ ar = Sl + ) - e,

b -
[ @) do =3 (7(e0) + 26() + 25 (w0) 4.+ 2 o) + S = 35 3 116) =

=1

= U1 Cro) + 20 (n) + 2 (ea) + o4 2f (o) + )] -2 O T TG,

Za predpokladu spojitosti f” je posledni zlomek opét aritmetickym prumeérem, takze muzeme psat

b=z ey,

/f dx_gf(xo)—l—Zf(J:l)—l-...+2f(l‘n—1)+f($n)]_ 2

Pozndmka. Chyba zde vysla vétsi nez u obdélnikové formule. Je to tim, ze zde jsme pouzili Newtonovy-
Cotesovy formule pro sudé n.

9.3.3. Simpsonova formule. Interval (a, b) rozdélime na 2n dilku stejné délky a uzly ©; = x¢ + ih, kde

h = W’ i € {0, ..., 2n} umistime do prostfedniho i obou hraniénich bodu kazdého dilku. Potom
plati
b n x2;
[r@a=3 [ 1@
a i:1$2172
Jednotlivé integraly vypocteme pomoci Newtonovych-Cotesovych formuli pro

k=0,n =3, m=2 (uzavieny typ):
/ fz [f(ﬂﬂzz 2) +4f (x2i-1) + f(@2:)] — *f @ (&),

b

[ #@) do = Z17(e0) + 45(@) + 26 (w2) + 4f(as) + .+

a

5
+2f(w2n—2) +4f(v2n—1) + f(x20)] — - Z FD&).

V poslednim vyrazu dosadime za h = Z’Q_—n“ a za predpokladu spojitosti f(*) muzeme psét

b
[ #@) do = S 17(e0) + 47 (@) + 25 (w2) + 4fas) + o+

. ARI(3]

+2f (wan-2) + 4f (220-1) + f(220)] = blso
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Pozndmka (zdvérecnd). Numerickd matematika II nen{ doslovnym pfepisem zdpisku z prednasky.
Duvodem byla snaha o piehlednéjsi a ucelenéjsi pojeti, které by navic zduraznilo sty¢né body s linedarni
algebrou a matematickou analyzou. Vysledkem by mélo byt snazsi pochopeni latky. Co je tedy jinak?

Néco je zde navic a néco jiného chybi. Pfidano bylo nékolik poznamek, které upozornuji na souvislosti
s jinymi predméty, zejména s matematickou analyzou 3. Tyto pozndmky slouzi pouze ke zduraznéni
souvislosti a ke snazsimu pochopeni. Jsou samoziejmé zcela mimo ramec toho, co je tieba se ucit ke
zkousce, a ten, koho by métly, nebo kdo jesté neabsolvoval MAA3, je muze klidné vynechat.

Co zde naopak nenajdete: Snahou bylo odstranit vSe, co se nevyzaduje u zkousky a pritom neni
podstatné pro pochopeni dalsi latky. Presto zde zustalo i nékolik takovychto véci, napt. popis metody
fizené relaxace.

Za zminku stoji jesté dvé upravy: VétSina novych pojmu je uvddéna az ve chvili, kdy jsou tyto
pojmy potieba. Pozornému ¢tendii skript jisté neuniklo, ze dil¢éi snahy v tomto sméru se objevuji i v
samotné prednasce. Tento projekt v nich tedy pouze jde o trochu dal.

Posledni a vlastné nejzasadnéjsi zménou oproti predndsce je forma, jakou je veden vyklad v jed-
notlivych kapitolach. Na pfednaSce je postup vétsinou takovy, ze se odvozuje ,,porad dal”, tj. bez
Velkd ¢ast odvozeni je tak ,skryta”do dikazu jistych tvrzeni. To by mélo mit za néasledek vétsi
prehlednost a srozumitelnost. Aby se tato tvrzeni odligila od vét, resp. lemm vyslovenych na prednéasce
piimo (a tedy i v téze podobé vyzadovanych u zkousky), jsou v textu oznacovana slovem tvrzeni. Po-
jmenovani véta, resp. lemma jsou vyhrazena tvrzenim takto oznatenym na pfednasce. Upozornéni:
Pridand tvrzeni velmi ¢asto nejsou exaktni, tj. zejména neobsahuji vSechny potfebné predpoklady, po-
kud jsou zfejmé z kontextu. Je tomu tak pfedevsim proto, aby nedoslo k ptili§ vyraznému odklonu od
prednasky. Strucéné feceno: cilem neni naprosta presnost ve vSech detailech za cenu vytvoteni nééeho,
co nemé s prednaskou mnoho spole¢ného, ale spis naopak — jednoduchost a zachovani puvodniho
pojeti i za cenu drobnych nepiesnosti.



	1. Finitní metody
	1.1. Přehled potřebných pojmů a vět
	1.2. Gaussova eliminační metoda
	1.3. Modifikace Gaussovy eliminační metody pro soustavy se speciálními vlastnostmi
	1.4. Inverze matice

	2. Iterační metody řešení soustav lineárních algebraických rovnic
	2.1. Úvod
	2.2. Stacionární metody

	3. Částečný problém vlastních čísel
	3.1. Mocninná metoda
	3.2. Redukční metoda

	4. Úplný problém vlastních čísel
	4.1. Trojúhelníková metoda a LR-algoritmus

	5. Iterační metody řešení rovnice tvaru f(x)=0
	5.1. Princip iteračních metod
	5.2. Metoda Regula falsi
	5.3. Newtonova metoda
	5.4. Čebyševova metoda

	6. Iterační metody pro řešení systémů nelineárních algebraických a transcendentních rovnic
	6.1. Princip iteračních metod
	6.2. Newtonova metoda

	7. Lagrangeova interpolace
	7.1. Newtonova interpolační formule pro neekvidistantní intervaly
	7.2. Newtonova interpolační formule pro ekvidistantní intervaly

	8. Numerický výpočet derivace
	9. Numerický výpočet integrálu
	9.1. Newtonovy-Cotesovy formule pro ekvidistantní rozmístění uzlů
	9.2. Určení chyby v Newtonových-Cotesových formulích
	9.3. Formule používané v praxi


