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1. Finitńı metody

1.1. Přehled potřebných pojmů a vět.

Definice 1.1. (1) Vektorem rozumı́me prvek prostoru Cn,1.
Značeńı složek: x

(k)
i je i-tá složka vektoru x⃗(k).

(2) Matićı typu (m, n) rozumı́me prvek prostoru Cm,n.
Značeńı prvk̊u: [A]ij je prvek v i-tém řádku a j-tém sloupci matice A.

Definice 1.2. Bud’ A ∈ Cm,n. Potom matici AH = ĀT nazveme matićı hermitovsky sdruženou k
matici A.

Definice 1.3. Bud’ A ∈ Cn,n.
(1) Matice A se nazývá normálńı, je-li AHA = AAH .
(2) Matice A se nazývá hermitovská, je-li AH = A.
(3) Matice A se nazývá unitárńı, je-li AHA = I.

Definice 1.4. (1) Hermitovská matice se nazývá symetrická, jsou-li všechny jej́ı prvky reálné.
(2) Unitárńı matice se nazývá ortogonálńı, jsou-li všechny jej́ı prvky reálné.

Poznámka. (1) Čtvercová matice A, která má všechny prvky reálné, je symetrická, právě když
AT = A.

(2) Čtvercová matice A, která má všechny prvky reálné, je ortogonálńı, právě když ATA = I.
(3) Pojmy symetrické a ortogonálńı matice maj́ı nepatrně jiný význam než loni: Tehdy byly tyto

pojmy zavedeny pouze pro matice nad R, nyńı se však pohybujeme nad C.

Definice 1.5. Bud’ L = (lij) čtvercová matice. Řekneme, že je dolńı (levá) trojúhelńıková, plat́ı-li

lij = 0 pro j > i. Bud’ R = (rij) čtvercová matice. Řekneme, že je horńı (pravá) trojúhelńıková,
plat́ı-li rij = 0 pro i > j.

Věta 1.6. Součin dolńıch (horńıch) trojúhelńıkových matic je opět dolńı (horńı) trojúhelńıková matice
a diagonálńımi prvky tohoto součinu jsou součiny odpov́ıdaj́ıćıch diagonálńıch prvk̊u faktor̊u.

D̊ukaz. Důkaz provedeme pro př́ıpad dolńıch trojúhelńıkových matic. Bud’te A = (aij), B = (bij)
dolńı trojúhelńıkové matice. Označme C = (cij) = AB. Potom plat́ı

cij = ai1b1j + ai2b2j + . . .+ ainbnj . (1)

Protože aii+1 = aii+2 = . . . = ain = 0 a b1j = b2j = . . . = bj−1j = 0, jsou v (1) nenulové nejvýše
sč́ıtance j-tý, (j + 1)-ńı, . . ., i-tý. Pro j > i je tedy cij = 0 a matice C je dolńı trojúhelńıková.
Druhá část tvrzeńı: Polož́ıme-li v (1) j = i, dostaneme cii = aiibii. □

Věta 1.7. Inverzńı matice k regulárńı dolńı (horńı) trojúhelńıkové matici je opět dolńı (horńı)
trojúhelńıková matice a jej́ımi diagonálńımi prvky jsou převrácené hodnoty p̊uvodńıch diagonálńıch
prvk̊u.

D̊ukaz. Důkaz opět provedeme pouze pro př́ıpad dolńı trojúhelńıkové matice. Bud’ A = (aij) regulárńı
dolńı trojúhelńıková matice. Označme B = (bij) = A−1. Vyjděme ze vztahu AB = I. Zvolme si j-tý
sloupec matice B a rozepǐsme tento vztah po řádćıch. Pro prvńı řádek dostaneme a11b1j = 0. Protože
regulárńı trojúhelńıková matice muśı mı́t všechny diagonálńı prvky nenulové, vyplývá odtud b1j = 0.
Daľśı řádek:

a21 b1j︸︷︷︸
=0

+ a22︸︷︷︸
̸=0

b2j = 0⇒ b2j = 0

a tak to jde až do (j − 1)-ńıho řádku. Pro j-tý řádek dostaneme

aj1b1j + aj2b2j + . . .+ ajj−1bj−1j︸ ︷︷ ︸
=0

+ajjbjj = 1⇒ bjj =
1

ajj
.

□
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Definice 1.8. Bud’ A = (aij) čtvercová matice. Řekneme, že je silně regulárńı, jsou-li všechny jej́ı
vedoućı hlavńı minory nenulové, tj. plat́ı-li

a11 ̸= 0,

∣∣∣∣a11 a12
a21 a22

∣∣∣∣ ̸= 0, . . . , detA ̸= 0.

Věta 1.9 (trojúhelńıkový rozklad). Každou silně regulárńı matici A lze jediným zp̊usobem vyjádřit
ve tvaru A = LDR, kde L je dolńı trojúhelńıková matice s jedničkami na diagonále, D diagonálńı
matice a R horńı trojúhelńıková matice s jedničkami na diagonále.

D̊ukaz. Jednoznačnost: Necht’ má silně regulárńı matice A dva r̊uzné trojúhelńıkové rozklady A =

LDR = L′D′R′. Z posledńı rovnosti plyne LD = L′D′R′R−1 a dále L′−1
LD = D′R′R−1. Na levé

straně této rovnice je podle vět 1.6 a 1.7 dolńı a na pravé straně horńı trojúhelńıková matice, muśı se

tedy jednat o diagonálńı matici. Podle předpokladu maj́ı matice L′−1
L a R′R−1 jedničky na diagonále,

takže matice L′−1
LD muśı mı́t podle věty 1.6 tytéž diagonálńı prvky jako maticeD. Je tedy L′−1

LD =

D, to ale znamená, že L′−1
L = I ⇒ L = L′. Podobně zjist́ıme, že R = R′ a odtud ihned plyne i

D = D′.
Existence: Matematickou indukćı podle řádu n matice A. Pro n = 1 je rozklad triviálńı: A = (a11) =

(1)(a11)(1). Necht’ tvrzeńı plat́ı pro matici typu (n − 1, n − 1). Dokážeme, že plat́ı i pro matici typu
(n, n). Bud’

A =

(
Â v⃗
u⃗T α

)
(2)

silně regulárńı matice. Podle definice muśı být i matice Â silně regulárńı, a tak podle indukčńıho
předpokladu existuje pro ni rozklad Â = L̂D̂R̂. Hledejme rozklad matice A ve tvaru

A =

(
L̂ o⃗

l⃗T 1

)(
D̂ o⃗
o⃗T δ

)(
R̂ r⃗
o⃗T 1

)
=

(
L̂ o⃗

l⃗T 1

)(
D̂R̂ D̂r⃗
o⃗T δ

)
=

(
L̂D̂R̂ L̂D̂r⃗

l⃗T D̂R̂ l⃗T D̂r⃗ + δ

)
.

Posledńı matici porovnáme s matićı na pravé straně (2) a dostaneme r⃗ = D̂−1L̂−1v⃗, l⃗T = u⃗T R̂−1D̂−1, δ =

α− l⃗T D̂r⃗. Našli jsme tedy požadovaný rozklad matice A. □

Věta 1.10 (poč́ıtáńı s blokovými maticemi). Operace s blokovými maticemi lze provádět stejně jako
s prvkovými maticemi, je-li rozděleńı na bloky provedeno tak, aby d́ılč́ı operace měly smysl. Speciálně,
při násobeńı blokových matic A, B muśı být v i-tém blokovém řádku matice B tolik prvkových řádk̊u,
kolik je prvkových sloupc̊u v i-tém blokovém sloupci matice A.

Definice 1.11. Čtvercové matice A, B nazýváme podobné, jestliže existuje regulárńı matice T taková,
že plat́ı A = T−1BT .

Poznámka. Význam předchoźı definice je následuj́ıćı: Bud’te X báze lineárńıho prostoru P , L lineárńı
operátor na P a označme B = XL matici operátoru L v bázi X . Potom matice A je podobná matici
B, jestliže existuje taková báze Y prostoru P , že A = YL. Matice T z předchoźı definice je tedy matićı
přechodu
T = XPY .

Tvrzeńı 1.12. Podobné matice maj́ı stejné charakteristické polynomy, a tud́ıž i stejná vlastńı č́ısla,
a k pevně zvolenému vlastńımu č́ıslu λ př́ısluš́ı stejný počet lineárně nezávislých vlastńıch vektor̊u u
obou matic.

D̊ukaz. Prvńı část tvrzeńı: Bud’te A, B dvě podobné matice, tj. necht’ existuje taková regulárńı matice
T , že A = T−1BT . Potom

|A− λI| =
∣∣T−1BT − λT−1T

∣∣ = ∣∣T−1(B − λI)T
∣∣ = |T |−1 |B − λI| |T | = |B − λI| .

Druhá část tvrzeńı: Bud’te λ vlastńı č́ıslo matice A, x⃗ k němu př́ıslušej́ıćı vlastńı vektor. Potom
plat́ı Ax⃗ = λx⃗ ⇔ T−1BTx⃗ = λx⃗ ⇔ BTx⃗ = λT x⃗. Druhá část tvrzeńı nyńı vyplývá z toho, že je-li T
regulárńı matice, potom je soubor vektor̊u x⃗(1), . . . , x⃗(n) lineárně nezávislý právě tehdy, je-li lineárně
nezávislý soubor T x⃗(1), . . . , T x⃗(n). □
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Poznámka. (1) Předchoźı tvrzeńı neznamená nic jiného, než že vlastńı č́ısla lineárńıho operátoru
jsou dána jednoznačně, a to i co do násobnost́ı. Připomeňme, že násobnost vlastńıho č́ısla λ
jakožto kořene charakteristického polynomu se nazývá algebraická násobnost a počet lineárně
nezávislých vlastńıch vektor̊u př́ıslušej́ıćıch k vlastńımu č́ıslu λ se nazývá geometrická násobnost.

(2) Připomeňme si větu 92 z lineárńı algebry: Lineárńı operátor na prostoru konečné dimenze nad
tělesem T je diagonalizovatelný právě tehdy, jsou-li všechny kořeny charakteristického poly-
nomu prvky tělesa T a je-li geometrická násobnost každého vlastńıho č́ısla tohoto operátoru
rovna jeho algebraické násobnosti. Protože se pohybujeme nad tělesem C, je prvńı podmı́nka
automaticky splněna.1 V duchu definice 1.11 můžeme tedy větu přeformulovat takto: Matice
je podobná nějaké diagonálńı matici, právě když jsou si algebraická a geometrická násobnost
každého jej́ıho vlastńıho č́ısla rovny. Zobecněńım tohoto tvrzeńı je následuj́ıćı věta:

Věta 1.13 (Jordan). Bud’te λ1, . . . , λp všechna navzájem r̊uzná vlastńı č́ısla matice A ∈ Tn,n. Potom
je matice A podobná blokově diagonálńı matici

J
(1)
1

. . .

J
(1)
s1

. . .

J
(p)
1

. . .

J
(p)
sp


typu (n, n), kde diagonálńı bloky J

(k)
i , k ∈ p̂, i ∈ ŝk jsou tvaru

J
(k)
i =


λk

1
. . .

. . .
. . .

1 λk


nebo speciálně J

(k)
i = (λk). Přitom až na pořad́ı diagonálńıch blok̊u je tato matice dána jednoznačně.

Poznámka. Č́ıslo sk v předchoźı větě je geometrickou násobnost́ı vlastńıho č́ısla λk, zat́ımco součet

počtu řádk̊u, resp. sloupc̊u všech blok̊u J
(k)
i , i ∈ ŝk je jeho násobnost́ı algebraickou. Zároveň sa-

mozřejmě plat́ı
∑p
k=1 sk = n.

Definice 1.14. Elementárńı úpravou provedenou v dané matici nazveme

• vynásobeńı všech prvk̊u zvoleného řádku, resp. sloupce matice č́ıslem α,
• připočteńı α-násobk̊u prvk̊u zvoleného j-tého řádku, resp. sloupce k prvk̊um zvoleného i-tého
řádku, resp. sloupce.

Věta 1.15 (pravidlo o elementárńıch úpravách). Provedeme-li na řádky, resp. sloupce matice A
konečnou posloupnost elementárńıch úprav, je výsledek ekvivalentńı násobeńı matice A zleva, resp.
zprava matićı, která vznikne z jednotkové matice I odpov́ıdaj́ıćıho rozměru stejnou posloupnost́ı ele-
mentárńıch úprav.

1.2. Gaussova eliminačńı metoda. Gaussova eliminačńı metoda je principiálně nejjednodušš́ı a
také nejpouž́ıvaněǰśı metodou pro řešeńı soustav lineárńıch algebraických rovnic. Vyskytuje se celá
řada modifikaćı této metody. Společným základńım principem všech je převedeńı problému na řešeńı
soustavy s trojúhelńıkovou matićı.

1Zároveň to ovšem znamená, že matice, která má všechny prvky reálné, může mı́t imaginárńı vlastńı č́ısla.
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1.2.1. Schéma jediného děleńı. Řešme soustavu

a11x1 + a12x2 + . . .+ a1nxn = g1
a21x1 + a22x2 + . . .+ a2nxn = g2

. . .
an1x1 + an2x2 + . . .+ annxn = gn

(3)

s regulárńı matićı A = (aij). Převedeńı na soustavu s trojúhelńıkovou matićı se provád́ı v n kroćıch.
V prvńım kroku nejdř́ıve vyděĺıme prvńı rovnici prvkem a11 (předpokládáme proto a11 ̸= 0). Źıskáme
rovnici tvaru

x1 + b12x2 + . . .+ b1nxn = c1, (4)

kde b1j =
a1j
a11

pro j = 2, . . . , n a c1 = g1
a11

. Dále od i-té rovnice (i = 2, . . . , n) odečteme ai1-násobek

rovnice (4), takže źıskáme soustavu n− 1 rovnic o n− 1 neznámých

a
(1)
22 x2 + . . .+ a

(1)
2n xn = g

(1)
2

. . .

a
(1)
n2 x2 + . . .+ a

(1)
nnxn = g

(1)
n ,

kde a
(1)
ij = aij − ai1b1j a g

(1)
i = gi − ai1c1 pro i, j = 2, . . . , n. Na tuto soustavu použijeme stejný

postup ve druhém kroku (předpokládáme tedy a
(1)
22 ̸= 0). Analogicky postupujeme dále. Po n kroćıch

dojdeme k soustavě tvaru
x1 + b12x2 + . . .+ b1nxn = c1

x2 + . . .+ b2nxn = c2
. . .
xn = cn.

(5)

V k-tém kroku se pro i, j = k + 1, . . . , n; k = 2, . . . , n poč́ıtá

bkj =
a
(k−1)
kj

a
(k−1)
kk

, ck =
g
(k−1)
k

a
(k−1)
kk

, a
(k)
ij = a

(k−1)
ij − a(k−1)

ik bkj , g
(k)
i = g

(k−1)
i − a(k−1)

ik ck.

Podmı́nkou proveditelnosti tohoto procesu — nazýváme ho př́ımý chod — je, aby ∀k ∈ n̂ platilo

a
(k−1)
kk ̸= 0. Řešeńı soustavy je snadné:

xn = cn, xk = ck − (bkk+1xk+1 + . . .+ bknxn),

kde k = n− 1, n− 2, . . . , 1. Výpočet řešeńı podle těchto vzorc̊u se nazývá zpětný chod.

Složitost. Př́ımý chod: v každém kroku se provád́ı n2 operaćı, nebot’ se zpracovává matice typu (n, n).
Složitost je tedy O(n3).
Zpětný chod: v každém kroku se provád́ı ,,skalárńıch součin”, tj. n násobeńı a sč́ıtáńı. Složitost je

tedy O(n2).

Tvrzeńı 1.16. Př́ımý chod Gaussovy eliminačńı metody je proveditelný (tj.

a
(k−1)
kk ̸= 0 pro všechna k ∈ n̂) jen tehdy, je-li matice soustavy (3) silně regulárńı.

D̊ukaz. Označme P = (A, G) rozš́ı̌renou matici soustavy (3). V prvńım kroku př́ımého chodu se tato
matice převede do tvaru

P (1) =


1 b12 . . . b1n c1

0 a
(1)
22 . . . a

(1)
2n g

(1)
2

...
...

...
...

0 a
(1)
n2 . . . a

(1)
nn g

(1)
n

 .

Podle pravidla o elementárńıch úpravách tedy plat́ı P (1) = L(1)P , kde

L(1) =


1
a11
−a21a11

1
...

. . .

−an1

a11
. . . . . . 1

 .
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Obecně v k-tém kroku matici

P (k−1) =



1 b12 . . . . . . b1k . . . b1n c1
1 . . . . . . b2k . . . b2n c2

. . .
...

...
...

1 bk−1k . . . bk−1n ck−1

a
(k−1)
kk . . . a

(k−1)
kn g

(k−1)
k

...
...

...

a
(k−1)
nk . . . a

(k−1)
nn g

(k−1)
n


převád́ıme do tvaru

P (k) =



1 b12 . . . b1k b1k+1 . . . b1n c1
1 . . . b2k b2k+1 . . . b2n c2

. . .
...

...
...

1 bkk+1 . . . bkn ck

a
(k)
k+1k+1 . . . a

(k)
k+1n g

(k)
k+1

...
...

...

a
(k)
nk+1 . . . a

(k)
nn g

(k)
n


a tato úprava je ekvivalentńı vynásobeńı matice P (k−1) zleva matićı

L(k) =



1
. . .

1
1

a
(k−1)
kk

−a
(k−1)
k+1k

a
(k−1)
kk

1

...
. . .

−a
(k−1)
nk

a
(k−1)
kk

1


.

Nakonec takto źıskáme rozš́ı̌renou matici P (n) = (B, C) soustavy (5). Přitom zřejmě plat́ı

P (n) = L(n) . . . L(1)︸ ︷︷ ︸
ozn. L

P,

tj. (B, C) = L(A, G) = (LA, LG). Odtud B = LA neboli
1 b12 . . . b1k

1 . . . b2k
. . .

...
1

 =


1
a11
l21

1

a
(1)
22

...
...

. . .

lk1 lk2 . . . 1

a
(k−1)
kk



a11 a12 . . . a1k
a21 a22 . . . a2k
...

...
...

ak1 ak2 . . . akk

 .

Přejdeme-li v této rovnici k determinant̊um, dostaneme

1 =
1

a11a
(1)
22 . . . a

(k−1)
kk

∣∣∣∣∣∣∣
a11 . . . a1k
...

...
ak1 . . . akk

∣∣∣∣∣∣∣ ,
tj. ∣∣∣∣∣∣∣

a11 . . . a1k
...

...
ak1 . . . akk

∣∣∣∣∣∣∣ = a11a
(1)
22 . . . a

(k−1)
kk .

Matice soustavy tedy muśı být silně regulárńı. □
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1.2.2. Schéma jediného děleńı s hlavńımi prvky. Podmı́nkou řešitelnosti soustavy (3) je (∀k ∈ n̂)(a(k−1)
kk ̸=

0). Př́ıpad, že některý z těchto prvk̊u je přesně roven nule, je sṕı̌se výjimečný a neńı pro programátora
nebezpečný, protože se projev́ı přetečeńım a výpočet se zastav́ı. Mnohem zákeřněǰśı je př́ıpad, kdy
některý z těchto prvk̊u je v absolutńı hodnotě malý vzhledem k ostatńım koeficient̊um, s nimiž se v
př́ıslušné fázi výpočtu pracuje. V tomto př́ıpadě se totiž koeficienty soustavy pro daľśı krok źıskávaj́ı
odeč́ıtáńım velkých č́ısel, jejichž prvńı cifry se shoduj́ı. Protože poč́ıtač poč́ıtá jen na pevný počet ci-
fer, znamená to, že výsledek odeč́ıtáńı má menš́ı počet platných cifer. Následuj́ıćı př́ıklad ukazuje, jak
může odečteńım dvou velkých č́ısel s osmi platnými č́ıslicemi vzniknout č́ıslo s pěti platnými č́ıslicemi:

XXXXX.XXX
−XXXXX.XXX

XX.XXXXXX

Pokud je mezi prvky a
(k−1)
kk malých prvk̊u v́ıce, mohlo by se dokonce stát, že výsledek výpočtu nemá

s řešeńım soustavy nic společného. Tento nedostatek odstraňuje schéma jediného děleńı s hlavńımi
prvky. Spoč́ıvá v tom, že se před zahájeńım prvńıho kroku celá matice soustavy prohledá a najde se
jej́ı v absolutńı hodnotě největš́ı prvek aij . Ten se prohláśı za hlavńı prvek v prvńım kroku, tj. i-tá
rovnice se j́ım vyděĺı a od zbývaj́ıćıch rovnic se odečte takový násobek vzniklé rovnice, aby koeficienty
u j-té neznámé byly nulové. V daľśım kroku se postupuje stejně pro soustavu zmenšenou o i-tou
rovnici.
Algoritmus vyžaduje, aby v poč́ıtači byly vyhrazeny dva organizačńı celoč́ıselné vektory o n složkách,

do nichž se zaznamenává, v jakém pořad́ı byly hlavńı prvky vyb́ırány. Zpětný chod se pak provád́ı v
inverzńım pořad́ı.

Složitost. Prohledáváme n-krát matici typu (n, n) ⇒ O(n3).

Daleko rychleǰśı — a praxe ukazuje, že téměř stejně účinné — je schéma jediného děleńı s hlavńımi
prvky v řádku/sloupci, kdy napřed najdeme v absolutńı hodnotě největš́ı prvek v 1. řádku (sloupci),
prohláśıme ho za hlavńı v 1. kroku atd. Mı́sto dvou organizačńıch vektor̊u zřejmě postač́ı jeden.

Složitost. Prohledáváme n-krát pole o n prvćıch ⇒ O(n2).

1.2.3. Kompaktńı schéma. Schéma jediného děleńı a jeho modifikace umožňuj́ı řešit soustavu s v́ıce
pravými stranami jen tehdy, jsou-li všechny pravé strany známy již v okamžiku, kdy se provád́ı př́ımý
chod. To ale neńı vždy možné, např. proto, že daľśı pravá strana záviśı na řešeńı soustavy s předchoźı
pravou stranou. Označme P = (A,G) rozš́ı̌renou matici soustavy (3). Z d̊ukazu tvrzeńı 1.16 je zřejmé,
že řešit soustavu Gaussovou eliminačńı metodou znamená v podstatě pouze nalézt takovou dolńı
trojúhelńıkovou matici L, aby platilo

LP = P (n), (6)

kde P (n) = (B,C) je rozš́ı̌rená matice soustavy (5). Rovnici (6) můžeme rozepsat:

LA = B, LG = C. (7)

Z prvńı rovnosti vyplývá A = L−1B, kde L (a proto i L−1) je dolńı trojúhelńıková matice a B horńı
trojúhelńıková matice s jedničkami na diagonále. Je-li matice A soustavy silně regulárńı, potom je
podle věty 1.9 matice L dána jednoznačně, a tak vzhledem k (6) je i matice P (n) dána jednoznačně.
Pokusme se tedy nalézt př́ımo prvky matic L−1 a P (n) na základě podmı́nky

P = L−1P (n). (8)

Pro jednoduchost zápisu označme

P =

a11 . . . a1n a1n+1

...
...

...
an1 . . . ann ann+1

 ,

L−1 =


l11
l21 l22
...

...
. . .

ln1 ln2 . . . lnn

 , P (n) =


1 r12 . . . r1n r1n+1

1 . . . r2n r2n+1

. . .
...

...
1 rnn+1

 .
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Ze vztahu (8) dostaneme

aij = li1r1j + li2r2j + . . .+ lij−1rj−1j + lij pro i ≥ j, i ∈ n̂,
aij = li1r1j + li2r2j + . . .+ lii−1ri−1j + liirij pro i < j, j ∈ n̂+ 1

a odtud plyne

lij = aij − (li1r1j + li2r2j + . . .+ lij−1rj−1j) pro i ≥ j, i ∈ n̂,
rij =

1
lii
[aij − (li1r1j + li2r2j + . . .+ lii−1ri−1j)] pro i < j, j ∈ n̂+ 1.

Při výpočtu prvk̊u lij , rij se doporučuje následuj́ıćı postup: Prvky se ukládaj́ı do jedné matice o n
řádćıch a n + 1 sloupćıch, přičemž pod a na diagonálu rovnáme prvky matice L−1 a nad diagonálu
prvky matice P (n) (diagonálńı jedničky je totiž zbytečné zaznamenávat). Nejprve se vypočte prvńı
sloupec matice L−1. Je zřejmé, že jeho prvky se źıskaj́ı pouhým opsáńım prvńıho sloupce matice P .
Pak se poč́ıtá prvńı řádek matice P (n) tak, že se odpov́ıdaj́ıćı prvky matice P děĺı hodnotou l11 (ta
je v tomto okamžiku již známa). Daľśı postup znázorňuje schéma:

l11 r12 r13 . . . r1n r1n+1 ← 2. krok
l21 l22 r23 . . . r2n r2n+1 ← 4. krok
l31 l32 l33
...

...
...

ln1 ln2 ln3
↑ ↑ ↑

1. krok 3. krok 5. krok

Obecný prvek lij se tedy poč́ıtá tak, že se od prvku, který lež́ı na stejném mı́stě v matici P , odečte
,,skalárńı součin”doposud napočtených prvk̊u v témže řádku a sloupci. Podobně prvek rij se źıská
odečteńım ,,skalárńıho součinu”doposud napočtených prvk̊u v témže řádku a sloupci (kromě prvku
lii) od prvku aij , ovšem rozd́ıl je třeba dělit lii. Při výpočtu na poč́ıtači je vhodné prvky lij a rij
rovnat př́ımo na mı́sta, kde byly odpov́ıdaj́ıćı prvky aij , nebot’ ty už dále nebudou potřeba.

Po skončeńı výpočtu matic L−1 a P (n) stač́ı jen vyřešit soustavu s rozš́ı̌renou matićı P (n), tj. provést

zpětný chod, a soustava (3) je vyřešena. Chceme-li nyńı řešit soustavu s novou pravou stranou Ax⃗ = f⃗ ,

postupujeme takto: Podle (7) plat́ı A = L−1B. Máme tedy řešit soustavu L−1Bx⃗ = f⃗ , tj.

L−1y⃗ = f⃗ , y⃗ = Bx⃗.

To jsou dvě soustavy s trojúhelńıkovými maticemi a ty lze řešit velmi rychle:

Složitost. O(n2).

1.3. Modifikace Gaussovy eliminačńı metody pro soustavy se speciálńımi vlastnostmi.

1.3.1. Metoda faktorizace. Řešme soustavu

a1x1 + b1x2 = f1
c2x1 + a2x2 + b2x3 = f2

c3x2 + a3x3 + b3x4 = f3
. . .

. . .
. . .

...
cn−1xn−2 + an−1xn−1 + bn−1xn = fn−1

cnxn−1 + anxn = fn

(9)

tak, že se pokuśıme rovnou nalézt vzorce pro zpětný chod ve tvaru

xk = µkxk+1 + ϱk (10)

pro k = n − 1, n − 2, . . . , 1. Dosad́ıme-li do i-té rovnice soustavy (9), kde i = 2, . . . , n − 1, (tj. do
,,vnitřńı”rovnice) za xi−1 ze vztahu (10), dostaneme

ci(µi−1xi + ϱi−1) + aixi + bixi+1 = fi

a odtud

xi =
−bi

ciµi−1 + ai
xi+1 +

fi − ciϱi−1

ciµi−1 + ai
.



NUMERICKÁ MATEMATIKA 9

Porovnáńım s (10) źıskáme

µi =
−bi

ciµi−1 + ai
, ϱi =

fi − ciϱi−1

ciµi−1 + ai
, (11)

kde i = 2, . . . , n− 1. Prvńı rovnici soustavy (9) přeṕı̌seme do tvaru

x1 = − b1
a1
x2 +

f1
a1
.

Tento vztah opět porovnáme s (10) a dostaneme

µ1 = − b1
a1

, ϱ1 =
f1
a1
.

Posledńı rovnice soustavy (9) tvoř́ı společně s rovnićı xn−1 = µn−1xn + ϱn−1 systém dvou rovnic o
dvou neznámých xn−1, xn a z něj vypočteme

xn =
fn − cnϱn−1

cnµn−1 + an
.

Algoritmus lze ještě vylepšit: Polož́ıme-li

c1 = 0, bn = 0, (12)

potom (10) i (11) plat́ı ∀k ∈ n̂. Postup řešeńı soustavy (9) je tedy následuj́ıćı:

• inicializace (12),
• výpočet µi, ϱi pro i = 1, . . . , n podle (11),
• výpočet xi pro i = n, n− 1, . . . , 1 podle (10).

Složitost. Výborná: O(n).

Tvrzeńı 1.17. Matice soustavy muśı být silně reguárńı. Přitom plat́ı

detAkk =

k∏
i=1

(ciµi−1 + ai),

kde klademe c1 = 0.

D̊ukaz. Indukćı podle k: Pro k = 1 tvrzeńı zřejmě plat́ı. Pro k = 2 je

2∏
i=1

(ciµi−1 + ai) = a1(−c2
b1
a1

+ a2) = a1a2 − b1c2 = detA22.

Necht’ tvrzeńı plat́ı pro k − 1. Dokážeme, že plat́ı pro k:
Determinant matice Akk rozvineme podle posledńıho řádku/sloupce a máme

detAkk = ak detAk−1k−1 − ckbk−1 detAk−2k−2. (13)

Podle indukčńıho předpokladu je detAk−1k−1 = detAk−2k−2(ck−1µk−2 + ak−1). Podle (11) je bk−1 =
−µk−1(ck−1µk−2 + ak−1). Oba tyto vztahy dosad́ıme do (13) a dostaneme

detAkk = detAk−2k−2[ak(ck−1µk−2 + ak−1) + ckµk−1(ck−1µk−2 + ak−1)] =

=

k−2∏
i=1

(ciµi−1 + ai)(ck−1µk−2 + ak−1)(ckµk−1 + ak) =

k∏
i=1

(ciµi−1 + ai).

Je zřejmé, že kdyby matice soustavy nebyla silně regulárńı, dělili bychom v (11) nulou. □
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1.3.2. Choleskiho metoda (druhých odmocnin). Řešme soustavu

Ax⃗ = f⃗ , (14)

kde matice A je symetrická a silně regulárńı. Potom podle věty 1.9 lze matici rozložit ve tvaru A =
LDR, odkud AT = RTDTLT . Ze symetrie matice A a z jednoznačnosti rozkladu vyplývá, že L = RT ,
tj. A = RTDR. Zřejmě existuje diagonálńı matice D1 taková, že D = D2

1, přičemž každý prvek matice
D1 je bud’ reálný, nebo ryze imaginárńı. Proto plat́ı

A = RTD1D1R = STS, (15)

kde S = D1R. Matice S sice neńı dána jednoznačně, ale v́ıme o ńı tolik, že je horńı trojúhelńıková
a že v každém jej́ım řádku jsou všechny prvky bud’ reálné, nebo ryze imaginárńı. Proto ji můžeme
v poč́ıtači zobrazit jako reálné pole plus jeden logický vektor o n složkách, kam si zaznamenáváme,
které řádky jsou reálné a které ryze imaginárńı.
Dále budeme postupovat stejně jako u kompaktńıho schématu. Bud’te A = (aij),

S =


s11 s12 . . . s1n

s22 . . . s2n
. . .

...
snn

 .

Podle (15) plat́ı

aii = s21i + s22i + . . .+ s2ii pro i ∈ n̂,
aij = s1is1j + s2is2j + . . .+ siisij pro i ∈ n̂, j = i+ 1, . . . , n

a odtud plyne

sii =
√
aii − (s21i + s22i + . . .+ s2i−1i) pro i ∈ n̂,

sij =
1
sii

[aij − (s1is1j + s2is2j + . . .+ si−1isi−1j)] pro i ∈ n̂, j = i+ 1, . . . , n.
(16)

Výpočet prvk̊u sij se provád́ı po řádćıch. Je snadné si rozmyslet, že výrazy v kulatých závorkách ve
vzorćıch (16) jsou vždy reálné a že při výpočtu sii je lhostejné, kterou odmocninu použijeme. Rovněž
je zřejmé, že prvek sij můžeme ihned po jeho vypočteńı zapsat na mı́sto, kde byl p̊uvodně uložen
prvek aij .
Vlastńı řešeńı se provád́ı ve třech kroćıch:

(1) Najdeme rozklad (15) matice A podle (16). T́ım přejde soustava (14) ve tvar STSx⃗ = b⃗, tj.

(2) ST y⃗ = f⃗ (soustava s dolńı trojúhelńıkovou matićı),
(3) Sx⃗ = y⃗ (soustava s horńı trojúhelńıkovou matićı).

1.4. Inverze matice. Ukážeme na př́ıbuznost mezi úlohou řešit soustavu lineárńıch algebraických
rovnic a úlohou nalézt inverzńı matici. Bud’ A regulárńı matice.

(1) Rovnici Ax⃗ = b⃗ vynásob́ıme zleva matićı A−1 a t́ım źıskáme jej́ı řešeńı ve tvaru x⃗ = A−1⃗b.
(2) Označme x⃗(1), . . . , x⃗(n) sloupce maticeA−1. Protože plat́ıAA−1 = I, muśı platitA(x⃗(1), . . . , x⃗(n)) =

(e⃗(1), . . . , e⃗(n)), tj. muśı být splněno n soustav lineárńıch algebraických rovnic Ax⃗(i) = e⃗(i), i ∈
n̂, které se lǐśı pouze pravou stranou.2

1.4.1. Obecné eliminačńı schéma. Bud’ A regulárńı matice. Sestavme blokovou matici(
A B
C D

)
. (17)

Tuto matici chceme převést na blokovou matici tvaru(
I ?
O ?

)
(18)

těmito úpravami:

• Řádky z horńı poloviny (tj. řádky tvořené prvky matic A, B) se směj́ı násobit nenulovým
č́ıslem.

2To je Gaussova metoda k nalezeńı inverzńı matice popsaná v lineárńı algebře (věta 67).
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• Ke všem řádk̊um se směj́ı přič́ıtat násobky řádk̊u opět z horńı poloviny.

Tyto úpravy maj́ı týž výsledek jako vynásebeńı matice (17) zleva matićı, která z jednotkové matice
odpov́ıdaj́ıćıho rozměru vznikne stejnými úpravami. Vzhledem k našim omezeńım muśı mı́t tato matice
blokový tvar (

X O
Y I

)
,

kde blok X má rozměr matice A a blok Y rozměr matice C. Má-li mı́t součin(
X O
Y I

)(
A B
C D

)
=

(
XA XB

Y A+ C Y B +D

)
tvar (18), muśı platit

XA = I ⇔ X = A−1, Y A+ C = O ⇔ Y = −CA−1,

takže
XB = A−1B, Y B +D = D − CA−1B. (19)

Obecné eliminačńı schéma tedy slouž́ı k výpočtu výraz̊u typu (19).

(1) Chceme-li poč́ıtat pouze A−1, voĺıme B = I, C = O, D = O.

(2) Zvoĺıme-li B = b⃗, řeš́ı schéma soustavu Ax⃗ = b⃗.

(3) Zvoĺıme-li B = (I, b⃗), řeš́ı se obě úlohy najednou.

(4) Zvoĺıme-li B = b⃗, C = −c⃗T , D = d, poč́ıtá se funkčńı hodnota lineárńı funkce (přesněji
afinńıho zobrazeńı, resp. funkcionálu)

f(x1, . . . , xn) = c1x1 + . . .+ cnxn + d

v bodě x⃗ = (x1, . . . , xn)
T , který je řešeńım soustavy Ax⃗ = b⃗: A

b1
...
bn

−c1 . . . −cn d

 ∼
 I A−1

b1...
bn


o⃗T d+

∑n
i=1 cixi

 .

1.4.2. Metoda ovroubeńı. Má se ovroubit ubrus, aby se netřepil.

Definice 1.18. Řekneme, že matice An = (aij) vznikla z matice An−1 ovroubeńım, je-li

An =

(
An−1 u⃗n
v⃗Tn ann

)
. (20)

Bud’ matice A = (aij) silně regulárńı. Výpočet A−1 se při metodě ovroubeńı provád́ı v n kroćıch. V

k-tém kroku se předpokládá, že známe A−1
k−1 a pomoćı efektivńıch vzorc̊u se poč́ıtá A−1

k . Hledejme

A−1
n =

(
Pn−1 r⃗n
q⃗Tn 1/β

)
.

Prvek v pravém dolńım rohu je zřejmě nenulový, protože A−1
nn = 1

detAA
adj.
nn , tj. je to nenulový násobek

algebraického doplňku prvku ann v (20). Plat́ı

I = AnA
−1
n =

(
An−1Pn−1 + u⃗nq⃗

T
n An−1r⃗n + 1

β u⃗n
v⃗TnPn−1 + annq⃗

T
n v⃗Tn r⃗n + ann

β

)
,

a proto dostáváme

An−1Pn−1 + u⃗nq⃗
T
n = I, An−1r⃗n +

1

β
u⃗n = o⃗,

v⃗TnPn−1 + annq⃗
T
n = o⃗T , v⃗Tn r⃗n +

ann
β

= 1.

Z druhé rovnice vyjádř́ıme

r⃗n = − 1

β
A−1
n−1u⃗n (21)

a tento vztah dosad́ıme do posledńı rovnice:

β = ann − v⃗TnA−1
n−1u⃗n. (22)
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Prvńı rovnici vynásob́ıme zleva matićı A−1
n−1:

Pn−1 = A−1
n−1 −A

−1
n−1u⃗nq⃗

T
n

a dosad́ıme do třet́ı rovnice:

o⃗ = v⃗TnA
−1
n−1 − v⃗TnA

−1
n−1u⃗nq⃗

T
n + annq⃗

T
n = v⃗TnA

−1
n−1 + (ann − v⃗TnA−1

n−1u⃗n)︸ ︷︷ ︸
β

q⃗Tn .

Odtud

q⃗Tn = − 1

β
v⃗TnA

−1
n−1, (23)

Pn−1 = A−1
n−1 +

1

β
A−1
n−1u⃗nv⃗

T
nA

−1
n−1. (24)

Hledané vzorce jsou (22), (21), (23) a (24).
Při výpočtu na poč́ıtači se nejprve spoč́ıtá A−1

1 = ( 1
a11

) a pak se postupně vypoč́ıtává A−1
2 , . . . , A−1

n .
Máme pracovńı pole

a1n

A−1
n−1

...
a1n−1

an1 . . . ann−1 ann

a nav́ıc potřebujeme dva (n− 1)-složkové vektory β a γ. Výpočet matice A−1
n sestává ze tř́ı krok̊u:

• Spočtou se pomocné hodnoty β1
...

βn−1

 = −A−1
n−1u⃗n = −A−1

n−1

 a1n
...

an−1n

 ,

(γ1, . . . , γn−1) = −v⃗TnA−1
n−1 = −(an1 . . . ann−1)A

−1
n−1.

• Spočte se č́ıslo β podle jednoho ze vztah̊u

β = ann + an1β1 + . . .+ ann−1βn−1,

β = ann + γ1a1n + . . .+ γn−1an−1n.

Měli bychom provést oba výpočty, abychom ověřili chyby vzniklé zaokrouhlováńım.

• Dosavadńı hodnoty na mı́stech o indexech (i, j), kde i, j ∈ n̂− 1, se oprav́ı o
βiγj
β , nebot’ v

souladu s (24) plat́ı

Pn−1 = A−1
n−1 +

1

β

 β1
...

βn−1

 (γ1 . . . γn−1).

Na mı́sto s indexem (n, n) se dosad́ı 1
β . Na mı́sta o indexech (i, k), kde i ∈ n̂− 1 se dosad́ı

βi

β . Na mı́sta o indexech (k, j), kde j ∈ n̂− 1 se dosad́ı
γj
β .
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2. Iteračńı metody řešeńı soustav lineárńıch algebraických rovnic

2.1. Úvod.

2.1.1. Pojem limity v lineárńı algebře.

Definice 2.1. Řekneme, že posloupnost vektor̊u {x⃗(k)}∞k=1, x⃗
(k) = (x

(k)
1 , . . . , x

(k)
n )T , konverguje k

vektoru x⃗ = (x1, . . . , xn)
T a ṕı̌seme x⃗(k) → x⃗ nebo limk→∞ x(k) = x⃗, plat́ı-li

(∀i ∈ n̂)( lim
k→∞

x
(k)
i = xi).

Řekneme, že posloupnost matic {A(k)}∞k=1 typu (m, n), A(k) = (a
(k)
ij ), konverguje k matici A = (aij)

typu (m, n) a ṕı̌seme A(k) → A nebo limk→∞A(k) = A, plat́ı-li

(∀i ∈ n̂)(∀j ∈ m̂)( lim
k→∞

a
(k)
ij = aij).

Poznámka. Přestože tato definice vypadá na prvńı pohled jinak než definice limity posloupnosti v
metrickém prostoru z matematické analýzy, jsou obě definice v daném př́ıpadě ekvivalentńı, jak za
chv́ıli dokážeme. Nejprve však zavedeme následuj́ıćı značeńı norem na Cn,1:

∥x⃗∥I = max
i∈n̂
|xi| (maximová norma),

∥x⃗∥II =
n∑
i=1

|xi| (součtová norma),

∥x⃗∥III =

√√√√ n∑
i=1

|xi|2 (eukleidovská norma).

Věta 2.2. Bud’te {x⃗(k)} posloupnost vektor̊u v Cn,1, x⃗ ∈ Cn,1.
(1) Je-li x⃗(k) → x⃗, potom v každé normě plat́ı

∥∥x⃗(k) − x⃗∥∥→ 0.

(2) Plat́ı-li v některé normě
∥∥x⃗(k) − x⃗∥∥→ 0, potom x⃗(k) → x⃗.

D̊ukaz. (1) Z definice 2.1 je zřejmé, že plat́ı(
x⃗(k) → x⃗

)
⇒
(∥∥∥x⃗(k) − x⃗∥∥∥

I
→ 0

)
.

Protože jsou všechny normy Cn,1 ekvivalentńı, plat́ı pro libovolnou normu
∥∥x⃗(k) − x⃗∥∥ ≤

K
∥∥x⃗(k) − x⃗∥∥

I
→ 0.

(2) Z ekvivalence norem Cn,1 a z definice maximové normy plyne

(∀i ∈ n̂)
(∣∣∣x(k)i − xi

∣∣∣ ≤ ∥∥∥x⃗(k) − x⃗∥∥∥
I
≤ K

∥∥∥x⃗(k) − x⃗∥∥∥→ 0
)
.

□

Definice 2.3. Normou na prostoru čtvercových matic n-tého řádu Cn,n nazýváme zobrazeńı ∥ ∥ :
Cn,n → R+, které splňuje tyto vlastnosti:

(1) (∀A ∈ Cn,n)(∥A∥ ≥ 0) ∧ (∥A∥ = 0⇔ A = 0⃗),
(2) (∀λ ∈ C)(∀A ∈ Cn,n)(∥λA∥ = |λ| ∥A∥),
(3) (∀A, B ∈ Cn,n)(∥A+B∥ ≤ ∥A∥+ ∥B∥),
(4) (∀A, B ∈ Cn,n)(∥AB∥ ≤ ∥A∥ . ∥B∥).

Definice 2.4. Norma ∥ ∥M na Cn,n se nazývá souhlasná s normou ∥ ∥V na Cn,1, jestliže plat́ı

(∀A ∈ Cn,n)(∀x⃗ ∈ Cn,1)(∥Ax⃗∥V ≤ ∥A∥M . ∥x⃗∥V ).

Definice 2.5. Normu ∥ ∥M na Cn,n nazýváme normou generovanou (přidruženou) normou (normě)
∥ ∥V na Cn,1, jestliže plat́ı

(∀A ∈ Cn,n)(∀x⃗ ∈ Cn,1)(∥A∥M = max
∥x⃗∥=1

∥Ax⃗∥V ).
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Poznámka. Norma generovaná je normou souhlasnou. Definice generované normy je v souhlase s
definićı normy spojitého lineárńıho zobrazeńı z matematické analýzy, pouze zde vystupuje maximum
mı́sto suprema. Je tomu tak proto, že jde o supremum spojité funkce na kompaktńı množině.

D̊ukaz. (1) Kompaktnost: Množina { x⃗ ∈ Cn,1 | ∥x⃗∥ = 1 } je uzavřená a omezená, nebot’ je
hranićı koule B(o⃗, 1) a hranice každé množiny je uzavřená. Množina v lineárńım prostoru
konečné dimenze je kompaktńı, právě když je omezená a uzavřená.

(2) Spojitost: Zobrazeńı x⃗ 7→ ∥Ax⃗∥ je kompozićı dvou zobrazeńı A : x⃗ 7→ Ax⃗ a ∥ ∥ : y⃗ 7→ ∥y⃗∥.
Spojitost zobrazeńı A byla dokázána v matematické analýze. Dokážeme, že zobrazeńı ∥ ∥ je
spojité, a to dokonce stejnoměrně:
Chceme dokázat, že

(∀ε ∈ R+)(∃δ ∈ R+)(∀x⃗, y⃗ ∈ Cn,1)(∥x⃗− y⃗∥ < δ ⇒ | ∥x⃗∥ − ∥y⃗∥ | < ε).

Pro každé dva vektory x⃗, y⃗ ∈ Cn,1 můžeme bez újmy na obecnosti předpokládat, že ∥x⃗∥ ≥ ∥y⃗∥.
Plat́ı-li ∥x⃗− y⃗∥ < δ, můžeme tedy psát

| ∥x⃗∥ − ∥y⃗∥ | = ∥x⃗∥ − ∥y⃗∥ = ∥x⃗− y⃗ + y⃗∥ − ∥y⃗∥ ≤ ∥x⃗− y⃗∥+ ∥y⃗∥ − ∥y⃗∥ = ∥x⃗− y⃗∥ < δ.

Nyńı stač́ı položit δ = ε.
□

2.1.2. Princip iteračńıch metod. Je dána soustava Ax⃗ = f⃗ , kde A je regulárńı. V iteračńıch metodách
konstruujeme iteračńı posloupnost vektor̊u {x⃗(k)}∞k=0. Má-li matice A př́ıznivé vlastnosti, konver-

guje tato posloupnost k řešeńı soustavy x⃗∗. Výchoźı vektor x⃗(0) této posloupnosti se voĺı libovolně
(nejvýhodněǰśı ovšem je zvolit za x⃗(0) nějakou aproximaxi x⃗∗). Daľśı členy posloupnosti se vypoč́ıtávaj́ı
ze vztahu

x⃗(k+1) = x⃗(k) +H(k+1)(f⃗ −Ax⃗(k)), (25)

kde {H(k)}∞k=1 je vhodně zvolená posloupnost matic. Vektor f⃗ − Ax⃗(k) nazýváme reziduum. Nav́ıc
chceme, aby platilo

(∀k ∈ N)(x⃗∗ = x⃗∗ +H(k)(f⃗ −Ax⃗∗)).
Odečteńım této rovnice od (25) źıskáme výraz pro chybu k-té aproximace

x⃗(k) − x⃗∗ = x⃗(k−1) − x⃗∗ +H(k)A(x⃗∗ − x⃗(k−1)) = (I −H(k)A)(x⃗(k−1) − x⃗∗) =

= (I −H(k)A)(I −H(k−1)A)(x⃗(k−2) − x⃗∗) = . . . =

= (I −H(k)A)(I −H(k−1)A) . . . (I −H(1)A)︸ ︷︷ ︸
ozn. T (k)

(x⃗(0) − x⃗∗).

Právě jsme dokázali následuj́ıćı větu:

Věta 2.6. Iteračńı posloupnost {x⃗(k)}∞k=0 konverguje k řešeńı soustavy Ax⃗ = f⃗ při libovolné volbě

x⃗(0) právě tehdy, když plat́ı

lim
k→∞

T (k) = O.

Poznámka. Iteračńı metody se vyznačuj́ı odolnost́ı v̊uči chybám vzniklým zaokrouhlováńım. Tato
samoopravná schopnost je dána t́ım, že dojde-li v při výpočtu jistého vektoru x⃗(k) iteračńı posloupnosti
k chybě, můžeme na tento vektor pohĺıžet jako na výchoźı člen x⃗(0) nové iteračńı posloupnosti.

2.1.3. Nestacionárńı metody. Iteračńı metody se děĺı na stacionárńı, kde je posloupnost matic {H(k)}∞k=1

konstantńı, a nestacionárńı. Př́ıklademmetody nestacionárńı budiž metoda ř́ızené relaxace (nevyžaduje
se, následuj́ıćı věta však bude užitečná i dále).

Věta 2.7. U soustavy lineárńıch alebraických rovnic s regulárńı matićı lze rovnice vždy přerovnat
tak, aby diagonálńı prvky byly nenulové.

D̊ukaz. Plyne z definice determinantu

detA =
∑
π∈Sn

sgn π. aπ(1)1 . . . aπ(n)n (26)
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a z toho, že determinant regulárńı matice je r̊uzný od nuly. Potom totiž muśı být alespoň jeden sč́ıtanec
v (26) nenulový, tj. (∃π ∈ Sn)(aπ(1)1 . . . aπ(n)n ̸= 0). Proto stač́ı dát na prvńı mı́sto π(1)-tou rovnici,
na druhé π(2)-tou atd. □

Předpokládejme, že matice soustavy Ax⃗ = f⃗ má na diagonále jedničky. Z definice rezidua je zřejmé,
že je-li j-tá složka rezidua nulová, je splněna j-tá rovnice soustavy. Označme i index v absolutńı

hodnotě největš́ı složky rezidua f⃗ − Ax⃗(k). (Je-li jich v́ıce, je jedno, kterou zvoĺıme.) Chceme, aby

reziduum v následuj́ıćı iteraci f⃗ −Ax⃗(k+1) mělo i-tou složku rovnou nule, tj. aby platilo

fi − (ai1x
(k+1)
1 + . . .+ aii−1x

(k+1)
i−1 + x

(k+1)
i + aii+1x

(k+1)
i+1 + . . .+ ainx

(k+1)
n ) = 0,

a proto klademe

x
(k+1)
i = fi − (ai1x

(k)
1 + . . .+ aii−1x

(k)
i−1 + aii+1x

(k)
i+1 + . . .+ ainx

(k)
n ) =

= x
(k)
i + [fi − (ai1x

(k)
1 + . . .+ aii−1x

(k)
i−1 + x

(k)
i + aii+1x

(k)
i+1 + . . .+ ainx

(k)
n )],

x
(k+1)
j = x

(k)
j pro j ̸= i.

Porovnáńım prvńı z těchto dvou rovnic s (25) zjist́ıme, že př́ıslušná matice H(k+1) má v i-tém řádku
na i-tém mı́stě jedničku a na ostatńıch mı́stech nuly. Z druhé rovnice pak vyplývá, že všechny ostatńı
řádky matice H(k+1) jsou nulové. Z toho je zřejmé, že pro k ̸= l budou matice H(k), H(l) obecně
r̊uzné.

2.2. Stacionárńı metody. Dále se budeme zabývat pouze stacionárńımi metodami, nebot’ jsou al-
goritmicky výhodněǰśı a jejich chováńı lze snáze analyzovat.

2.2.1. Konvergence iteračńı posloupnosti. Protože ve stacionárńıch metodách plat́ı (∀k ∈ N)(H(k) =
H), znamená to, že (∀k ∈ N)(T (k) = (I −HA)k) a kritérium konvergence z věty 2.6 přecháźı ve tvar

lim
k→∞

(I −HA)k = O.

Věta 2.8. Bud’ A ∈ Cn,n. Potom plat́ı

lim
k→∞

Ak = O ⇔ ϱ(A) < 1,

kde ϱ(A) je spektrálńı poloměr matice A.

D̊ukaz. Podle Jordanovy věty existuje regulárńı matice C a blokově diagonálńı matice

J =

J1 . . .

Js

 , Ji =


λ

1
. . .

. . .
. . .

1 λ

 ,

tak, že A = C−1JC. Odtud Ak = C−1JkC, takže Ak → O ⇔ Jk → O. Zřejmě plat́ı

Jk =

J
k
1

. . .

Jks

 .

Na cvičeńı se matematickou indukćı dokazovalo, že

Jki =



λk(
k
1

)
λk−1 λk(

k
2

)
λk−2

(
k
1

)
λk−1 λk

...
...

...
. . .(

k
p− 1

)
λk−p+1

(
k

p− 2

)
λk−p+2

(
k

p− 3

)
λk−p+3 . . . λk


,
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kde p je rozměr bloku Ji a pro i > k klademe

(
k
i

)
= 0. Odtud je zřejmé, že plat́ı Jki → 0⇔ |λ| < 1. □

Důsledek 2.9. Iteračńı posloupnost (25) konverguje při libovolné volbě x⃗(0) právě tehdy, je-li ϱ(I −
HA) < 1.

Věta 2.10. Bud’ A ∈ Cn,n a necht’ alespoň v jedné normě Cn,n plat́ı ∥A∥ < 1. Potom Ak → O.

D̊ukaz. Ze čtvrté vlastnosti maticové normy vyplývá
∥∥Ak∥∥ ≤ ∥A∥k. □

Důsledek 2.11. Necht’ v některé maticové normě plat́ı ∥I −HA∥ < 1. Potom iteračńı posloupnost
(25) konverguje při libovolné volbě x⃗(0).

Věta 2.12. Absolutńı hodnota každého vlastńıho č́ısla matice (spektrálńı poloměr) je nejvýše rovna
jej́ı libovolné normě.

2.2.2. Metoda postupných aproximaćı. Rovnici Ax⃗ = f⃗ přeṕı̌seme do tvaru

o⃗ = f⃗ −Ax⃗

a k oběma stranám rovnosti přičteme x⃗. Vzniklou rovnost oindexujeme takto:

x⃗(k+1) = x⃗(k) + I(f⃗ −Ax⃗(k)). (27)

Porovnáńım s (25) zjist́ıme, že při metodě postupných aproximaćı je H = I.

Konvergence. Posloupnost (27) konverguje pro každou volbu x⃗(0) ⇔ ϱ(I − A) < 1, postačuj́ıćı
podmı́nka je ∥I −A∥ < 1.

Lemma 2.13. Je-li ϱ(B) < 1, potom je matice I −B regulárńı.

D̊ukaz. Bud’ ϱ(B) < 1. Na cvičeńı se dokazovalo, že k libovolné čtvercové maticiB existuj́ı unitárńı ma-
tice Ω a horńı trojúhelńıková matice R tak, že B = ΩHR Ω. Matice B je tedy podobná trojúhelńıkové
matici R, takže diagonálńı prvky matice R jsou vlastńımi č́ısly matice B. Podle předpokladu jsou
všechny tyto prvky v absolutńı hodnotě menš́ı než 1. Z toho vyplývá, že I−R je horńı trojúhelńıková
matice, jej́ıž všechny diagonálńı prvky jsou nenulové. Protože ale plat́ı I − B = = ΩHΩ− ΩHR Ω =
ΩH(I −R) Ω, muśı být matice I −B regulárńı. □

Poznámka. Předchoźı lemma zjednodušeně řečeno ř́ıká, že matice, která ,,se př́ılǐs nelǐśı”od jednotkové
matice, je regulárńı.

Lemma 2.14 (,,geometrická řada matic”). Bud’ ϱ(B) < 1. Potom plat́ı

(I −B)−1 = I +B +B2 + . . .+Bk + . . . ,

tj. označ́ıme-li Sm = I +B +B2 + . . .+Bm, potom Sm
m→∞−→ (I −B)−1.

D̊ukaz. Zřejmě plat́ı Sm(I −B) = I −Bm+1. Matice I −B je podle předchoźı lemmy regulárńı, a tak
můžeme tento vztah zprava vynásobit matićı (I−B)−1. Dostaneme Sm = (I−B)−1−Bm+1(I−B)−1.
Zlimiceńım źıskáme tvrzeńı. □

Věta 2.15. Bud’ ∥ ∥ libovolná norma Cn,1 a necht’ ∥ ∥ znač́ı i touto normou generovanou normu Cn,n.
Je-li ∥I −A∥ < 1, potom plat́ı

∥∥∥x⃗(k) − x⃗∗∥∥∥ ≤ ∥I −A∥k
∥∥∥x⃗(0)∥∥∥+

∥∥∥f⃗∥∥∥
1− ∥I −A∥

 .

D̊ukaz. Označme B = I − A. Potom podle (27) plat́ı x⃗(k) = Bx⃗(k−1) + f⃗ =

= B(Bx⃗(k−2) + f⃗) + f⃗ = B2x⃗(k−2) + Bf⃗ + f⃗ = B2x⃗(k−2) + (B + I)f⃗ =

= B3x⃗(k−3) + (B2 +B + I)f⃗ = . . . = Bkx⃗(0) + (Bk−1 +Bk−2 + . . .+B + I)f⃗ .

Pro přesné řešeńı plat́ı Ax⃗∗ = f⃗ , takže

x⃗∗ = A−1f⃗ = (I −B)−1f⃗ = (I +B +B2 + . . .)f⃗ .
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Z předchoźıch dvou vztah̊u plyne∥∥∥x⃗(k) − x⃗∗∥∥∥ =
∥∥∥Bkx⃗(0) − (Bk +Bk+1 +Bk+2 + . . .)f⃗

∥∥∥ ≤
≤
∥∥Bk∥∥(∥∥∥x⃗(0)∥∥∥+ ∥∥I +B +B2 + . . .

∥∥∥∥∥f⃗∥∥∥) ≤
≤
∥∥Bk∥∥(∥∥∥x⃗(0)∥∥∥+ (∥I∥+ ∥B∥+

∥∥B2
∥∥+ . . .)

∥∥∥f⃗∥∥∥) ≤
≤ ∥B∥k

(∥∥∥x⃗(0)∥∥∥+ (1 + ∥B∥+ ∥B∥2 + . . .)
∥∥∥f⃗∥∥∥) = ∥B∥k

∥∥∥x⃗(0)∥∥∥+
∥∥∥f⃗∥∥∥

1− ∥B∥

 .

□

Poznámka. Na každou stacionárńı iteračńı metodu lze pohĺıžet jako na metodu postupných aproximaćı

aplikovanou na soustavu HAx⃗ = Hf⃗ .

D̊ukaz. Postupujme stejně jako na začátku: o⃗ = Hf⃗ −HAx⃗ a odtud

x⃗(k+1) = x⃗(k) + I(Hf⃗ −HAx⃗) = x⃗(k) +H(f⃗ −Ax⃗).
□

Poznámka. V následuj́ıćıch dvou odstavćıch budeme symbolem (x⃗, y⃗) označovat standardńı skalárńı
součin na Cn,1. Připomeňme, že pro tento skalárńı součin plat́ı (x⃗, y⃗) = y⃗H x⃗.

2.2.3. Jacobiho metoda (prosté iterace). Jednotlivé rovnice soustavy Ax⃗ = f⃗ přeṕı̌seme tak, že z prvńı
vyjádř́ıme x1, ze druhé x2 atd. Źıskané rovnice oindexujeme takto:

x
(k+1)
1 = −a12a11

x2
(k) −a13a11

x3
(k) − . . . −a1na11

xn
(k) + f1

a11

x
(k+1)
2 = −a21a22

x1
(k) −a23a22

x3
(k) − . . . −a2na22

xn
(k) + f2

a22
...

...
...

...
...

...

x
(k+1)
n = − an1

ann
x1

(k) − an2

ann
x2

(k) − an3

ann
x3

(k) − . . . + fn
ann

To je ovšem po složkách rozepsaný vztah x⃗(k+1) = (I −D−1A)x⃗(k) +D−1f⃗ , kde

D =

a11 . . .

ann

 .

Odtud vyplývá x⃗(k+1) = x⃗(k) +D−1(f⃗ −Ax⃗), takže H = D−1.

Konvergence. Jacobiho metoda konverguje při každé volbě x⃗(0) ⇔ ϱ(I − D−1A) < 1, postačuj́ıćı
podmı́nka je

∥∥I −D−1A
∥∥ < 1. Vezmeme-li maximovou normu, přejde posledńı vztah ve

max
i∈n̂

n∑
j=1, j ̸=i

∣∣∣∣aijaii
∣∣∣∣ < 1⇔ (∀i ∈ n̂)

 n∑
j=1, j ̸=i

∣∣∣∣aijaii
∣∣∣∣ < 1

⇔ (∀i ∈ n̂)

 n∑
j=1, j ̸=i

|aij | < |aii|

 .

Matice, pro které plat́ı posledńı nerovnost, nazýváme maticemi s převládaj́ıćı diagonálou. Jacobiho
metoda tedy konverguje pro všechny matice s převládaj́ıćı diagonálou.

Definice 2.16. Hermitovská, resp. symetrická matice A se nazývá pozitivně definitńı, jestliže pro
každý vektor, resp. každý reálný vektor x⃗ ̸= o⃗ plat́ı (Ax⃗, x⃗) > 0.

Věta 2.17. (1) Všechna vlastńı č́ısla pozitivně definitńı matice jsou kladná.
(2) Má-li hermitovská matice všechna vlastńı č́ısla kladná, potom je pozitivně definitńı.

D̊ukaz. (1) Bud’te A pozitivně definitńı matice, λ jej́ı libovolné vlastńı č́ıslo a x⃗ libovolný k němu
př́ıslušej́ıćı vlastńı vektor. Vztah Ax⃗ = λx⃗ vynásob́ıme skalárně vektorem x⃗ a dostaneme

(Ax⃗, x⃗)︸ ︷︷ ︸
>0

= λ (x⃗, x⃗)︸ ︷︷ ︸
>0

⇒ λ > 0.
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(2) Bud’ A hermitovská matice, jej́ıž všechna vlastńı č́ısla jsou kladná. Na cvičeńıch se dokazovalo,
že pro každou normálńı (a t́ım sṕı̌se hermitovskou) matici A existuje unitárńı matice Ω a
diagonálńı matice D tak, že A = ΩHD Ω. Označ́ıme-li λ1, . . . , λn vlastńı č́ısla matice A,
potom

D =

λ1 . . .

λn

 .

Bud’ x⃗ ̸= o⃗. Potom (Ax⃗, x⃗) = x⃗HAx⃗ = x⃗HΩHD Ωx⃗. Označme y⃗ = Ωx⃗. Je y⃗ ̸= o⃗, protože jinak
by byl vektor x⃗ netriviálńım řešeńım homogenńı soustavy s regulárńı matićı, a plat́ı

(Ax⃗, x⃗) = y⃗HDy⃗ =

n∑
i=1

λi |yi|2 > 0,

nebot’ všechny sč́ıtance v sumě jsou nezáporné a alespoň jeden z nich je jistě kladný.
□

Věta 2.18. Bud’ A hermitovská matice s kladnými diagonálńımi prvky. Potom Jacobiho metoda pro

soustavu Ax⃗ = f⃗ konverguje při každé volbě x⃗(0) právě tehdy, jsou-li obě matice A, 2D−A pozitivně
definitńı.

D̊ukaz. Dokážeme pouze nutnost podmı́nky. Důkaz opačné implikace se provede stejně, ale v opačném
pořad́ı. Označme

P =


√
a11

. . . √
ann

 .

Je tedy P 2 = D. Dále plat́ı I − D−1A = P−1(I − P−1AP−1)P , tedy matice I − D−1A je podobná
matici I − P−1AP−1. Tato matice je zřejmě hermitovská, a má proto všechna vlastńı č́ısla reálná.
Podle předpokladu je ϱ(I −D−1A) < 1, a tak jsou tato č́ısla z intervalu (−1, 1).
Bud’ λ vlastńı č́ıslo matice I −D−1A. Potom existuje vektor x⃗ ̸= o⃗ takový, že (I −D−1A)x⃗ = λx⃗,

takže D−1Ax⃗ = (1 − λ)x⃗. Vlastńı č́ısla matice D−1A jsou tedy z intervalu (0, 2). Protože plat́ı
D−1A = P−1(P−1AP−1)P , znamená to, že matice P−1AP−1 je pozitivně definitńı.
Bud’ x⃗ ̸= o⃗. Potom

(Ax⃗, x⃗) = x⃗HAx⃗ = x⃗HPP−1AP−1 Px⃗︸︷︷︸
ozn. y⃗

= y⃗HP−1AP−1y⃗ = ((P−1AP−1)y⃗, y⃗).

Stejně jako v d̊ukaze předchoźı věty dostaneme y⃗ ̸= o⃗. Podle definice 2.16 je tedy posledńı výraz
kladný a matice A je pozitivně definitńı.
Obdobně postupujeme i při d̊ukazu pozitivńı definitnosti matice 2D −A:
Bud’te opět λ vlastńı č́ıslo matice I −D−1A a x⃗ př́ıslušný vlastńı vektor. Potom (2I −D−1A)x⃗ =

(1+λ), a tak jsou všechna vlastńı č́ısla matice 2I−D−1A z intervalu (0, 2). Protože plat́ı 2I−D−1A =
P−1(2I − P−1AP−1)P , znamená to, že matice 2I − P−1AP−1 je pozitivně definitńı.
Bud’ x⃗ ̸= o⃗. Potom

((2D −A)x⃗, x⃗) = x⃗H(2D −A)x⃗ = x⃗HPP−1(2D −A)P−1 Px⃗︸︷︷︸
ozn. y⃗

=

= y⃗H(2P−1P 2P−1 − P−1AP−1)y⃗ = ((2I − P−1AP−1)y⃗, y⃗).

Přitom opět y⃗ ̸= o⃗, takže podle definice 2.16 je posledńı výraz kladný. Matice 2D−A je tedy pozitivně
definitńı. □
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2.2.4. Gaussova-Seidelova metoda. V Jacobiho metodě se všechny složky vektoru x⃗(k+1) poč́ıtaj́ı ze
složek vektoru x⃗(k). Vzniká přirozená otázka, zda by se (alespoň v některých př́ıpadech) nedosáhlo
zlepšeńı, kdyby se při tomto výpočtu použily již známé složky vektoru x⃗(k+1). Touto úvahou dospějeme
ke vzorc̊um

a11x
(k+1)
1 + a12x2

(k) + . . .+ a1nxn
(k) = f1

a21x
(k+1)
1 + a22x

(k+1)
2 + . . .+ a1nxn

(k) = f2
...

...

an1x
(k+1)
1 + an2x

(k+1)
2 + . . .+ annx

(k+1)
n = fn

Jak tyto vztahy zapsat vektorově? Ponechme si matici D z předchoźıho odstavce a nav́ıc definujme

L =


0
−a21 0
...

...
. . .

−an1 −an2 . . . 0

 , R =


0 . . . −a1n−1 −a1n

. . .
...

...
0 −an−1n

0

 .

Potom zřejmě plat́ı A = −L+D −R a (−L+D)x⃗(k+1) −Rx⃗(k) = f⃗ , takže

x⃗(k+1) = (D − L)−1Rx⃗(k) + (D − L)−1f⃗ .

Do této rovnice dosad́ıme R = D − L−A a dostaneme

x⃗(k+1) = x⃗(k) + (D − L)−1(f⃗ −Ax⃗(k)),

odkud porovnáńım s (25) plyne H = (D − L)−1.

Konvergence. Plat́ı I−(D−L)−1A = I−(D−L)−1[(D−L)−R] = (D−L)−1R. Metoda tedy konverguje
při libovolné volbě x⃗(0) ⇔ ϱ((D − L)−1R) < 1, postačuj́ıćı podmı́nkou je

∥∥(D − L)−1R
∥∥ < 1.

Tvrzeńı 2.19. Gaussova-Seidelova metoda konverguje pro matice s převládaj́ıćı diagonálou.

Věta 2.20. Je-li matice soustavy pozitivně definitńı, pak Gaussova-Seidelova metoda konverguje při
libovolné volbě x⃗(0).

D̊ukaz. Bud’ A pozitivně definitńı matice a necht’ A = −L + D − R. Podle definice je matice A

hermitovská, takže (−L +D − R)H = −L +D − R. Protože AH = A
T
, muśı nutně platit L = RH .

Chceme dokázat, že ϱ((D − RH)−1R) < 1. Bud’te λ vlastńı č́ıslo matice (D − RH)−1R, x⃗ k němu
př́ıslušej́ıćı vlastńı vektor. Vztah (D−RH)−1Rx⃗ = λx⃗ vynásob́ıme zleva matićı D−RH a dostaneme

Rx⃗ = λ(D −RH)x⃗ = λ(A+R)x⃗ = λAx⃗+ λRx⃗.

Odtud po skalárńım vynásobeńı vektorem x⃗ plyne

(Rx⃗, x⃗) = λ (Ax⃗, x⃗)︸ ︷︷ ︸
ozn. p

+λ(Rx⃗, x⃗).

Podle definice 2.16 je p > 0. Položme (Rx⃗, x⃗) = a+ ib, kde a, b ∈ R. Potom

λ =
a+ ib

p+ a+ ib
, |λ|2 =

a2 + b2

(p+ a)2 + b2
.

Dále plat́ı p = (Ax⃗, x⃗) = ((−RH +D−R)x⃗, x⃗) = −(RH x⃗, x⃗) + (Dx⃗, x⃗)︸ ︷︷ ︸
ozn. d

−(Rx⃗, x⃗) = = d− (x⃗, Rx⃗)−

(a+ ib) = d− (Rx⃗, x⃗)− (a+ ib) = d− (a− ib)− (a+ ib) = d− 2a.

Máme dokázat, že |λ|2 < 1. Pozitivně definitńı matice má všechny diagonálńı prvky kladné, nebot’

[A]ii = (Ae⃗(i), e⃗(i)) > 0. Odtud plyne d > 0, protože

d = (Dx⃗, x⃗) =

n∑
i=1

aii |xi|2 .

Je tedy (p+ a)2 = p2 + 2pa+ a2 = p(p+ 2a) + a2 = pd+ a2, a tak |λ|2 < 1. □
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Poznámka. Gaussova-Seidelova metoda je stejně časově náročná jako Jacobiho metoda. Pamět’ové
nároky jsou menš́ı: Nově vypoč́ıtanými složkami vektoru x⃗(k+1) můžeme ihned přepisovat složky
p̊uvodńı, takže je nemuśıme ukládat do zvláštńıho pole. Obecně Gaussova-Seidelova metoda nekon-
verguje rychleji než Jacobiho metoda.

2.2.5. Superrelaxačńı metoda (Succesive OverRelaxation method). Výpočet vektoru x⃗(k+1) v Gaus-
sově-Seidelově metodě můžeme chápat jako složený z n d́ılč́ıch krok̊u, přičemž v i-tém kroku se i-tá

složka vektoru x⃗(k) oprav́ı o tolik, aby byla splněna i-tá rovnice soustavy, tj. x
(k+1)
i = x

(k)
i + ∆x

(k)
i ,

kde

∆x
(k)
i =

1

aii
(fi − ai1x(k+1)

1 − . . .− aii−1x
(k+1)
i−1 − aiix(k)i − . . .− ainx

(k)
n ).

Položme si otázku, zda bychom nedostali lepš́ı metodu, kdybychom ke každé složce připoč́ıtávali jen

konstantńı násobek tohoto výrazu, tj. x
(k+1)
i = x

(k)
i + ω∆x

(k)
i ,

kde ω ∈ R. Potom ∀i ∈ n̂ plat́ı

x
(k+1)
i = x

(k)
i +

ω

aii
(fi − ai1x(k+1)

1 − . . .− aii−1x
(k+1)
i−1 − aiix(k)i − . . .− ainx

(k)
n ),

aiix
(k+1)
i = aiix

(k)
i + ω(fi − ai1x(k+1)

1 − . . .− aii−1x
(k+1)
i−1 − aiix(k)i − . . .− ainx

(k)
n ),

ωai1x
(k+1)
1 + . . .+ ωaii−1x

(k+1)
i−1 + aiix

(k+1)
i =

= (1− ω)aiix(k)i − ωaii+1x
(k)
i+1 − . . .− ωainx

(k)
n + ωfi.

To je ale po složkách rozepsaný vektorový vztah

−ωLx⃗(k+1) +Dx⃗(k+1) = (1− ω)Dx⃗(k) + ωRx⃗(k) + ωf⃗ ,

kde matice L, D a R maj́ı stejný význam jako v předchoźım odstavci. Vynásob́ıme-li tento vztah zleva
matićı (D − ωL)−1, dostaneme

x⃗(k+1) = (D − ωL)−1[(1− ω)D + ωR]︸ ︷︷ ︸
ozn. Lω

x⃗(k) + ω(D − ωL)−1f⃗ ,

odkud po dosazeńı R = D − L−A plyne

x⃗(k+1) = [I − ω(D − ωL)−1A]x⃗(k) + ω(D − ωL)−1f⃗ =

= x⃗(k) + ω(D − ωL)−1(f⃗ −Ax⃗(k)).
Je tedy H = ω(D − ωL)−1. Při ω = 1 přecháźı SOR v metodu Gaussovu-Seidelovu.

Konvergence. Plat́ı I − HA = I − ω(D − ωL)−1(−L + D − R) =
= I − (D − ωL)−1[D − ωL+ (ω − 1)D − ωR] = (D − ωL)−1[(1− ω)D + ωR] = Lω.
Označme ϱω spektrálńı poloměr matice Lω. Superrelaxačńı metoda konverguje pro libovolnou volbu

x⃗(0) ⇔ ϱω < 1, postačuj́ıćı podmı́nka je ∥Lω∥ < 1.

Poznámka. Je třeba nalézt nejvýhodněǰśı hodnotu parametru ω, potřebujeme tedy nějaké kritérium,
abychom mohli rozhodnout, která ze dvou iteračńıch metod je lepš́ı a která horš́ı.
Za lepš́ı ze dvou metod považujeme tu, jej́ıž matice I −HA má menš́ı spektrálńı poloměr. Důvod je

následuj́ıćı: Necht’ je dána iteračńı metoda
x⃗(k+1) = Bx⃗(k) + g⃗. Pro přesné řešeńı muśı platit x⃗∗ = Bx⃗∗ + g⃗. Odečteńım těchto dvou vztah̊u
dostaneme

x⃗(k+1) − x⃗∗ = B(x⃗(k) − x⃗∗) = B2(x⃗(k−1) − x⃗∗) = . . . = Bk+1(x⃗(0) − x⃗∗).

Protože plat́ı Bk+1 = T−1Jk+1T , kde J a T jsou př́ıslušné matice z Jordanovy věty, je zřejmé (viz
též d̊ukaz věty 2.8), že Bk konverguje k nulové matici stejně rychle jako (ϱ(B))k → 0.

Definice 2.21. (1) Elementárńı permutačńı matićı Iij ∈ Cn,n nazýváme matici, která vznikne z
jednotkové matice I ∈ Cn,n záměnou i-tého a j-tého řádku (sloupce).

(2) Permutačńı matićı nazveme matici, která je součinem libovolného počtu elementárńıch per-
mutačńıch matic.
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Poznámka. (1) Elementárńı permutačńı matice je symetrická a ortogonálńı:

Iij = ITij = I−1
ij .

Z toho plyne, že každá permutačńı matice je ortogonálńı.
(2) Násobeńı libovolné matice A zleva, resp. zprava matićı Iij odpov́ıdaj́ıćıho rozměru je ekviva-

lentńı prohozeńı i-tého a j-tého řádku, resp. sloupce matice A. Indukćı źıskáme toto tvrzeńı:
Provedeme-li libovolnou permutaci řádk̊u, resp. sloupc̊u matice A, je výsledek ekviva-

lentńı násobeńı matice A zleva, resp. zprava permutačńı matićı odpov́ıdaj́ıćıho rozměru, která
vznikne z I stejnou permutaćı řádk̊u, resp. sloupc̊u.

(3) Předchoźı definice permutačńı matice je sice snadno zapamatovatelná, neńı z ńı však na prvńı
pohled zřejmé, odkud se vzalo pojmenováńı této matice. Uved’me si proto jinou, s předchoźı
zřejmě ekvivalentńı definici:

Permutačńı matićı nazveme takovou matici P = (pij), pro kterou existuje permutace π ∈ Sn
tak, že

pij =

{
1 když π(i) = j,

0 jinak.

Definice 2.22. Čtvercová matice A se nazývá slabě cyklická s indexem 2, existuje-li permutačńı
matice P taková, že matice PAPT je blokového tvaru(

O M1

M2 O

)
, (28)

kde diagonálńı bloky jsou čtvercové matice.

Poznámka. Matice je slabě cyklická s indexem 2, lze-li ji simultánńı (tj. stejnou) permutaćı řádk̊u a
sloupc̊u převést na blokový tvar (28).

Definice 2.23. Bud’ A = −L +D − R. Matice A se nazývá dvoucyklická, je-li matice D−1(L + R)
slabě cyklická s indexem 2. Dvoucyklická matice se nazývá shodně uspořádaná, jestliže vlastńı č́ısla
matice αD−1L+ 1

αD
−1R nezávisej́ı na volbě č́ısla α ̸= 0.

Poznámka. Matice je shodně uspořádaná, jestliže se spektrum (Jacobiho) matice D−1(L+R) nezměńı
po vynásobeńı prvk̊u pod diagonálou č́ıslem α a prvk̊u nad diagonálou č́ıslem α−1.

Věta 2.24. Má-li matice slabě cyklická s indexem 2 vlastńı č́ıslo µ, potom má i vlastńı č́ıslo −µ.

D̊ukaz. Matice slabě cyklická s indexem 2 je podle definice podobná blokové matici (28). Má tedy i
stejný charakteristický polynom∣∣∣∣ λI1 −M1

−M2 λI2

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ I1 O
1
λM2 I2

∣∣∣∣ ∣∣∣∣ λI1 −M1

−M2 λI2

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣λI1 −M1

O − 1
λM2M1 + λI2

∣∣∣∣ =
= λs1−s2 |λ2I2−M2M1|, kde I1 je jednotková matice typu (s1, s1) a I2 jednotková matice typu (s2, s2).
Posledńı výraz má ovšem tu vlastnost, že když je nulován pro λ = µ, je nulován i pro λ = −µ. □

Věta 2.25. Bud’ A dvoucyklická shodně uspořádaná a necht’ ω ̸= 0.

(1) Bud’ λ ̸= 0 vlastńı č́ıslo matice Lω a necht’ č́ıslo µ splňuje rovnici

(λ+ ω − 1)2 = ω2µ2λ. (29)

Potom µ je vlastńı č́ıslo (Jacobiho) matice D−1(L+R).
(2) Bud’ µ vlastńı č́ıslo (Jacobiho) matice D−1(L+R) a necht’ λ splňuje rovnici (29). Potom λ je

vlastńı č́ıslo matice Lω.
Je-li nav́ıc A pozitivně definitńı, potom jsou všechna vlastńı č́ısla µ Jacobiho matice reálná, |µ| < 1
(tj. ϱ(D−1(L+R)) < 1) a SOR konverguje pro libovolnou volbu x⃗(0) ⇔ ω ∈ (0, 2).
Definujme

ω0 =
2

1 +
√
1− µ2

0

,

kde µ0 = ϱ(D−1(L−R)). Pak 1 ≤ ω0 < 2, ϱω je klesaj́ıćı funkćı ω v intervalu (0, ω0⟩ a pro ω ∈ ⟨ω0, 2)
plat́ı ϱω = ω − 1.
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D̊ukaz. (1) Bud’te λ ̸= 0 vlastńı č́ıslo matice Lω, x⃗ k němu př́ıslušej́ıćı vlastńı vektor. Potom plat́ı
(D−ωL)−1[(1−ω)D+ωR]x⃗ = λx⃗. Tuto rovnici vynásob́ıme zleva matićı D−ωL a dostaneme
[(1−ω)D+ωR]x⃗ = λ(D−ωL)x⃗, odkud ω(R+λL)x⃗ = (λ+ω−1)Dx⃗. Tento vztah vynásob́ıme

zleva matićı 1√
λω
D−1, kde

√
λ znač́ı libovolnou komplexńı druhou odmocninu z λ. Potom(

1√
λ
D−1R+

√
λD−1L

)
x⃗ =

λ+ ω − 1√
λω︸ ︷︷ ︸

ozn. µ

x⃗.

Č́ıslo µ je tedy vlastńım č́ıslem matice
√
λD−1L + 1√

λ
D−1R. Protože je matice A shodně

uspořádaná, muśı být µ též vlastńım č́ıslem matice D−1L + D−1R. Tato matice je ovšem
slabě cyklická s indexem 2 (matice A je dvoucyklická), a tak je jej́ım vlastńım č́ıslem i −µ.

(2) Pro λ ̸= 0, ω ̸= 0 se bod 2 dokáže analogicky. Pro λ = 0 připadá podle (29) v úvahu jen ω = 1
a tehdy SOR přecháźı v Gaussovu-Seidelovu metodu, tj. Lω = (D − L)−1R. Máme dokázat,
že (∃x⃗ ̸= o⃗)((D − L)−1R x⃗ = o⃗), tedy že matice (D − L)−1R je singulárńı. Z definice matice
R je zřejmé, že R je singulárńı, a tak muśı být singulárńı i (D − L)−1R.

Položme ω = 1. Potom (29) přejde v λ2 = µ2λ, pro λ ̸= 0 je tedy λ = µ2. Odtud ϱ((D − L)−1R) =
(ϱ(D−1(L + R)))2, takže Gaussova-Seidelova metoda konverguje, právě když konverguje Jacobiho
metoda. Bud’ nyńı A pozitivně difinitńı. Potom Gaussova-Seidelova metoda konverguje při libovolné
volbě x⃗(0). To ovšem— jak jsme právě dokázali — znamená, že pro libovolné x⃗(0) konverguje i Jacobiho
metoda, takže muśı být ϱ(D−1(L+R)) < 1.
Plat́ı

D−1(L+R) = D− 1
2 [D− 1

2 (L+R)D− 1
2 ]D

1
2 ,

tj. matice D−1(L+R) je podobná matici D− 1
2 (L+R)D− 1

2 . Protože je matice A pozitivně definitńı,
muśı být podle definice 2.16 hermitovská. Z definice hermitovské matice je zřejmé, že hermitovská je
potom i matice L+R a t́ım pádem i matice D− 1

2 (L+R)D− 1
2 . Každá hermitovská matice má všechna

vlastńı č́ısla reálná, a tak má všechna vlastńı č́ısla reálná i matice D−1(L+R).
Přepǐsme (29) do tvaru

λ2 + [2(ω − 1)− ω2µ2]λ+ (ω − 1)2 = 0. (30)

Každé vlastńı č́ıslo λ matice Lω je tedy kořenem kvadratické rovnice s reálnými koeficienty. Odtud
ihned vyplývá:

(1) Je-li λ imaginárńı vlastńı č́ıslo Lω, je j́ım i λ a plat́ı λλ = (ω−1)2, takže |λ| =
√
λλ = |ω − 1|.

(2) Je-li λ1 reálné vlastńı č́ıslo Lω, je j́ım i λ2 takové, že λ1λ2 = (ω− 1)2. Bez újmy na obecnosti
potom plat́ı např. λ2 ≤ |ω − 1| ≤ λ1.

Nutnou podmı́nkou pro konvergenci metody při libovolné volbě x⃗(0) je tedy
ω ∈ (0, 2), nebot’ jinak by některé vlastńı č́ıslo matice Lω muselo mı́t absolutńı hodnotu větš́ı
nebo rovnu jedné. Z bodu 1 plyne, že jsou-li všechna vlastńı č́ısla matice Lω imaginárńı, potom
ϱω = |ω − 1|. Z bodu 2 plyne, že má-li matice Lω alespoň jedno vlastńı č́ıslo reálné, potom plat́ı
ϱω = max{|λ| | λ ∈ σ(Lω) ∩ R}. Naš́ım ćılem je vhodně vyjádřit ϱω v tomto druhém př́ıpadě.
Omeźıme se tedy na reálné kořeny rovnice (29) a ω ∈ (0, 2).
Vztah (29) tentokrát přeṕı̌seme takto:

λ+ ω − 1

ω
= ±µ

√
λ.

Tuto rovnici řešme graficky. Jej́ımi reálnými kořeny jsou λ-ové souřadnice pr̊useč́ık̊u př́ımky y =
1
ω (λ + ω − 1) s parabolou y = ±µ

√
λ. Př́ımka procháźı bodem [1, 1], parabola procháźı počátkem a

je t́ım otevřeněǰśı, č́ım je |µ| větš́ı. Pro pevné ω źıskáme ϱω jako větš́ı z λ-ových souřadnic pr̊useč́ık̊u
př́ımky s parabolou při volbě µ0 = ϱ(D−1(L+R)), tj. v př́ıpadě, kdy je parabola nejotevřeněǰśı.
S rostoućım ω se bude ϱω zmenšovat — př́ımka se bude naklánět v záporném smyslu až do chv́ıle,

kdy se stane tečnou paraboly; tehdy položme ω = ω0. Pro ω > ω0 př́ımka s parabolou žádné pr̊useč́ıky
nemá a všechna vlastńı č́ısla matice Lω jsou imaginárńı, tj. plat́ı ϱω = |ω − 1|; ovšem jen do meze
ω = ω1, kdy se př́ımka dotkne paraboly ,,vpravo”od bodu [1, 1]. Potom ale zřejmě ϱω > 1, takže
metoda nemůže konvergovat při každé volbě x⃗(0).
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Nyńı urč́ıme ω0 tak, že polož́ıme diskriminant rovnice (30) roven nule:

4(ω − 1)2 − 4(ω − 1)ω2µ2
0 + ω4µ4

0 − 4(ω − 1)2 = 0, ω2µ2
0 − 4ω + 4 = 0,

ω1, 2 =
4±

√
16− 16µ2

0

2µ2
0

= 2 · 1±
√
1− µ2

0

µ2
0

=
2µ2

0

µ2
0(1∓

√
1− µ2

0)
.

Protože muśı ω0 ∈ (0, 2), dostáváme

ω0 =
2

1 +
√
1− µ2

0

.

□
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3. Částečný problém vlastńıch č́ısel

Máme nalézt jedno, popř́ıpadě několik zpravidla v absolutńı hodnotě největš́ıch vlastńıch č́ısel a
př́ıpadně i odpov́ıdaj́ıćı vlastńı vektory.

3.1. Mocninná metoda. Zvoĺıme x⃗(0) tak, aby eT1 x⃗
(0) ̸= 0. Konstruujeme posloupnosti

ϱk = e⃗T1 Ax⃗
(k), x⃗(k+1) =

1

ϱk
Ax⃗(k). (31)

Zřejmě plat́ı

x⃗(k+1) =
1

ϱkϱk−1
A2x⃗(k−1) = . . . =

1

ϱkϱk−1 . . . ϱ0
Ak+1x⃗(0). (32)

Dále, dosad́ıme-li prvńı výraz v (31) do druhého výrazu tamtéž, obdrž́ıme

x⃗(k+1) =
1

eT1 Ax⃗
(k)
Ax⃗(k). (33)

Vynásob́ıme-li tuto rovnici zleva vektorem eT1 , dostaneme

(∀k ∈ N)(eT1 x⃗(k) = 1). (34)

1. Necht’ A má v absolutńı hodnotě největš́ı jediné vlastńı č́ıslo λ1 s algebraickou i geometrickou
násobnost́ı rovnou 1. Potom podle Jordanovy věty existuje regulárńı matice T tak, že plat́ı

A = T−1

λ1 J2
. . .

T.

Odtud s využit́ım (34) a (32) plyne

ϱk = eT1 Ax⃗
(k) =

eT1 Ax⃗
(k)

eT1 x⃗
(k)

=
ϱk−1 . . . ϱ0
ϱk−1 . . . ϱ0

· e
T
1 A

k+1x⃗(0)

eT1 A
kx⃗(0)

=

=

eT1 T
−1

λ
k+1
1

Jk+1
2

. . .

T x⃗(0)

eT1 T
−1

λ
k
1

Jk2
. . .

T x⃗(0)

= λ1

eT1 T
−1

1
( 1
λ1
J2)

k+1

. . .

T x⃗(0)

eT1 T
−1

1
( 1
λ1
J2)

k

. . .

T x⃗(0)

.

Podle věty 2.8 konverguj́ı diagonálńı bloky k nulové matici, a tak

ϱk
k→∞−→ λ1

eT1 T
−1

(
1

O

)
T x⃗(0)

eT1 T
−1

(
1

O

)
T x⃗(0)

= λ1

za předpokladu, že eT1 T x⃗
(0) ̸= 0. Jednak je ale nalezeńı takového vektoru x⃗(0), že eT1 T x⃗

(0) = 0, dosti
obt́ıžné, jednak vše sprav́ı chyby vzniklé zaokrouhlováńım. Dále podle (33) a (32) plat́ı

x⃗(k) =
Ax⃗(k−1)

eT1 Ax⃗
(k−1)

=
ϱk−2 . . . ϱ0
ϱk−2 . . . ϱ0

· Akx⃗(0)

eT1 A
kx⃗(0)

=

=

T−1

λ
k
1

Jk2
. . .

T x⃗(0)

eT1 T
−1

λ
k
1

Jk2
. . .

T x⃗(0)

=

T−1

1
( 1
λ1
J2)

k

. . .

T x⃗(0)

eT1 T
−1

1
( 1
λ1
J2)

k

. . .

T x⃗(0)

.
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Analogicky jako výše dostaneme

x⃗(k)
k→∞−→

T−1

(
1

O

)
T x⃗(0)

eT1 T
−1

(
1

O

)
T x⃗(0)

ozn.
= y⃗.

Zjistili jsme tedy, že posloupnost (x⃗(k)) konverguje. Snadno se přesvědč́ıme, že jej́ı limitńı vektor y⃗ je
vlastńım vektorem matice A př́ıslušej́ıćım k vlastńımu č́ıslu λ1: Z (31) totiž vyplývá vztah ϱkx⃗

(k+1) =
Ax⃗(k) a jeho zlimiceńım dostáváme λ1y⃗ = Ay⃗.
2. Necht’ A má v absolutńı hodnotě největš́ı jediné vlastńı č́ıslo λ1 s algebraickou i geometrickou

násobnost́ı rovnou p. Potom podle Jordanovy věty existuje regulárńı matice T tak, že plat́ı

A = T−1



λ1
. . .

λ1︸ ︷︷ ︸
p-krát

J2
. . .


T

a chováńı posloupnost́ı (ϱk), (x⃗
(k)) bude podobné jako v předchoźım př́ıpadě, pouze s následuj́ıćı

záměnou matic:

1
0

. . .

 −→



1
. . .

1︸ ︷︷ ︸
p-krát

0
. . .


,

tj. tam, kde v bodě 1 vystupovala prvńı matice, bude nyńı vystupovat druhá.
3. Necht’ A má v absolutńı hodnotě největš́ı dvě vlastńı č́ısla λ1, −λ1 s algebraickou i geometrickou

násobnost́ı rovnou 1. Potom podle Jordanovy věty existuje regulárńı matice T tak, že plat́ı

A = T−1


λ1

−λ1
J2

. . .

T. (35)

Podobnou cestou jako v př́ıpadě 1 dostaneme

ϱk =

eT1 T
−1


λk+1
1

(−λ1)k+1

Jk+1
2

. . .

T x⃗(0)

eT1 T
−1


λk1

(−λ1)k
Jk2

. . .

T x⃗(0)

=
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= λ1

eT1 T
−1


1

(−1)k+1

( 1
λ1
J2)

k+1

. . .

T x⃗(0)

eT1 T
−1


1

(−1)k
( 1
λ1
J2)

k

. . .

T x⃗(0)

.

Tato posloupnost obecně diverguje, vybrané posloupnosti ϱ2i, ϱ2i+1 však konverguj́ı:

ϱ2i
i→∞−→ λ1

eT1 T
−1

1
−1

O

T x⃗(0)

eT1 T
−1

1
1

O

T x⃗(0)

, ϱ2i+1
i→∞−→ λ1

eT1 T
−1

1
1

O

T x⃗(0)

eT1 T
−1

1
−1

O

T x⃗(0)

a plat́ı ϱ2iϱ2i+1 → λ21.
Posloupnosti Ax⃗(k) + λ1x⃗

(k), resp. Ax⃗(k) − λ1x⃗(k) aproximuj́ı vlastńı vektory př́ıslušné k vlastńım
č́ısl̊um λ1, resp. −λ1, i když nekonverguj́ı. Dokážeme např́ıklad, že posloupnost Ax⃗(2i) + λ1x⃗

(2i) kon-
verguje k vlastńımu vektoru př́ısl. k vlastńımu č́ıslu λ1:
Podle (31) je

Ax⃗(2i) + λ1x⃗
(2i) =

A2x⃗(2i−1) + λ1Ax⃗
(2i−1)

eT1 Ax⃗
(2i−1)

=
A2i+1x⃗(0) + λ1A

2ix⃗(0)

eT1 A
2ix⃗(0)

=

=

T−1



λ2i+1
1

(−λ1)2i+1

J2i+1
2

. . .

+ λ1


λ2i1

(−λ1)2i
J2i
2

. . .


T x⃗(0)

eT1 T
−1


λ2i1

(−λ1)2i
J2i
2

. . .

T x⃗(0)

=

= λ1

T−1


2

0
( 1
λ1
J2)

2i+1 + ( 1
λ1
J2)

2i

. . .

T x⃗(0)

eT1 T
−1


1

1
( 1
λ1
J2)

2i

. . .

T x⃗(0)

i→∞−→ λ1
α
T−1

(
2

O

)
T x⃗(0)

a tento limitńı vektor je vlastńım vektorem matice A př́ıslušej́ıćım k vlastńımu č́ıslu λ1. S využit́ım
(35) totiž dostaneme

A

[
λ1
α
T−1

(
2

O

)
T x⃗(0)

]
=
λ1
α
T−1

(
2λ1

O

)
T x⃗(0) = λ1

λ1
α
T−1

(
2

O

)
T x⃗(0).
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4. Necht’ A má v absolutńı hodnotě největš́ı dvě vlastńı č́ısla λ1, λ1 s algebraickou i geometrickou
násobnost́ı rovnou 1. Potom podle Jordanovy věty existuje regulárńı matice T tak, že plat́ı

A = T−1


λ1

λ1
J2

. . .

T.

Podobně jako výše zjist́ıme, že posloupnosti (31) v tomto př́ıpadě nekonverguj́ı, protože se (λ1

λ1
)k a

( λi

λ1
)k, i > 1 toč́ı v jednotkové kružnici.

Tvrzeńı 3.1. Bud’ t2 + pt+ q polynom, který má za kořeny λ1, λ1. Potom

A2x⃗(k) + pAx⃗(k) + qx⃗(k)
k→∞−→ o⃗,

tj. pro vysoká k je soubor vektor̊u (A2x⃗(k), Ax⃗(k), x⃗(k)) téměř lineárně závislý.

D̊ukaz. Plat́ı A2x⃗(k) + pAx⃗(k) + qx⃗(k) =

=
1

eT1 Ax⃗
(k−1)

[A3 + pA2 + qA]x⃗(k−1) =
[Ak+2 + pAk+1 + qAk]x⃗(0)

eT1 A
kx⃗(0)

=

=

T−1


λk+2
1 + pλk+1

1 + qλk1
λ
k+2

1 + pλ
k+1

1 + qλ
k

1

Jk+2
2 + pJk+1

2 + qJk2
. . .

T x⃗(0)

eT1 T
−1


λk1

λ
k

1

Jk2
. . .

T x⃗(0)

=

=

T−1


λ21 + pλ1 + q

(λ1

λ1
)k(λ

2

1 + pλ1 + q)

( 1
λ1
J2)

k(J2
2 + pJ2 + q)

. . .

T x⃗(0)

eT1 T
−1


1

(λ1

λ1
)k

( 1
λ1
J2)

k

. . .

T x⃗(0)

k→∞−→ o⃗,

nebot’ λ21 + pλ1 + q = λ
2

1 + pλ1 + q = 0 a stále předpokládáme eT1 T x⃗
(0) ̸= 0. □

Postup je tedy následuj́ıćı: Protože plat́ı A2x⃗(k) = ϱk+1ϱkx⃗
(k+2), Ax⃗(k) = ϱkx⃗

(k+1), stač́ı sledovat
lineárńı závistlost tř́ı po sobě jdoućıch člen̊u posloupnosti x⃗(k) pro vysoké indexy k, z nich vypoč́ıtat
koeficienty p, q a vlastńı č́ısla λ1, λ1 nalézt jako kořeny polynomu t2 + pt+ q.
Posloupnosti Ax⃗(k) − λ1x⃗(k), resp. Ax⃗(k) − λ1x⃗(k) aproximuj́ı vlastńı vektory př́ıslušné k vlastńım

č́ısl̊um λ1, resp. λ1. Dokážeme prvńı z těchto př́ıpad̊u:
Plat́ı A2x⃗(k)+pAx⃗(k)+qx⃗(k) ≈ o⃗, přičemž p = −(λ1+λ1) a q = λ1λ1. Po dosazeńı dostaneme A2x⃗(k)−

λ1Ax⃗
(k) ≈ λ1Ax⃗

(k) − λ1λ1x⃗
(k), tj. A(Ax⃗(k) − λ1x⃗

(k)) ≈
≈ λ1(Ax⃗(k) − λ1x⃗(k)).
5. Necht’ A má v absolutńı hodnotě největš́ı jediné vlastńı č́ıslo λ1 s algebraickou násobnost́ı rovnou

2 a geometrickou násobnost́ı rovnou 1. Potom podle Jordanovy věty existuje regulárńı matice T tak,
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že plat́ı

A = T−1


λ1
1 λ1

J2
. . .

T.

Tentokrát dostaneme

ϱk =

eT1 T
−1


λk+1
1

(k + 1)λk1 λk+1
1

Jk+1
2

. . .

T x⃗(0)

eT1 T
−1


λk1

kλk−1
1 λk1

Jk2
. . .

T x⃗(0)

=

=

eT1 T
−1


λ1
k + 1 λ1

( 1
λ1
J2)

kJ2
. . .

T x⃗(0)

eT1 T
−1


1
k
λ1

1

( 1
λ1
J2)

k

. . .

T x⃗(0)

.

Posledńı výraz má pro k →∞ stejnou limitu jako výraz

eT1 T
−1

 λ1
k + 1 λ1

O

T x⃗(0)

eT1 T
−1

 1
k
λ1

1

O

T x⃗(0)

= λ1


1 +

eT1 T
−1

 0
1
λ1

0

O

T x⃗(0)

eT1 T
−1

 1
k
λ1

1

O

T x⃗(0)


k→∞−→ λ1.

Poznámka. Právě popsaný př́ıpad se od předchoźıch lǐśı rychlost́ı konvergence. Ta v př́ıpadech 1–4
závisela na rychlostech konvergenćı ( λi

λ1
)k → 0, i > 1; v př́ıpadě 5 je konvergence úměrná 1/k, tedy

výrazně pomaleǰśı. Považujeme-li 5 za 4, źıskáme výsledek rychleji.

Poznámka. Členy posloupnosti (x⃗(k)) jsou pouhými násobky tzv. Krylovovy posloupnosti (Akx⃗(0)).
Stačilo by tedy poč́ıtat členy této posloupnsoti. Přesto je i v tomto př́ıpadě potřeba alespoň čas od
času dělit vhodnou konstantou, aby nedošlo k přetečeńı nebo naopak zaokrouhleńı na nulu.

3.2. Redukčńı metoda. Představte si, že znáte jedno vlastńı č́ıslo λ matice A a k němu př́ıslušej́ıćı
vlastńı vektor u⃗ = (u1, . . . , un)

T . Jestliže vás zaj́ımá ještě nějaké jiné vlastńı č́ıslo (a k němu
př́ıslušej́ıćı vlastńı vektor) této matice, potom redukčńı metoda je t́ım, co potřebujete.
Bez újmy na obecnosti bud’ u1 ̸= 0. Označme

P =


u1
u2 1
...

. . .

un 1

 = (u⃗, e⃗(2), . . . , e⃗(n)).
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Potom

P−1 =


1
u1−u2

u1
1

...
. . .

−un

u1
1


a AP = (Au⃗, Ae⃗(2), . . . , Ae⃗(n)), odkud

P−1AP =


1
u1−u2

u1
1

...
. . .

−un

u1
1



λ1u1 a12 . . . a1n
λ1u2 a22 . . . a2n
...

...
...

λ1un an2 . . . ann

 =

=


λ1

a12
u1

. . . a1n
u1

0 a22 − u2

u1
a12 . . . a2n − u2

u1
a1n

...
...

...
0 an2 − un

u1
a12 . . . ann − un

u1
a1n

 =


λ1

a12
u1

. . . a1n
u1

o⃗ B

 ,

přičemž B jsme označili sumbatici, která vznikne z matice P−1AP vynecháńım prvńıho řádku a
sloupce. Matice A je podobná matici P−1AP , má proto stejný charakteristický polynom |A− λI| =
(λ1 − λ) |B − λI|. Matice B má tedy stejné spektrum jako matice A až na to, že vlastńı č́ıslo λ1 v
něm má o jedničku menš́ı algebraickou násobnost. Speciálně, je-li λ1 jednoduché vlastńı č́ıslo matice
A, potom to neńı vlastńı č́ıslo matice B.
Spočteme-li (např. mocninnou metodou) nějaké vlastńı č́ıslo λ2 ̸= λ1 matice B a k němu př́ıslušej́ıćı

vlastńı vektor z⃗ = (z2, . . . , zn)
T , źıskáme vlastńı vektor matice A př́ıslušej́ıćı k vlastńımu č́ıslu λ2

takto: Hledejme z1 ∈ C tak, aby

(
z1
z⃗

)
byl vlastńı vektor matice P−1AP . Muśı platit(

λ1
a12
u1

. . . a1n
u1

o⃗ B

)(
z1
z⃗

)
= λ2

(
z1
z⃗

)
,(

λ1z1 +
1
u1
(a12z2 + . . .+ a1nzn)

λ2z⃗

)
=

(
λ2z1
λ2z⃗

)
,

z1 =
a12z2 + . . .+ a1nzn

(λ2 − λ1)u1
.

Přechod od vlastńıho vektoru matice P−1AP k vlastńımu vektoru matice A je již hračkou: Stač́ı vztah

P−1AP

(
z1
z⃗

)
= λ2

(
z1
z⃗

)
vynásobit zleva matićı P a dozv́ıme se, že vlastńım vektorem matice A př́ıslušej́ıćım k vlastńımu č́ıslu
λ2 je vektor

P

(
z1
z⃗

)
=


u1
u2 1
...

. . .

un 1



z1
z2
...
zn

 =


z1u1

z1u2 + z2
...

z1un + zn

 = z1u⃗+

(
0
z⃗

)
.

Poznámka. K řešeńı úplného problému vlastńıch č́ısel se redukčńı metoda nehod́ı, nebot’ v praxi by
se každé daľśı vlastńı č́ıslo poč́ıtalo se stále menš́ı přesnost́ı.
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4. Úplný problém vlastńıch č́ısel

Úkolem je nalézt v sechna vlastńı č́ısla a př́ıpadně i všechny vlastńı vektory dané regulárńı matice.

4.1. Trojúhelńıková metoda a LR-algoritmus.

4.1.1. Trojúhelńıková metoda. Konstruujeme dvě posloupnosti matic (Ls), (Rs) tak, že L0 zvoĺıme
a matice L1, R1 źıskáme z rozkladu matice AL0 na součin dolńı trojúhelńıkové matice s jedničkami
na diagonále a horńı trojúhelńıkové matice: AL0 = L1R1. Předpokládejme, že matice AL0 je silně
regulárńı, aby byl tento rozklad jednoznačný. Dále postupujeme analogicky:

ALk = Lk+1Rk+1, (36)

přičemž Lk+1 je dolńı trojúhelńıková matice s jedničkami na diagonále a Rk+1 horńı trojúhelńıková
matice.
Za př́ıznivých okolnost́ı posloupnost (Ls) konverguje a potom vlastńı č́ısla a vektory matice A na-

jdeme snadno:

Tvrzeńı 4.1. Necht’ posloupnost (Ls) konverguje k matici L. Potom konverguje i posloupnost (Rs),
a označ́ıme-li R limitńı matici této posloupnosti, plat́ı:

(1) Diagonálńı prvky matice R jsou vlastńı č́ısla matice A.
(2) Je-li y⃗ vlastńı vektor matice R, potom Ly⃗ je vlastńı vektor matice A.

D̊ukaz. Z (36) vyplývá Rk+1 = L−1
k+1ALk, a konverguje-li posloupnost (Ls), potom zřejmě konverguje

i posloupnost (L−1
s ), takže muśı konvergovat i posloupnost (Rs). Zlimiceńım tohoto vztahu dostaneme

R = L−1AL.

(1) Posledńı rovnost znamená, že matice R je podobná matici A, a tud́ıž má stejná vlastńı č́ısla.
Protože všechny členy posloupnosti (Rs) jsou horńı trojúhelńıkové matice, muśı být podle
definice 2.1 matice R též horńı trojúhelńıková a vlastńımi č́ısly trojúhelńıkové matice jsou jej́ı
diagonálńı prvky.

(2) Plat́ı Ry⃗(i) = λiy⃗
(i), ale R = L−1AL, takže ALy⃗(i) = λiLy⃗

(i).

□

4.1.2. LR-algoritmus. Konstruujeme tři posloupnosti matic (As), (L̄s), (R̄s) tak, že polož́ıme A1 = A
a matice L̄1, R̄1 źıskáme z rozkladu matice A1 na součin dolńı trojúhelńıkové matice s jedničkami
na diagonále a horńı trojúhelńıkové matice: A1 = L̄1R̄1. Předpokládejme, že matice A je silně re-
gulárńı, aby byl tento rozklad jednoznačný. Matici A2 źıskáme takto: A2 = R̄1L̄1. Dále postupujeme
analogicky:

Ak+1 = R̄kL̄k −→ Ak+1 = L̄k+1R̄k+1. (37)

Z druhé rovnice v (37) plyne R̄k = L̄−1
k Ak. Tento vztah dosad́ıme do prvńı rovnice tamtéž a máme

Ak+1 = L̄−1
k AkL̄k. To znamená, že všechny matice Ak jsou si podobné. Za př́ıznivých okolnost́ı

konverguje posloupnost (As) k horńı trojúhelńıkové matici; za méně př́ıznivých alespoň některé prvky
matic Ak pod diagonálou konverguj́ı k nule a d́ıky tomu dokážeme vlastńı č́ısla určit i tehdy.

4.1.3. Odvozeńı vzorc̊u pro rozklad. Bud’te A = (aij),

L =


1
l21 1
...

...
. . .

ln1 ln2 . . . 1

 , R =


r11 r12 . . . r1n

r22 . . . r2n
. . .

...
rnn

 .

Z rovnosti A = LR dostaneme

aij = li1r1j + li2r2j + . . .+ lii−1ri−1j + rij pro i ≤ j, j ∈ n̂,
aij = li1r1j + li2r2j + . . .+ lij−1rj−1j + lijrjj pro i > j, i ∈ n̂

a odtud plyne

rij = aij − (li1r1j + li2r2j + . . .+ lii−1ri−1j) pro i ≤ j, j ∈ n̂,
lij =

1
rjj

[aij − (li1r1j + li2r2j + . . .+ lij−1rj−1j)] pro i > j, i ∈ n̂.
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Prvky rij , lij je možné zapisovat hned po výpočtu na mı́sta, kde byly předt́ım prvky aij , a to v
pořad́ı naznačeném ve schématu:

r11 r12 r13 . . . r1n r1n+1 ← 1. krok
l21 r22 r23 . . . r2n r2n+1 ← 3. krok
l31 l32
...

...
ln1 ln2
↑ ↑

2. krok 4. krok

Poznámka (porovnáńı metod). (1) Rychlost obou metod je stejná.
(2) Trojúhelńıková metoda má na rozd́ıl od LR-algoritmu samoopravnou schopnost, nebot’ matici

L0 lze volit téměř libovolně (dokonce nemuśı být ani trojúhelńıková).
(3) Trojúhelńıková metoda má větš́ı pamět’ové nároky: Jsou potřeba dvě pole o rozměrech n× n

(v jednom muśı být po celou dobu uložena matice soustavy). U LR-algoritmu stač́ı jediné
pole o rozměrech n× n. Je-li matice soustavy např. tridiagonálńı, potom může mı́t toto pole
rozměry dokonce jen 3× n.

4.1.4. Konvergence.

Tvrzeńı 4.2. Necht’ je matice AsL0 silně regulárńı a bud’ AsL0 = LsRs jej́ı rozklad na dolńı
trojúhelńıkovou matici s jedničkami na diagonále Ls a horńı trojúhelńıkovou matici Rs. Potom plat́ı

Ls = Ls,Rs = Rs . . . R1,

kde Ls, resp. Rs jsou př́ıslušné členy posloupnost́ı matic (Lk), resp. (Rk) v trojúhelńıkové metodě.

D̊ukaz. Podle (36) plat́ı AsL0 = As−1AL0 = As−1L1R1 = As−2AL1R1 =
= As−2L2R2R1 = . . . = LsRs . . . R2R1. Tvrzeńı vyplývá z jednoznačnosti rozkladu. □

Tvrzeńı 4.3. Bud’te

(1) matice As silně regulárńı,
(2) (Lk), (Rk) posloupnosti matic z trojúhelńıkové metody při volbě L0 = I,
(3) (L̄k), (R̄k) posloupnosti matic z LR-algoritmu.

Potom plat́ı Ls = L̄1 . . . L̄s, Rs = R̄s.

D̊ukaz. Podle (37) je

As = A1 . . . A1︸ ︷︷ ︸
s-krát

= L̄1 R̄1L̄1︸ ︷︷ ︸
A2

R̄1 . . . L̄1 R̄1L̄1︸ ︷︷ ︸
A2

R̄1 =

= L̄1L̄2 R̄2L̄2︸ ︷︷ ︸
A3

R̄2 . . . L̄2 R̄2L̄2︸ ︷︷ ︸
A3

R̄2R̄1 = . . . = L̄1 . . . L̄sR̄s . . . R̄1.

Polož́ıme-li v d̊ukazu předchoźıho tvrzeńı L0 = I, vyplyne tvrzeńı opět z jednoznačnosti rozkladu. □

Důsledek 4.4. Konverguje-li trojúhelńıková metoda při volbě L0 = I, potom posloupnost (As) v
LR-algoritmu konverguje k horńı trojúhelńıkové matici.

D̊ukaz. Podle předchoźıho tvrzeńı je Ls = Ls−1L̄s, Rs = R̄s. Odtud As = L̄sR̄s = L−1
s−1LsRs. Podle

předpokladu je Ls → L, Rs → R, a tak As → R. □

Od této chv́ıle budeme předpokládat, že matice A má vlastńı č́ısla λ1, . . . , λn, přičemž algebraická
i geometrická násobnost každého z těchto vlastńıch č́ısel je stejná, a že plat́ı

|λ1| ≥ |λ2| ≥ . . . ≥ |λn| . (38)

Podle Jordanovy věty je tedy matice A podobná diagonálńı matici

D =

λ1 . . .

λn

 ,
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tj. existuje taková regulárńı matice X, že plat́ı A = XDX−1. Toto značeńı si rovněž podržme až do
konce kapitoly.
Nyńı rozebereme tři př́ıpady. U prvńıch dvou se budeme soustředit na trojúhelńıkovou metodu

— z předchoźıho d̊usledku je zřejmé, že konverguje-li tato metoda, konverguje i LR-algoritmus. V
posledńım př́ıpadě trojúhelńıková metoda nekonverguje, a proto se omeźıme na popis chováńı LR-
algoritmu. Napřed si ještě vyslov́ıme d̊uležitou lemmu.

Lemma 4.5. Bud’ A matice tvaru A = I + F a necht’ ∥F∥ je dostatečně malá. Potom existuje dolńı
trojúhelńıková matice L s jedničkami na diagonále a horńı trojúhelńıková matice R tak, že A = LR,
a plat́ı L→ I, R→ I pro ∥F∥ → 0.

D̊ukaz. Bez d̊ukaz̊u uved’me, že jsou-li L = (lij), D = (dij), R = (rij) matice z trojúhelńıkového
rozkladu matice A, protom plat́ı

lij =
detAij
detAii

(j < i), dij =
detAii

detAi−1i−1
(j = i), rij =

detAij
detAjj

(j > i),

kde Aij je matice, která vznikne z A v př́ıpadě i ≤ j vynecháńım řádk̊u i + 1, . . . , n a sloupc̊u
i, i+1, . . . , j−1, j+1, . . . , n a v př́ıpadě i > j vynecháńım řádk̊u j, j+1, . . . , i−1, i+1, . . . , n a
sloupc̊u j+1, . . . , n. Z definice determinantu je zřejmé, že jde o spojité funkce proměnných aij (jsou
to racionálńı funkce, tj. pod́ıly polynomů a ,,polynom je ta nejspojitěǰśı funkce, jaká může bejt”). To
znamená, že má-li matice A rozklad, potom má rozklad i matice B, která se ,,př́ılǐs nelǐśı”od A, a
rozklad této matice B se ,,př́ılǐs nelǐśı”od rozkladu matice A. □

Tvrzeńı 4.6. (1) Necht’ jsou všechna vlastńı č́ısla matice A jednoduchá a r̊uzná co do absolutńıch
hodnot (tj. všechny nerovnosti v (38) jsou ostré).

(2) Necht’ jsou obě matice X, X−1L0 silně regulárńı.
Potom trojúhelńıková metoda konverguje.

D̊ukaz. Podle předpokladu existuje jednoznačný rozkladX−1L0 = LYRY , kde LY je dolńı trojúhelńıková
matice s jedničkami na diagonále a RY horńı trojúhelńıková matice. Proto plat́ı

AsL0 = XDsX−1L0 = XDsLYRY = XDsLYD
−sDsRY , (39)

kde D−s je zkrácené označeńı matice (D−1)s — tato matice určitě existuje, nebot’ předpokládáme, že
matice A je regulárńı. Zkoumejme matici DsLYD

−s: S využit́ım vět 1.6 a 1.7 dostáváme

[DsLYD
−s]ij =


0 j > i,

1 j = i,

[LY ]ij

(
λi

λj

)s
j < i.

Z předpokladu 1 vyplývá, že pro i > j je
∣∣∣ λi

λj

∣∣∣ < 1, takže prvky pod diagonálou konverguj́ı k nule,

a proto můžeme psát DsLYD
−s = I + Fs, kde Fs je dolńı trojúhelńıková matice s nulami na dia-

gonále. Tento vztah dosad́ıme do (39) a zároveň provedeme rozklad X = LXRX , kde LX je dolńı
trojúhelńıková matice s jedničkami na diagonále a RX horńı trojúhelńıková matice. Dostaneme

AsL0 = LXRX(I + Fs)D
sRY = LX(RX +RXFs)D

sRY = LX(I +RXFsR
−1
X )RXD

sRY .

Označme Gs = RXFsR
−1
X . Protože Fs

s→∞−→ O, je i Gs
s→∞−→ O a pro vysoká s existuje podle lemmy

4.5 rozklad

I +Gs = (I + L
(s)
G )(I +R

(s)
G ),

kde L
(s)
G je dolńı trojúhelńıková matice s nulami na diagonále, L

(s)
G

s→∞−→ O, aR
(s)
G je horńı trojúhelńıková

matice, R
(s)
G

s→∞−→ O. Źıskali jsme vztah

AsL0 = LX(I + L
(s)
G )(I +R

(s)
G )RXD

sRY .

To je ovšem rozklad matice AsL0 na součin dolńı trojúhelńıkové matici s jedničkami na diagonále a
horńı trojúhelńıkové matice. Protože je tento rozklad za daných předpoklad̊u jednoznačný, muśı podle

tvrzeńı 4.2 platit LX(I +L
(s)
G ) = Ls, kde Ls je př́ıslušná matice z posloupnosti (Lk) v trojúhelńıkové

metodě. Zlimiceńım tohoto vztahu dostaneme Ls → LX , tj. trojúhelńıková metoda konverguje. □
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Poznámka (d̊usledky d̊ukazu). (1) Z d̊ukazu předchoźıho tvrzeńı vyplývá existence takového p ∈
N, že jsou-li matice AL0, AL1, . . . , ALp silně regulárńı, potom je zaručena existence rozkladu
(36) matic ALp+1, ALp+2, . . .

(2) Rychlost konvergence záviśı na rychlosti konvergence
(
λi

λj

)s
→ 0, i > j, tj. konvergence je t́ım

rychleǰśı, č́ım v́ıce se lǐśı absolutńı hodnoty vlastńıch č́ısel matice A.
(3) Vlastńı č́ısla budou na diagonále limitńı matice posloupnosti (Rs) z trojúhelńıkové metody

srovnána podle velikosti.

D̊ukaz. Dokážeme posledńı tvrzeńı: Podle (36) plat́ı Rs = L−1
s ALs−1. Označ́ıme-li R limitńı matici

posloupnosti (Rk) v trojúhelńıkové metodě, potom zlimiceńım tohoto vztahu dostaneme

R = L−1
X ALX = L−1

X XDX−1LX = RXDR
−1
X .

Tvrzeńı vyplývá z vět 1.6 a 1.7. □

Důsledek 4.7. Je-li splněn předpoklad 1 tvrzeńı 4.6 a jsou-li matice X, X−1 silně regulárńı, potom
posloupnost (As) v LR-algoritmu konverguje k horńı trojúhelńıkové matici.

D̊ukaz. Tvrzeńı plyne z d̊usledku 4.4. □

Tvrzeńı 4.8. (1) Necht’ má matice A jedno vlastńı č́ıslo násobné a ostatńı jej́ı vlastńı č́ısla necht’

jsou jednoduchá a r̊uzná co do absolutńıch hodnot, tj. plat́ı λr = λr+1 = . . . = λt a jinak
všechny nerovnosti v (38) jsou ostré.

(2) Necht’ jsou matice X−1L0, XL̃ silně regulárńı (význam matice L̃ viz d̊ukaz).
Potom trojúhelńıková metoda konverguje.

D̊ukaz. Podle předpokladu existuje jednoznačný rozkladX−1L0 = LYRY , kde LY je dolńı trojúhelńıková
matice s jedničkami na diagonále a RY horńı trojúhelńıková matice. Proto opět plat́ı (39) a

[DsLYD
−s]ij =


0 j > i,

1 j = i,

[LY ]ij

(
λi

λj

)s
j < i.

Tentokrát však k nule nekonverguj́ı všechny prvky pod diagonálou, ale pouze ty z nich, které lež́ı ve
sloupćıch 1, . . . , r−1 nebo v řádćıch t+1, . . . , n. Označme L̃ matici, která vznikne z DsLYD

−s tak,
že prvky, které konverguj́ı k nule, nahrad́ıme nulami. Je tedy DsLYD

−s = L̃+ F̃s, kde F̃s → O. Tento
vztah dosad́ıme do (39) a zároveň provedeme rozklad XL̃ = LXRX , kde LX je dolńı trojúhelńıková
matice s jedničkami na diagonále a RX horńı trojúhelńıková matice. Dostaneme

AsL0 = X(L̃+ F̃s)D
sRY = XL̃(I + L̃−1F̃s)D

sRY = LX(I +RX L̃
−1F̃sR

−1
X )RXD

sRY .

Označme Ks = RX L̃
−1F̃sR

−1
X . Protože Fs

s→∞−→ O, je i Ks
s→∞−→ O a pro vysoká s existuje podle

lemmy 4.5 rozklad

I +Ks = (I + L
(s)
K )(I +R

(s)
K ),

kde L
(s)
K je dolńı trojúhelńıková matice s nulami na diagonále, L

(s)
K

s→∞−→ O, aR
(s)
K je horńı trojúhelńıková

matice, R
(s)
K

s→∞−→ O. Źıskali jsme vztah

AsL0 = LX(I + L
(s)
K )(I +R

(s)
K )RXD

sRY .

Stejnou úvahou jako v d̊ukazu tvrzeńı 4.6 zjist́ıme, že Ls → LX . □

Poznámka. Vlastńı č́ısla budou na diagonále limitńı matice posloupnosti (Rs) z trojúhelńıkové metody
opět srovnána podle velikosti.

D̊ukaz. Z (36) vyplývá Rs = L−1
s ALs−1. Zlimiceńım tohoto vztahu dostaneme

R = L−1
X XDX−1LX = L−1

X XL̃L̃−1DL̃L̃−1X−1LX = RX(L̃−1DL̃)R−1
X .
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Zkoumejme matici L̃−1DL̃: Matice D, L̃ pǐsme v blokovém tvaru

D =

D1

λrI
D2

 , L̃ =

I L+

I

 ,

kde L+ je dolńı trojúhelńıková matice řádu t− r + 1. Potom plat́ı

L̃−1DL̃ =

I L+

I

−1D1

λrI
D2

I L+

I

 =

D1

λrI
D2

 = D,

takže R = RXDR
−1
X a tvrzeńı opět vyplývá z vět 1.6 a 1.7. □

Posledńı př́ıpad rozebereme slovně.

(1) Necht’ v (38) plat́ı |λr| = |λr+1| = . . . = |λt| a ostatńı nerovnosti jsou ostré.
(2) Necht’ jsou matice X, X−1 silně regulárńı.

(3) Necht’ ∀s ∈ N existuje rozklad XL̃s = L∗
sR

∗
s a prvky matic L∗

s, R
∗
s jsou omezené nezávisle na

s (význam matic L̃s viz dále).

(4) Necht’ ∀s ∈ N existuje rozklad R22L
+
s = L̂sR̂s (význam matic R22, L

+
s viz dále).

Jak jsme předeslali, trojúhelńıková metoda v tomto př́ıpadě nekonverguje, a proto se omeźıme na popis
chováńı LR-algoritmu. Ten sice také nekonverguje, ale konvergovat budou alespoň některé prvky matic
(As).
Proved’me rozklad X−1 = LYRY . Potom

As = XDsX−1 = XDsLYRY = XDsLYD
−sDsRY (40)

a pro prvky matice DsLYD
−s opět plat́ı

[DsLYD
−s]ij =


0 j > i,

1 j = i,

[LY ]ij

(
λi

λj

)s
j < i.

Posloupnost
(
λi

λj

)s
je pro i, j ∈ {r, r + 1, . . . , t}, i > j zřejmě divergentńı — členy posloupnosti

,,se toč́ı”v jednotkové kružnici. Ostatńı prvky pod diagonálou však konverguj́ı k nule, a tak můžeme
tentokrát psát DsLYD

−s = L̃s + F̃s, kde F̃s → O. Matice L̃s = DsL̃D−s je dolńı trojúhelńıková s
jedničkami na diagonále a všechny jej́ı mimodiagonálńı prvky maj́ı stejnou absolutńı hodnotu (ma-

tice L̃ má stejný význam jako v d̊ukazu předchoźıho tvrzeńı). Předchoźı vztah dosad́ıme do (40) a
provedeme rozklad podle bodu 3:

As = X(L̃s + F̃s)D
sRY = XL̃s(I + L̃−1

s F̃s)D
sRY = L∗

sR
∗
s(I + L̃−1

s F̃s)D
sRY =

= L∗
s(I +R∗

sL̃
−1
s F̃sR

∗−1
s )R∗

sD
sRY .

Označme Gs = R∗
sL̃

−1
s F̃sR

∗−1
s . Protože Fs

s→∞−→ O, je i Gs
s→∞−→ O a pro vysoká s existuje podle

lemmy 4.5 rozklad

I +Gs = (I + L
(s)
G )(I +R

(s)
G ),

kde L
(s)
G je dolńı trojúhelńıková matice s nulami na diagonále, L

(s)
G

s→∞−→ O, aR
(s)
G je horńı trojúhelńıková

matice, R
(s)
G

s→∞−→ O. Źıskali jsme vztah

As = L∗
s(I + L

(s)
G )(I +R

(s)
G )R∗

sD
sRY .

Proved’me rozklad matice As = LsRs, kde Ls je dolńı trojúhelńıková matice s jedničkami na diagonále

a Rs horńı trojúhelńıková matice. Z jednoznačnosti tohoto rozkladu vyplývá Ls = L∗
s(I+L

(s)
G ), takže

pro vysoká s je Ls ≈ L∗
s (posloupnost (L

∗
k) nemuśı konvergovat, proto neṕı̌seme Ls → L∗

s). Dále v́ıme,
že podle (37) je

As+1 = L̄−1
s AsL̄s = L̄−1

s . . . L̄−1
1 A1L̄1 . . . L̄s = L−1

s A1Ls,
a tak po dosazeńı L∗

s za Ls máme

As+1 ≈ L∗−1
s AL∗

s = L∗−1
s XDX−1L∗

s = L∗−1
s XL̃sL̃

−1
s DL̃sL̃

−1
s X−1L∗

s =
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= L∗−1
s L∗

sR
∗
sL̃

−1
s DL̃sR

∗−1
s L∗−1

s L∗
s = R∗

sL̃
−1
s DL̃sR̃

∗−1
s .

Zbývá naj́ıt vhodné vyjádřeńı matice R∗
s . Plat́ı L

∗
sR

∗
s = XL̃s = LXRX L̃s. Rozdělme matice z po-

sledńıho výrazu na bloky

LX =

L11

L21 L22

L31 L32 L33

 , RX =

R11 R12 R13

R22 R23

R33

 , L̃s =

I L+
s

I

 .

Potom je

LXRX L̃s =

L11

L21 L22

L31 L32 L33

R11 R12 R13

R22 R23

R33

I L+
s

I

 =

=

L11

L21 L22

L31 L32 L33

R11 R12L
+
s R13

R22L
+
s R23

R33

 .

Pot́ıž je v tom, že blok R22L
+
s neńı diagonálńı. Podle bodu 4 však můžeme provést jeho rozklad

R22L
+
s = L̂sR̂s a odtud

L∗
s = LX

I L̂s
I

 , R∗
s =

I L̂−1
s

I

RX L̃s.

Po dosazeńı dostaneme

As+1 ≈

I L̂−1
s

I

RX L̃sL̃
−1
s DL̃s(RX L̃s)

−1

I L̂−1
s

I

−1

=

=

I L̂−1
s

I

RXDR
−1
X

I L̂s
I

 =

=

I L̂−1
s

I

R̃11 R̃12 R̃13

R̃22 R̃23

R̃33

I L̂s
I

 =

R̃11 R̃12L̂s R̃13

L̂−1
s R̃22L̂s L̂−1

s R̃23

R̃33

 ,

kde

R̃11 =

λ1 . . .

λr−1

 , R̃22 =

λr . . .

λt

 , R̃33 =

λt+1

. . .

λn

 .

Shrnut́ı. Posloupnost (As) se pro vysoká s chová takto:

(1) Diagonálńı prvky ve sloupćıch 1, . . . , r−1, t+1, . . . , n konverguj́ı k vlastńım č́ısl̊um λ1, . . . , λr−1, λt+1, . . . , λn
a prvky pod diagonálou v těchto sloupćıch konverguj́ı k nule.

(2) Ve sloupćıch r, . . . , t konverguj́ı k nule obecně pouze prvky v řádćıch
t+ 1, . . . , n.

(3) Zbylá vlastńı č́ısla jsou vlastńımi č́ısly submatice, která vznikne z matice As vynecháńım řádk̊u
a sloupc̊u 1, . . . , r − 1, t+ 1, . . . , n.

Poznámka. Podobná situace nastane, má-li matice A komplexně sdružené dvojice vlastńıch č́ısel, tj.

existuj́ı-li vzájemně r̊uzná č́ısla k1, . . . , kp ∈ n̂− 1 tak, že

(∀i ∈ p̂)(λki = λki+1) a jinak všechny nerovnosti v (38) jsou ostré. Potom budou matice As pro
vysoká s ,,téměř diagonálńı”, ovšem na diagonále budou mı́t p bločk̊u o rozměrech 2 × 2, jejichž
vlastńımi č́ısly budou dvojice λki , λki (i ∈ p̂).
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5. Iteračńı metody řešeńı rovnice tvaru f(x) = 0

Bud’ f reálná funkce jedné reálné proměnné. Numerické řešeńı rovnice f(x) = 0 sestává ze dvou
etap:

(1) separace kořen̊u, tj. nalezeńı interval̊u, z nichž v každém lež́ı právě jeden kořen, nebo alespoň
nalezeńı intervalu, v němž lež́ı nějaký kořen,

(2) výpočet odseparovaného kořene se zadanou přesnost́ı.

Obecný postup pro separaci kořen̊u je znám pouze pro algebraické rovnice. Proto se spokoj́ıme s
následuj́ıćı větou:

Věta 5.1. Bud’te

(1) f funkce spojitá na ⟨a, b⟩,
(2) f(a) ̸= 0 ∧ f(b) ̸= 0,
(3) sgnf(a) ̸= sgnf(b).

Potom rovnice f(x) = 0 má v (a, b) alespoň jeden kořen. Jestliže nav́ıc f ′ neměńı na (a, b) znameńı,
je to kořen právě jediný.

Důsledek 5.2. Bud’te φ,ψ dvě funkce spojité v ⟨a, b⟩ a necht’ je splněna jedna z následuj́ıćıch
podmı́nek:

(1) φ(a) < ψ(a) ∧ φ(b) > ψ(b),
(2) φ(a) > ψ(a) ∧ φ(b) < ψ(b).

Potom rovnice φ(x) = ψ(x) má v (a, b) alespoň jeden kořen.

Poznámka. Smysl právě uvedeného d̊usledku ihned vyplyne, zvoĺıme-li v něm za funkci ψ identitu.
Kořen rovnice f(x) = 0 je totiž pevným bodem funkce φ : x 7→ f(x) + x. Stejně jako iteračńı metody
řešeńı soustavy lineárńıch algebraických rovnic budou tedy i metody řešeńı rovnice tvaru f(x) = 0
aplikacemi věty o pevném bodě.

5.1. Princip iteračńıch metod. Rovnici f(x) = 0 převedeme na tvar x = φ(x) a konstruujeme
iteračńı posloupnost (xn) podle vztahu xk+1 = φ(xk). Provedeme-li v tomto vztahu limitńı přechod,
źıskáme následuj́ıćı pozorováńı:

Tvrzeńı 5.3. Jestliže iteračńı posloupnost (xn) konverguje, potom je jej́ı limitou kořen rovnice x =
φ(x).

Věta 5.4. Bud’te

(1) α kořen rovnice x = φ(x),
(2) φ diferencovatelná na jeho okoĺı V = {x| |x− α| ≤ r} = ⟨α− r, α+ r⟩,
(3) (∀x ∈ V )(|φ′(x)| ≤ K < 1).

Potom posloupnost (xn) definovaná vztahem xn+1 = φ(xn) konverguje pro každé x0 ∈ V .

D̊ukaz. Matematickou indukćı dokážeme, že plat́ı

x0 ∈ V ⇒ (∀k ∈ N)(xk ∈ V ).

(1) Bud’ x0 ∈ V . Dokážeme, že x1 ∈ V :

|x1 − α| = |φ(x0)− φ(α)| = |φ′(ξ)| |x0 − α| ≤ Kr < r,

nebot’ ξ ∈ (x0, α).

(2) Bud’te (∀i ∈ k̂0)(xi ∈ V ). Dokážeme, že xk+1 ∈ V :

|xk+1 − α| = |φ(xk)− φ(α)| = |φ′(ξk)| |xk − α| ≤ K |xk − α| ≤

≤ K2 |xk−1 − α| ≤ ... ≤ Kk+1 |x0 − α| .
Protože K < 1, konverguje posloupnost (Kn) k nule, a tak xn → α. □

Důsledek 5.5. Bud’ φ′ spojitá v okoĺı bodu α a necht’ |φ′(α)| < 1. Potom posloupnost (xn) konver-
guje, je-li x0 zvoleno dostatečně bĺızko α.

D̊ukaz. Stač́ı zvolit okoĺı V tak, aby pro všechna x ∈ V platilo |φ′(x)| < 1. □
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Definice 5.6. Řekneme, že iteračńı metoda daná vzorcem xk+1 = φ(xk) má řád konvergence m,
jestliže φ má spojité derivace v okoĺı α do řádu m včetně (tj. φ ∈ C(m)(Hα)) a plat́ı φ′(α) = φ′′(α) =
... = φ(m−1)(α) = 0 ∧ φ(m) ̸= 0.

Poznámka (vliv řádu konvergence na jej́ı rychlost). Necht’ je dána iteračńı metoda, která má řád
konvergence m. Potom

xk+1 − α = φ(xk)− φ(α) = (xk − α)φ′(α) +
(xk − α)2

2!
φ′′(α) + . . .+

+
(xk − α)m−1

(m− 1)!
φ(m−1)(α) +

(xk − α)m

m!
φ(m)(ξ) =

(xk − α)m

m!
φ(m)(ξ).

Protože je φ(m) spojitá, můžeme ji na omezeném intervalu odhadnout konstantou, a proto

|xk+1 − α| ≤Mm |xk − α|m . (41)

Poznámka. Je-li v (41) m = 2, ř́ıkáme, že metoda konverguje kvadraticky, v př́ıpadě m = 3 kubicky,
no a s rychleǰśıma se setkáváme tak akorát v pohádkách.

Poznámka (grafická interpretace iteračńıch metod). Při hledáńı kořen̊u rovnice x = φ(x) konstruujeme
lomenou čáru, která se lomı́ při dosažeńı grafu funkce y = φ(x) nebo osy kvadrantu y = x.

5.2. Metoda Regula falsi. Necht’ je kořen α rovnice f(x) = 0 odseparován v intervalu ⟨a, b⟩, f ′(α) ̸=
0. Předpokládejme, že f ′ i f ′′ jsou v ⟨a, b⟩ spojité a neměńı v něm znameńı. Zvolme p ∈ {a, b} tak,
aby platilo f(p)f ′′(p) > 0. Za výchoźı bod x0 posloupnosti (xn) zvolme zbylý prvek množiny {a, b},
takže bude platit f(x0)f

′′(x0) < 0. Daľśı bod x1 źıskáme jako x-ovou souřadnici pr̊useč́ıku spojnice
bod̊u [x0, f(x0)] a [p, f(p)] s osou x atd. Rovnice př́ımky spojuj́ıćı body [x0, f(x0)] a [p, f(p)] je

y − f(x0) =
f(p)− f(x0)

p− x0
(x− x0).

Polož́ıme-li y = 0, źıskáme x-ovou souřadnici pr̊useč́ıku této př́ımky s osou x, tj. bod x1:

−f(x0) =
f(p)− f(x0)

p− x0
(x1 − x0)⇒ x1 =

x0f(p)− pf(x0)
f(p)− f(x0)

.

Obecně pro k ∈ N je

xk+1 =
xkf(p)− pf(xk)
f(p)− f(xk)

k→∞
=⇒ φ(x) =

xf(p)− pf(x)
f(p)− f(x)

. (42)

Tvrzeńı 5.7. Konvergence metody Regula falsi je zajǐstěna splněńım těchto předpoklad̊u:

(1) (∃Hα)(f
′, f ′′ ∈ C(Hα)),

(2) f ′(α) ̸= 0.

D̊ukaz. Zderivováńım pravé strany (42) dostáváme

φ′(x) =
[f(p)− pf ′(x)][f(p)− f(x)] + f ′(x)[xf(p)− pf(x)]

[f(p)− f(x)]2
.

Uváž́ıme-li, že f(α) = 0, dozv́ıdáme se

φ′(α) =
[f(p)− pf ′(α)]f(p) + αf ′(α)f(p)

[f(p)]2
=
f(p) + (α− p)f ′(α)

f(p)
. (43)

Posledńı výraz ted’ uprav́ıme tak, abychom se zbavili nepř́ıjemného f(p). Potom totiž dokážeme, že
|φ′(α)| ≤ K < 1, a z věty 5.4 vyplyne konvergence metody. Začneme s čitatelem. Rozviňme funkci f
do Taylorova rozvoje se středem v bodě α:

f(x) = f(α) +
f ′(α)

1!
(x− α) + f ′′(ξ)

2!
(x− α)2.

Dosad́ıme-li do tohoto vztahu za x = p, dostaneme

f(p) + (α− p)f ′(α) = f ′′(ξ)

2
(p− α)2.
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To už vypadá celkem pěkně, ale ještě je tu jmenovatel. Rozviňme proto opět funkci f , ale tentokrát
jen do prvńıho řádu: f(x) = f(α) + f ′(η)(x−α), takže pro x = p máme f(p) = f ′(η)(p−α). Nyńı již
můzeme dosadit do rovnice (43):

φ′(α) =
f ′′(ξ)(p− α)2

2f ′(η)(p− α)
=
f ′′(ξ)(p− α)

2f ′(η)
.

Z předpoklad̊u 1, 2 vyplývá, že pod́ıl f ′′(ξ)/f ′(η) lze odhadnout konstantou, a proto je-li p dostatečně
bĺızko α, můžeme dosáhnout |φ′(α)| tak malé, jak potřebujeme. □

5.3. Newtonova metoda. Necht’ je kořen α rovnice f(x) = 0 odseparován v intervalu ⟨a, b⟩, f ′(α) ̸=
0. Předpokládejme, že f ′ i f ′′ jsou v ⟨a, b⟩ spojité a neměńı v něm znameńı. Za výchoźı bod x0
posloupnosti (xn) zvolme x0 ∈ {a, b} tak, aby platilo f(x0)f

′′(x0) > 0. Na rozd́ıl od metody Regula
falsi tedy nemáme žádný bod p. Mı́sto posloupnosti sečen spojuj́ıćıch body [xk, f(xk)] a [p, f(p)]
budeme konstruovat posloupnost tečen ke grafu funkce f v bodech [xk, f(xk)]. Bod xk+1 źıskáme jako
x-ovou souřadnici pr̊useč́ıku tečny v bodě [xk, f(xk)] s osou x.
Rovnice tečny v bodě [x0, f(x0)] je y − f(x0) = f ′(x0)(x − x0). Polož́ıme-li y = 0, źıskáme x-ovou

souřadnici pr̊useč́ıku této př́ımky s osou x, tj. bod x1:

−f(x0) = f ′(x0)(x1 − x0)⇒ x1 = x0 −
f(x0)

f ′(x0)
.

Obecně pro k ∈ N je

xk+1 = xk −
f(xk)

f ′(xk)

k→∞
=⇒ φ(x) = x− f(x)

f ′(x)
. (44)

Tvrzeńı 5.8. Pro konvergenci Newtonovy metody plat́ı naprostá obdoba tvrzeńı 5.7. Je-li nav́ıc
f ′′′ ∈ C(Hα), potom má Newtonova metoda řád konvergence 2.

D̊ukaz. Konvergence:

φ′(x) = 1− f ′
2
(x)− f(x)f ′′(x)

f ′2(x)
=
f(x)f ′′(x)

f ′2(x)
⇒ φ′(α) = 0.

Ze spojitosti φ′ plyne existence takového okoĺı V kořene α, že (∀x ∈ V )(|φ′(x)| ≤ K < 1). Nyńı stač́ı
použ́ıt větu 5.4.
Druhá část tvrzeńı:

φ′′(α) =
f ′

3
(α)f ′′(α)

f ′4(α)
=
f ′′(α)

f ′(α)
̸= 0,

nebot’ f ′′ neměńı v ⟨a, b⟩ znameńı. Podle definice jde tedy skutečně o metodu 2. řádu konvergence,

tud́ıž |xk+1 − α| ≤M |xk − α|2. □

Tvrzeńı 5.9. Předpoklad existence f ′′′ v předchoźım tvrzeńı je nadbytečný, tj. Newtonova metoda
konverguje kvadraticky, i když f ′′′ neexistuje.

D̊ukaz. Podle prvńıho vztahu ve (44) plat́ı

xk+1 − α = xk − α−
f(xk)− f(α)

f ′(xk)
= xk − α−

f ′(ξk)(xk − α)
f ′(xk)

=

=
f ′(xk)− f ′(ξk)

f ′(xk)
(xk − α) =

f ′′(ηk)

f ′(xk)
(xk − ξk)(xk − α).

Protože |xk − ξk| < |xk − α|, je |xk+1 − α| ≤M |xk − α|2. □
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5.4. Čebyševova metoda. Necht’ je kořen α rovnice f(x) = 0 odseparován v intervalu ⟨a, b⟩, f ′(α) ̸=
0. Předpokládejme, že f má v ⟨a, b⟩ 2r + 1 spojitých derivaćı a ⟨a, b⟩ je tak malý, že ∀x ∈ ⟨a, b⟩ plat́ı
f ′(x) ̸= 0. Potom na ⟨a, b⟩ existuje F = f−1, tj. (∀x ∈ ⟨a, b⟩)(F (f(x)) = x), a plat́ı f(α) = 0 ⇔
F (0) = α.
V daľśım využijeme existence inverzńı funkce F . To, že ji ve skutečnosti neznáme, neńı na závadu,

protože nakonec najdeme vhodné vyjádřeńı pomoćı p̊uvodńı funkce f a jej́ıch derivaćı. Nejprve funkci
F rozvineme pomoćı Taylorova vzorce se středem v bodě y0:

F (y) = F (y0) +

r∑
k=1

F (k)(y0)

k!
(y − y0)k +

F (r+1)(η)

(r + 1)!
(y − y0)r+1.

Položme y = 0. Potom

F (0) = F (y0) +

r∑
k=1

(−1)kF
(k)(y0)

k!
yk0 + (−1)r+1F

(r+1)(η)

(r + 1)!
yr+1
0 ,

kde η ∈ (0, y0). Po dosazeńı za F (0) = α a y0 = f(x) máme

α = x+
r∑

k=1

(−1)kF
(k)(f(x))

k!
fk(x) + (−1)r+1F

(r+1)(η)

(r + 1)!
fr+1(x),

kde η ∈ (0, f(x)). Posledńı sč́ıtanec převed’me na levou stranu a označme

φr(x) = α+ (−1)rF
(r+1)(η)

(r + 1)!
fr+1(x). (45)

Označ́ıme-li ještě ak(x) = F (k)(f(x)), potom z předchoźıch dvou rovnost́ı vyplývá

φr(x) = x+

r∑
k=1

(−1)k ak(x)
k!

fk(x).

Z tohoto vztahu nebo již z (45) je zřejmé, že pro r ∈ N plat́ı φr(α) = α.

Tvrzeńı 5.10. Iteračńı metoda daná vzorcem xk+1 = φr(xk) má řád konvergence alespoň r + 1.

D̊ukaz. Máme dokázat, že plat́ı φ′
r(α) = φ′′

r (α) = ... = φ
(r)
r (α) = 0. Důkaz provedeme sporem.

Předpokládejme existenci takového p ∈ r̂, že φ
(p)
r (α) ̸= 0. (Pokud by takových p existovalo v́ıce,

zvoĺıme nejmenš́ı z nich.) Funkci φr rozvineme do p-tého řádu:

φr(x) = φr(α) +
φ
(p)
r (α)

p!
(x− α)p + φ

(p+1)
r (χ)

(p+ 1)!
(x− α)p+1.

(Členy řád̊u 1 až p− 1 jsou nulové, a proto je nevypisujeme). Podle Lagrangeovy věty plat́ı

f(x) = f(x)− f(α) = f ′(ξ)(x− α), (46)

kde ξ ∈ (x, α). Posledńı dva vztahy dosad́ıme do (45):

φ
(p)
r (α)

p!
(x− α)p + φ

(p+1)
r (χ)

(p+ 1)!
(x− α)p+1 = (−1)rF

(r+1)(η)

(r + 1)!
f ′
r+1

(ξ)(x− α)r+1.

Odtud vyplývá

φ
(p)
r (α)

p!
= −φ

(p+1)
r (χ)

(p+ 1)!
(x− α) + (−1)rF

(r+1)(η)

(r + 1)!
f ′
r+1

(ξ)(x− α)r−p+1.

Podle předpokladu je levá strana této rovnice nenulová, ale oba členy vpravo můžeme učinit libovolně
malými a to je spor. □
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V našem vzorci pro φr(x) vystupuj́ı koeficienty ak(x) a ty se nyńı pokuśıme vhodně vyjádřit. Opa-
kovaným derivováńım rovnice F (f(x)) = x dostaneme systém r rovnic

F ′(f(x))f ′(x) = 1,

F ′′(f(x))f ′
2
(x) + F ′(f(x))f ′′(x) = 0,

F ′′′(f(x))f ′
3
(x) + 3F ′′(f(x))f ′(x)f ′′(x) + F ′(f(x))f ′′′(x) = 0

atd.

Tyto rovnice přeṕı̌seme pomoćı ak(x). Obdrž́ıme trojúhelńıkovou soustavu pro a1(x), a2(x), ..., ar(x):

a1(x)f
′(x) = 1,

a2(x)f
′2(x) + a1(x)f

′′(x) = 0,

a3(x)f
′3(x) + 3a2(x)f

′(x)f ′′(x) + a1(x)f
′′′(x) = 0

atd.

Poznámka. Zvoĺıme-li nyńı r = 1, dostaneme Newtonovu metodu

a1(x) =
1

f ′(x)
⇒ φ1(x) = x− f(x)

f ′(x)

a při volbě r = 2 obdrž́ıme

a2(x) = −
f ′′(x)

f ′3(x)
⇒ φ2(x) = x− f(x)

f ′(x)
− f ′′(x)f2(x)

2f ′3(x)
.

Poznámka. Dosud jsme předpokládali, že funkce f má v intervalu ⟨a, b⟩ 2r + 1 spojitých derivaćı.

Má-li mı́t totiž metoda řád konvergence r + 1, jak o tom mluv́ı tvrzeńı 5.10, muśı existovat φ
(r)
r a φr

záviśı na F (r+1), tedy i na f (r+1). Na závěr uvedeme tvrzeńı, které mluv́ı o rychlosti konvergence (ne
tedy o jej́ım řádu ve smyslu definice) v př́ıpadě, že tento předpoklad neńı splněn:

Tvrzeńı 5.11. Ke splněńı |xk+1 − α| ≤M |xk − α|r+1
stač́ı r + 1 spojitých derivaćı.

D̊ukaz. Dosad́ıme-li vztah (46) do (45), dostaneme

|xk+1 − α| = |φr(xk)− α| =
∣∣∣∣F (r+1)(η)

(r + 1)!
f ′
r+1

(ξ)

∣∣∣∣ |xk − α|r+1
.

Funkce F (r+1)(η)
(r+1)! f ′

r+1
(ξ) je spojitá, a proto ji lze na omezeném intervalu odhadnout konstantouM . □
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6. Iteračńı metody pro řešeńı systémů nelineárńıch algebraických a
transcendentńıch rovnic

Bud’te f1, f2, ..., fn reálné funkce n reálných proměnných. Naš́ım ćılem je nalézt řešeńı soustavy

f1(x1, x2, ..., xn) = 0, f2(x1, x2, ..., xn) = 0, . . . , fn(x1, x2, ..., xn) = 0 (47)

ve tvaru a⃗ = (a1, a2, ..., an)
T . Separaci kořen̊u v tomto př́ıpadě v̊ubec neumı́me provést, a proto

budeme dále předpokládat, že známe konvexńı oblast G s vlastnost́ı a⃗ ∈ G.

6.1. Princip iteračńıch metod. Systém (47) převedeme na systém

x1 = φ1(x1, x2, ..., xn), x2 = φ2(x1, x2, ..., xn), ..., xn = φn(x1, x2, ..., xn) (48)

a konstruujeme posloupnost vektor̊u (x⃗(k)) takto:

x
(k+1)
1 = φ1(x

(k)
1 , x

(k)
2 , ..., x

(k)
n ),

x
(k+1)
2 = φ2(x

(k)
1 , x

(k)
2 , ..., x

(k)
n ),

. . . ,

x
(k+1)
n = φn(x

(k)
1 , x

(k)
2 , ..., x

(k)
n ).

(49)

Tvrzeńı 6.1. Bud’te

(1) řešeńı a⃗ systému (48) odseparováno v konvexńı oblasti G,

(2) (∀i, j ∈ n̂)(∂φi

∂xj
spojité na G),

(3) (∀k ∈ N0)(x⃗
(k) ∈ G),

(4) ϱ(M) < 1, kdeM je matice definovaná vztahem

[M]ij = max
x⃗∈G

∣∣∣∣∂φi∂xj
(x⃗)

∣∣∣∣ .
Potom posloupnost (x⃗(k)) daná předpisem (49) konverguje k řešeńı a⃗.

D̊ukaz. Vyjděme z i-té rovnice v (49). Podle věty o př́ır̊ustku reálné funkce v́ıce proměnných existuje

vektor p⃗
(k)
i lež́ıćı ve ,,vnitřku”úsečky spojuj́ıćı body x⃗(k), a⃗ tak, že

x
(k+1)
i − ai = φi(x⃗

(k))− φi(⃗a) =
n∑
j=1

∂φi
∂xj

(p⃗
(k)
i )(x

(k)
j − aj). (50)

To plat́ı ∀i ∈ n̂, takže máme pro každé k ∈ N zaručenu existenci n-tice vektor̊u p⃗
(k)
1 , . . . , p⃗

(k)
n

splňuj́ıćıch vztah (50). Označ́ıme-li

Mk =


∂φ1

∂x1
(p⃗

(k)
1 ) . . . ∂φ1

∂xn
(p⃗

(k)
1 )

...
...

∂φn

∂x1
(p⃗

(k)
n ) . . . ∂φn

∂xn
(p⃗

(k)
n )

 ,

potom podle (50) zřejmě plat́ı

x⃗(k+1) − a⃗ =Mk(x⃗
(k) − a⃗) =MkMk−1(x⃗

(k−1) − a⃗) = ... =MkMk−1...M0(x⃗
(0) − a⃗).

Z toho plyne, že nutnou a postačuj́ıćı podmı́nkou pro konvergenci x⃗(k) → a⃗ za předpoklad̊u 1–3 je

lim
k→∞

k∏
i=0

Mi = O. (51)

Z definice matice M vyplývá (∀k ∈ N)([M]ij ≥ |[Mk]ij |). Protože oblast G je konvexńı, obsahuje

i úsečku ⟨x⃗(k), a⃗⟩. Odtud, z předchoźı nerovnosti a z trojúhelńıkové nerovnosti plyne daľśı nerovnost
[Mk+1]ij ≥ |[MkMk−1...M0]ij |, nebot’ na obou stranách této nerovnice jsou sumy stejného počtu
součin̊u a vlevo vystupuje mı́sto p̊uvodńıho prvku odhad. Z této nerovnosti vyplývá, že konverguje-li
posloupnost (Mk) k nulové matici, potom je splněno i (51). Podle věty 2.8 tak dostáváme kritérium
konvergence ϱ(M) < 1. □

Poznámka (d̊uležitá). Předpoklad 3 v tvrzeńı 6.1 je podstatný. Následuj́ıćı tvrzeńı ř́ıká, že k jeho
splněńı je třeba zvolit x⃗(0) dostatečně bĺızko a⃗, ale nedozv́ıme se jak.
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Tvrzeńı 6.2. Za předpoklad̊u 1, 2, 4 tvrzeńı 6.1 existuje takové okoĺı V bodu a⃗, že x(0) ∈ V ⇒ (∀k ∈
N)(x⃗(k) ∈ G).

D̊ukaz. Podle předpokladu 4 plat́ı Mk → O. Z toho podle definice 2.1 a podle definice normy ∥ ∥I
vyplývá existence takového k ∈ N, že

∥∥Mk+1
∥∥
I
< 1. Definujme V = {x⃗| ∥x⃗− a⃗∥I < R} = BI(⃗a,R),

kde R je tak malé, že plat́ı

x⃗(0) ∈ V ⇒ x⃗(1), x⃗(2), ..., x⃗(k) ∈ G. (52)

Vhodné R určitě existuje, protože k je pevné konečné č́ıslo. Bud’ x⃗(0) ∈ V . Potom z vlastnost́ı normy
∥ ∥I plyne ∥∥∥x⃗(k+1) − a⃗

∥∥∥
I
=
∥∥∥MkMk−1 . . .M0(x⃗

(0) − a⃗)
∥∥∥
I
≤

≤ ∥MkMk−1 . . .M0∥I
∥∥∥x⃗(0) − a⃗∥∥∥

I
≤
∥∥Mk+1

∥∥
I

∥∥∥x⃗(0) − a⃗∥∥∥
I
.

Protože
∥∥Mk+1

∥∥
I
< 1 a

∥∥x⃗(0) − a⃗∥∥
I
< R, je i součin

∥∥Mk+1
∥∥
I

∥∥x⃗(0)∥∥
I
< R, a proto x⃗(k+1) ∈

V . To podle (52) znamená, že x⃗(k+2), x⃗(k+3), . . . , x⃗(2k+1) ∈ G. Nyńı stejný postup aplikujeme na
x⃗(k+2), x⃗(k+3), . . . , x⃗(2k+1), takže se dozv́ıme, že x⃗(2k+2) ∈ V , atd. □

6.2. Newtonova metoda. Přepǐsme nyńı soustavu (47) do vektorové podoby f⃗(x⃗) = o⃗, kde f⃗(x1, . . . , xn) =
(f1(x1, . . . , xn), . . . , fn(x1, . . . , xn))

T . Budiž řešeńı a⃗ této rovnice odseparováno v konvexńı oblasti G

a necht’ na G existuj́ı ∂fi
∂xj

(x⃗) a jsou spojité. Označme

fx(x⃗) =


∂f1
∂x1

(x⃗) . . . ∂f1
∂xn

(x⃗)
...

...
∂fn
∂x1

(x⃗) . . . ∂fn
∂xn

(x⃗)


a předpokládejme, že matice fx(⃗a) je regulárńı. Potom jsou ovšem regulárńı i všechny matice fx(x⃗)
pro x⃗ ∈ Va⃗, kde Va⃗ je jisté okoĺı řešeńı a⃗. Nyńı vyjděme z prvńıho vztahu ve (44) a vytvořme jeho
maticovou obdobu

x⃗(k+1) = x⃗(k) − f−1
x (x⃗(k))f⃗(x⃗(k)). (53)

Vektor x⃗(k) převedeme na levou stranu rovnosti a obě jej́ı strany vynásob́ıme zleva matićı fx(x⃗
(k)),

takže dostaneme fx(x⃗
(k))(x⃗(k+1) − x⃗(k)) = −f⃗(x⃗(k)). Označ́ıme-li ∆x⃗(k) = x⃗(k+1) − x⃗(k), přejde tento

vztah ve tvar

fx(x⃗
(k))∆x⃗(k) = −f⃗(x⃗(k)), x⃗(k+1) = x⃗(k) +∆x⃗(k).

Věta 6.3. (1) Necht’ konvexńı oblast G obsahuje řešeńı a⃗ systému f⃗(x⃗) = o⃗.
(2) Bud’ fx(⃗a) regulárńı.
(3) Bud’te f1, f2, . . . , fn spojité na G včetně svých prvńıch parciálńıch derivaćı.

Potom existuje δ-okoĺı R = {x⃗| ∥x⃗− a⃗∥ < δ} bodu a⃗ takové, že pro x⃗(0) ∈ R posloupnost (x⃗(k)) v
Newtonově metodě konverguje k a⃗.

D̊ukaz. Bud’te y⃗, z⃗ ∈ G. Definujme funkci

Φi(t) = fi(y⃗ + t(z⃗ − y⃗)) = fi(y1 + t(z1 − y1), . . . , yn + t(zn − yn)).
Potom zřejmě Φi(0) = fi(y⃗) a Φi(1) = fi(z⃗). Dále ∀i ∈ n̂ plat́ı

fi(z⃗)− fi(y⃗) = Φi(1)− Φi(0) =

1∫
0

dΦi(t)

dt
dt =

1∫
0

dfi
dt

(y⃗ + t(z⃗ − y⃗)) dt =

=

1∫
0

n∑
j=1

∂fi
∂xj

(y⃗ + t(z⃗ − y⃗))(zj − yj) dt =
n∑
j=1

 1∫
0

∂fi
∂xj

(y⃗ + t(z⃗ − y⃗)) dt


︸ ︷︷ ︸

ozn. Fij(y⃗,z⃗)

(zj − yj).

Označ́ıme-li F (y⃗, z⃗) = (Fij(y⃗, z⃗)), potom podle předchoźı rovnosti ∀y⃗, z⃗ ∈ G plat́ı

f⃗(z⃗)− f⃗(y⃗) = F (y⃗, z⃗)(z⃗ − y⃗). (54)
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Polož́ıme-li y⃗ = z⃗ = a⃗, pak

Fij (⃗a, a⃗) =
∂fi
∂xj

(⃗a)⇒ F (⃗a, a⃗) = fx(⃗a)⇒ f−1
x (⃗a)F (⃗a, a⃗) = I.

Podle předpokladu 3 proto existuje takové okoĺıR ⊂ G řešeńı a⃗, že pro každé x⃗ ∈ R plat́ı
∥∥I − f−1

x (x⃗)F (⃗a, x⃗)
∥∥ ≤

K < 1. Matematickou indukćı dokážeme, že

x⃗(0) ∈ R⇒ (∀k ∈ N)(x⃗(k) ∈ R).
Podle (53) a (54) pro všechna k ∈ N taková, že x⃗(k) ∈ G, plat́ı

x⃗(k+1) − a⃗ = x⃗(k) − a⃗− f−1
x (x⃗(k))(f⃗(x⃗(k))− f⃗ (⃗a)) =

= x⃗(k) − a⃗− f−1
x (x⃗(k))F (⃗a, x⃗(k))(x⃗(k) − a⃗) = (I − f−1

x (x⃗(k))F (⃗a, x⃗(k)))(x⃗(k) − a⃗).
(1) Bud’ x⃗(0) ∈ R. Dokážeme, že x⃗(1) ∈ R:∥∥∥x⃗(1) − a⃗∥∥∥ =

∥∥∥I − f−1
x (x⃗(0))F (⃗a, x⃗(0))(x⃗(0) − a⃗)

∥∥∥ ≤
≤
∥∥∥I − f−1

x (x⃗(0))F (⃗a, x⃗(0))
∥∥∥∥∥∥x⃗(0) − a⃗∥∥∥ < 1.δ = δ.

(2) Bud’te (∀i ∈ k̂0)(x⃗(i) ∈ R). Dokážeme, že x⃗(k+1) ∈ R:∥∥∥x⃗(k+1) − a⃗
∥∥∥ ≤ ∥∥∥I − f−1

x (x⃗(k))F (⃗a, x⃗(k))
∥∥∥∥∥∥x⃗(k) − a⃗∥∥∥ ≤ K ∥∥∥x⃗(k) − a⃗∥∥∥ ≤

≤ K2
∥∥∥x⃗(k−1) − a⃗

∥∥∥ ≤ . . . ≤ Kk+1
∥∥∥x⃗(0) − a⃗∥∥∥ .

Protože K < 1, dostaneme zlimiceńım posledńıho vztahu x⃗(k) → a⃗. □

Tvrzeńı 6.4. Charakter konvergence Newtonovy metody je kvadratický, tj.∥∥∥x⃗(k+1) − a⃗
∥∥∥ ≤ L∥∥∥x⃗(k) − a⃗∥∥∥2 .

D̊ukaz. Přesahuje rámec přednášky. (,,Je dlouhý.”) □
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7. Lagrangeova interpolace

Bud’ f reálná funkce reálné proměnné a necht’ jsou dány jej́ı hodnoty ve vzájemně r̊uzných bodech
x0, x1, . . . , xn — nazýváme je interpolačńı uzly. Našim úkolem je naj́ıt polynom Ln co nejnižš́ıho
stupně tak, aby platilo (∀i ∈ n̂0)(Ln(xi) = f(xi)). Tento polynom se nazývá Lagrange̊uv interpolačńı
polynom př́ıslušný k funkci f a uzl̊um x0, x1, . . . , xn.

Poznámka. Očekáváme, že je-li funkce f dostatečně hladká, bude ji možno aproximovat polynomem Tn
i mezi interpolačńımi uzly. Proto také mluv́ıme o interpolačńım polynomu. Kdybychom chtěli naopak
usuzovat na hodnoty funkce f vně nejmenš́ıho intervalu obsahuj́ıćıho interpolačńı uzly, mluvili bychom
o extrapolaci.

Tvrzeńı 7.1. Bud’te f reálná funkce reálné proměnné a x0, x1, . . . , xn ∈ D(f). Potom existuje právě
jeden Lagrange̊uv interpolačńı polynom př́ıslušný k funkci f a uzl̊um x0, x1, . . . , xn.

D̊ukaz. Existence: Definujme funkci

Φi(x) =
(x− x0)(x− x1) . . . (x− xi−1)(x− xi+1) . . . (x− xn)

(xi − x0)(xi − x1) . . . (xi − xi−1)(xi − xi+1) . . . (xi − xn)
.

Zřejmě Φi je polynom stupně n a plat́ı Φi(xj) = δij pro i, j ∈ n̂0. Dále je zřejmé, že funkce

Ln(x) =

n∑
i=0

f(xi)Φi(x) (55)

je polynom stupně nejvýše n-tého a že plat́ı (∀i ∈ n̂0)(Ln(xi) = f(xi)).
Jednoznačnost: Předpokládejme existenci polynomu Pn ̸= Ln stupně nejvýše n-tého takového, že

(∀i ∈ n̂0)(Pn(xi) = f(xi)). Potom funkce Pn − Ln muśı být také polynom stupně nejvýše n-tého.
Přitom ale Pn − Ln má n+ 1 kořen̊u, takže to muśı být nulový polynom. □

Věta 7.2. (1) Bud’ I interval a necht’ x0, x1, . . . , xn ∈ I.
(2) Necht’ má funkce f v intervalu I derivaci řádu n+ 1.
(3) Bud’ Ln Lagrange̊uv interpolačńı polynom př́ıslušný k funkci f a uzl̊um x0, x1, . . . , xn.

Potom ∀x ∈ I existuje bod ξ lež́ıćı v nejmenš́ım intervalu obsahuj́ıćım body x, x0, x1, . . . , xn tak,
že plat́ı

f(x)− Ln(x) =
f (n+1)(ξ)

(n+ 1)!
ωn(x),

kde ωn(x) = (x− x0)(x− x1) . . . (x− xn).

D̊ukaz. Pro x ∈ {x0, x1, . . . , xn} je f(x)−Ln(x) = 0, takže tvrzeńı zřejmě plat́ı. Zvolme tedy pevně
x ∈ I tak, aby (∀i ∈ n̂0)(x ̸= xi). Označ́ıme-li

Rn(x) = f(x)− Ln(x), Q(t) = ωn(x)Rn(t)− ωn(t)Rn(x),

potom zřejmě Q(x) = 0, a protože (∀i ∈ n̂0)(ωn(xi) = 0, Rn(xi) = 0), je i (∀i ∈ n̂0)(Q(xi) = 0).
Funkce Q má tedy n+ 2 kořen̊u a to podle Rolleovy věty3 znamená, že funkce Q′ má n+ 1 vzájemně
r̊uzných kořen̊u lež́ıćıch mezi kořeny funkce Q. To opět znamená, že funkce Q′′ má n vzájemně r̊uzných
kořen̊u lež́ıćıch mezi kořeny funkce Q′ atd. Nakonec se dozv́ıdáme, že funkce Q(n+1) má jeden kořen
lež́ıćı mezi kořeny funkce Q(n). Označ́ıme-li tento kořen ξ, plat́ı tedy Q(n+1)(ξ) = 0. Podle definice
funkce Rn zřejmě plat́ı

R(n+1)
n (x) = f (n+1)(x)− L(n+1)

n (x) = f (n+1)(x)− 0 = f (n+1)(x),

nebot’ Ln je polynom stupně nejvýše n-tého. Podle definice funkce ω zase plat́ı ω(n+1)(x) = (n+ 1)!,
a tak

Q(n+1)(ξ) = ωn(x)f
(n+1)
n (ξ)−Rn(x)(n+ 1)! = 0⇒ Rn(x) =

f (n+1)(ξ)

(n+ 1)!
ωn(x).

□

3Rolleova věta: Bud’ f reálná funkce spojitá na omezeném a uzavřeném itervalu ⟨a, b⟩ a necht’ má f v každém bodě
intervalu (a, b) derivaci. Je-li f(a) = f(b), potom existuje ξ ∈ (a, b) tak, že f ′(ξ) = 0.
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Konstrukce polynomu Ln podle d̊ukazu tvrzeńı 7.1 neńı ekonomická. Ukážeme si proto dvě lepš́ı
řešeńı.

7.1. Newtonova interpolačńı formule pro neekvidistantńı intervaly.

Definice 7.3. Bud’te f reálná funkce reálné proměnné, x0, x1, . . . , xn ∈ D(f) (tyto body přitom
nemusej́ı být seřazeny podle velikosti). Poměrnými diferencemi 1. řádu nazýváme pod́ıly typu

f(x0, x1) =
f(x1)− f(x0)

x1 − x0
, . . . , f(xn−1, xn) =

f(xn)− f(xn−1)

xn − xn−1
.

Poměrnými diferencemi 2. řádu nazýváme výrazy

f(x0, x1, x2) =
f(x1, x2)− f(x0, x1)

x2 − x0
, . . . ,

f(xn−2, xn−1, xn) =
f(xn−1, xn)− f(xn−2, xn−1)

xn − xn−2
.

Poměrnými diferencemi k-tého řádu nazýváme výrazy

f(xi, . . . , xi+k) =
f(xi+1, . . . , xi+k)− f(xi, . . . , xi+k−1)

xi+k − xi
.

Poměrné diference je zvykem zapisovat do tzv. diferenčńıho schématu:

x0 f(x0)
f(x0, x1)

x1 f(x1) f(x0, x1, x2)
f(x1, x2) f(x0, x1, x2, x3)

x2 f(x2) f(x1, x2, x3)
f(x2, x3)

x3 f(x3)
...

...
...

...
...

xn−3 f(xn−3)
f(xn−3, xn−2)

xn−2 f(xn−2) f(xn−3, xn−2, xn−1)
f(xn−2, xn−1) f(xn−3, xn−2, xn−1, xn)

xn−1 f(xn−1) f(xn−2, xn−1, xn)
f(xn−1, xn)

xn f(xn)

Tvrzeńı 7.4. Pro poměrnou diferenci k-tého řádu plat́ı

f(xi, xi+1, . . . , xi+k) =
f(xi)

(xi − xi+1) . . . (xi − xi+k)
+

+
f(xi+1)

(xi+1 − xi)(xi+1 − xi+2) . . . (xi+1 − xi+k)
+ . . .+

f(xi+k)

(xi+k − xi) . . . (xi+k − xi+k−1)
.

D̊ukaz. Indukćı podle k: Pro k = 1 je

f(xi, xi+1) =
f(xi+1)− f(xi)

xi+1 − xi
=

f(xi)

xi − xi+1
+

f(xi+1)

xi+1 − xi
.

Předpokládejme, že tvrzeńı plat́ı pro k − 1. Dokážeme, že plat́ı pro k:

f(xi, xi+1, . . . , xi+k) =
f(xi+1, . . . , xi+k)− f(xi, . . . , xi+k−1)

xi+k − xi
IP
=

IP
=

1

xi+k − xi

[
f(xi+1)

(xi+1 − xi+2) . . . (xi+1 − xi+k)
+ . . .+

+
f(xi+k−1)

(xi+k−1 − xi+1) . . . (xi+k−1 − xi+k−2)(xi+k−1 − xi+k)
+

f(xi+k)

(xi+k − xi+1) . . . (xi+k − xi+k−1)
−
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− f(xi)

(xi − xi+1) . . . (xi − xi+k−1)
− f(xi+1)

(xi+1 − xi)(xi+1 − xi+2) . . . (xi+1 − xi+k−1)
−

− . . .− f(xi+k−1)

(xi+k−1 − xi) . . . (xi+k−1 − xi+k−2)

]
.

V lomených závorkách se vyskytuj́ı rozd́ıly typu4

f(xj)

(xj − xi+1) . . . (xj − xi+k)
− f(xj)

(xj − xi) . . . (xj − xi+k−1)
.

Pro tyto dvojice plat́ı

1

xi+k − xi

[
f(xj)

(xj − xi+1) . . . (xj − xi+k)
− f(xj)

(xj − xi) . . . (xj − xi+k−1)

]
=

=
f(xj)

(xj − xi+1) . . . (xj − xi+k−1)
· 1

xi+k − xi
·
[

1

xj − xi+k
− 1

xj − xi

]
=

=
f(xj)

(xj − xi+1) . . . (xj − xi+k−1)
· 1

xi+k − xi
· (xj − xi)− (xj − xi+k)

(xj − xi+k)(xj − xi)
=

=
f(xj)

(xj − xi) . . . (xj − xi+k)
· xi+k − xi
xi+k − xi

=
f(xj)

(xj − xi) . . . (xj − xi+k)
.

□

Důsledek 7.5. (1) Poměrná diference součtu/rozd́ılu je součet/rozd́ıl odpov́ıdaj́ıćıch poměrných
diferenćı.

(2) Poměrná diference funkce αf , kde α je konstanta, je rovna α-násobku poměrné diference
funkce f .

(3) Poměrná diference je symetrická v̊uči všem svým proměnným, tj. skutečně nezálež́ı na pořad́ı
uzl̊u.

(4) Poměrná diference k-tého řádu funkce f(x) = xn je homogenńı forma (viz dále) stupně n− k
ve svých proměnných.

D̊ukaz. Dokážeme bod 4. Ještě předt́ım si ale vysvětĺıme, co je to forma.
Polynom je součet sč́ıtanc̊u tvaru axk11 x

k2
2 . . . xknn . Č́ıslo k1+ k2+ . . .+ kn se nazývá stupeň sč́ıtance.

Polynom, jehož všechny sč́ıtance maj́ı stejný stupeň, se nazývá forma.
Máme tedy dokázat, že f(xi, . . . , xi+k) =

∑
xα0
i xα1

i+1 . . . x
αk

i+k, kde suma je přes všechny (k+1)-tice
(α0, α1, . . . , αk), pro které plat́ı α0 + α1 + . . .+ αk = n− k. Důkaz provedeme indukćı podle k. Pro
k = 1 je

f(xi, xi+1) =
xni+1 − xni
xi+1 − xi

= xn−1
i+1 + xn−2

i+1 xi + . . .+ xn−1
i .

Předpokládejme nyńı, že tvrzeńı plat́ı pro k. Dokážeme, že plat́ı i pro k + 1:

f(xi, xi+1, . . . , xi+k, xi+k+1) =
f(xi+1, . . . , xi+k, xi+k+1)− f(xi, xi+1, . . . , xi+k)

xi+k+1 − xi
=

=
f(xi+k+1, xi+1, . . . , xi+k)− f(xi, xi+1, . . . , xi+k)

xi+k+1 − xi
=

=
∑

xα1
i+1 . . . x

αk

i+k ·
xα0

i+k+1 − x
α0
i

xi+k+1 − xi
=
∑

xα1
i+1 . . . x

αk

i+k(x
α0−1
i+k+1 + xα0−2

i+k+1xi + . . .+ xα0−1
i ).

Sumy jsou opět přes všechna αj , j ∈ k̂0, taková, že α0 + α1 + . . .+ αk = n− k. □

Poznámka. Z bodu 4 v předchoźım tvrzeńı vyplývá, že n-tá poměrná diference funkce x 7→ xn je
konstanta a vyšš́ı poměrné diference této funkce jsou rovny nule. Totéž zřejmě plat́ı pro polynom
stupně n.

4Dále pro stručnost nebudeme zd̊urazňovat, že nulové členy ve jmenovateĺıch jsou vy-

nechány, takže např. mı́sto (xj − xi) . . . (xj − xj−1)(xj − xj+1) . . . (xj − xj+k) budeme psát jen

(xj − xi) . . . (xj − xi+k).
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Nyńı můžeme přikročit ke konstrukci Lagrangeova interpolačńıho polynomu. Necht’ je dána funkce
f a uzly x0, x1, . . . , xn. Pro n ≥ 1 můžeme psát

Ln = L0 + (L1 − L0) + (L2 − L1) + . . .+ (Ln − Ln−1).

Protože Lk − Lk−1 je polynom stupně nejvýše k-tého a uzly x0, x1, xk−1 musej́ı být jeho kořeny,
znamená to, že

Lk(x)− Lk−1(x) = A(x− x0)(x− x1) . . . (x− xk−1),

kde A je konstanta. Uváž́ıme-li, že Lk(xk) = f(xk), plyne z předchoźıho vztahu

f(xk)− Lk−1(xk) = A(xk − x0)(xk − x1) . . . (xk − xk−1), (56)

takže pro konstantu A s použit́ım d̊ukazu tvrzeńı 7.1 dostáváme

A =
f(xk)

(xk − x0) . . . (xk − xk−1)
−
∑k−1
j=0 f(xj)

(xk−x0)...(xk−xj−1)(xk−xj+1)...(xk−xk−1)
(xj−x0)...(xj−xj−1)(xj−xj+1)...(xj−xk−1)

(xk − x0) . . . (xk − xk−1)
=

=
f(xk)

(xk − x0) . . . (xk − xk−1)
−
k−1∑
j=0

f(xj)

(xj − x0) . . . (xj − xj−1)(xj − xj+1) . . . (xj − xk−1)(xk − xj)
=

=

k∑
j=0

f(xj)

(xj − x0) . . . (xj − xj−1)(xj − xj+1) . . . (xj − xk)
= f(x0, x1, . . . , xk).

Protože zřejmě L0(x) ≡ f(x0), plyne z předchoźıch vztah̊u ihned

Ln(x) = f(x0) + (x− x0)f(x0, x1) + (x− x0)(x− x1)f(x0, x1, x2) + . . .+
+(x− x0)(x− x1) . . . (x− xn−1)f(x0, x1, . . . , xn).

(57)

Poznámka. V praxi vycháźıme z diferenčńıho schématu. Stač́ı z něj ovšem spoč́ıtat jen f(x0), f(x0, x1), . . . , f(x0, . . . , xn).

Na závěr se vrat’me k větě 7.2. Bud’ (∀j ∈ n̂0)(x ̸= xj). Potom podle tvrzeńı 7.4 plat́ı

f(x, x0, . . . , xn) =
f(x)

(x− x0) . . . (x− xn)
+

+

n∑
j=0

f(xj)

(xj − x)(xj − x0) . . . (xj − xj−1)(xj − xj+1) . . . (xj − xn)
,

odkud s použit́ım d̊ukazu tvrzeńı 7.1 plyne

f(x) = (x− x0) . . . (x− xn) f(x, x0, . . . , xn)−

−
n∑
j=0

f(xj)
(x− x0) . . . (x− xn)

(xj − x)(xj − x0) . . . (xj − xj−1)(xj − xj+1) . . . (xj − xn)
=

= ωn(x)f(x, x0, . . . , xn) +

n∑
j=0

f(xj)
(x− x0) . . . (x− xj−1)(x− xj+1) . . . (x− xn)

(xj − x0) . . . (xj − xj−1)(xj − xj+1) . . . (xj − xn)
=

= ωn(x)f(x, x0, . . . , xn) +

n∑
j=0

f(xj)Φj(x) = ωn(x)f(x, x0, . . . , xn) + Ln(x).

Je tedy f(x) − Ln(x) = ωn(x)f(x, x0, . . . , xn). Porovnáńım tohoto výrazu s výrazem ve zmiňované
větě 7.2 zjist́ıme, že plat́ı

f(x, x0, . . . , xn) =
f (n+1)(ξ)

(n+ 1)!
,

odkud po přeindexováńı x→ xi, x0 → xi+1, . . . , xn−1 → xi+k dostaneme

f(xi, xi+1, . . . , xi+k) =
f (k)(ξ)

k!
. (58)
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7.2. Newtonova interpolačńı formule pro ekvidistantńı intervaly.
Bud’te x0 ∈ R, h ∈ R+. Potom ∀i ∈ Z definujeme

xi = x0 + ih, fi = f(xi). (59)

Definice 7.6. Konečnými diferencemi 1. řádu nazýváme výrazy

. . . , f1− 3
2
= f−1 − f−2, f

1
− 1

2
= f0 − f−1, f

1
1
2
= f1 − f0, f13

2
= f2 − f1, . . .

Konečnými diferencemi 2. řádu nazýváme výrazy

. . . , f2−2 = f1− 3
2
− f1− 5

2
, f2−1 = f1− 1

2
− f1− 3

2
, f20 = f11

2
− f1− 1

2
, f21 = f13

2
− f11

2
, f22 = f15

2
− f13

2
, . . .

Konečnými diferencemi k-tého řádu nazýváme výrazy

fki = fk−1
i+ 1

2

− fk−1
i− 1

2

.

Poznámka. Zjednodušené značeńı:

diference vpřed v i-tém uzlu ∆fi = fi+1 − fi,
diference vzad v (i+ 1)-ńım uzlu ∇fi+1 = fi+1 − fi,
symetrická diference δfi+ 1

2
= fi+1 − fi.

Poznámka. Diferenčńı schéma:

. . .
f−3

f1− 5
2

f−2 f2−2

f1− 3
2

f3− 3
2

f−1 f2−1 f4−1

f1− 1
2

f3− 1
2

f5− 1
2

f0 f20 f40 f60
f11

2

f31
2

f51
2

f1 f21 f41
f13

2

f33
2

f2 f22
f15

2

f3
. . .

Tvrzeńı 7.7 (nerekurzivńı vyjádřeńı fki ). Plat́ı

fki =

(
k
0

)
fi+ k

2
−
(
k
1

)
fi−1+ k

2
+

(
k
2

)
fi−2+ k

2
− . . .+

+(−1)k−1

(
k

k − 1

)
fi+1− k

2
+ (−1)k

(
k
k

)
fi− k

2
.

Náznak d̊ukazu.

f1
i+ 1

2

= fi+1 − fi,
f2i = f1

i+ 1
2

− f1
i− 1

2

= (fi+1 − fi)− (fi − fi−1) = fi+1 − 2fi + fi−1,

f3
i+ 1

2

= f2i+1 − f2i = (fi+2 − 2fi+1 + fi)− (fi+1 − 2fi + fi−1) =

= fi+2 − 3fi+1 + 3fi − fi−1.

□

Důsledek 7.8. (1) f = φ± ψ ⇒ fki = φki ± ψki ,
(2) (αf)ki = αfki .
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Tvrzeńı 7.9 (,,to neni př́ımo d̊usledek”).

f(xi, xi+1, . . . , xi+k) =
fk
i+ k

2

k! hk

D̊ukaz.

f(xi, xi+1) =
f(xi+1)− f(xi)

xi+1 − xi
=
fi+1 − fi

h
=
f1
i+ 1

2

h
,

f(xi, xi+1, xi+2) =
f(xi+1, xi+2)− f(xi, xi+1)

xi+2 − xi
=

1

2h

(
f1
i+ 3

2

h
−
f1
i+ 1

2

h

)
=
f2i+1

2h2
.

□

Důsledek 7.10. Pro polynom n-tého řádu je n-tá konečná diference konstanta a konečné diference
vyšš́ıch řád̊u jsou nulové.

7.2.1. Newtonova interpolačńı formule pro ekvidistantńı intervaly pro interpolaci vpřed. Slouč́ıme
vzorce (57) a (59).

(1) Zavedeme substituci t = x−x0

h :

x = x0 + th
xi = x0 + ih

}
x− xi = h(t− i).

(2) Poměrné diference nahrad́ıme podle tvrzeńı 7.9 konečnými:

Ln(x0 + th) = f0 + tf11
2
+
t(t− 1)

2!
f21 +

t(t− 1)(t− 2)

3!
f33

2
+ . . .+

t(t− 1) . . . (t− n+ 1)

n!
fnn

2
.

,,Dá se to přepsat elegantně — já to nevyžaduju”:

Ln(x0 + th) = f0 +

(
t
1

)
∆f0 +

(
t
2

)
∆2f0 + . . .+

(
t
n

)
∆nf0.

7.2.2. Newtonova interpolačńı formule pro ekvidistantńı intervaly pro interpolaci vzad. Proměnné ve
vzorci (57) přeindexujeme takto: xi → x−i (i ∈ n̂).

(1) Zavedeme substituci t = x−x0

h :

x = x0 + th
x−i = x0 − ih

}
x− x−i = h(t+ i).

(2) Poměrné diference nahrad́ıme konečnými:

Ln(x0 + th) = f0 + tf1− 1
2
+
t(t+ 1)

2!
f2−1 +

t(t+ 1)(t+ 2)

3!
f3− 3

2
+ . . .+

t(t+ 1) . . . (t+ n− 1)

n!
fn−n

2
.

,,Trošku elegantněǰśı je to s tim nabla”:

Ln(x0 + th) = f0 +

(
t
1

)
∇f0 +

(
t+ 1
2

)
∇2f0 + . . .+

(
t+ n− 1

n

)
∇nf0.
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8. Numerický výpočet derivace

Jsou dány hodnoty funkce f ve vzájemně r̊uzných uzlech x0, x1, . . . , xn. Hledáme k-tou derivaci
funkce f , a to předevš́ım v bodech x0, x1, . . . , xn. Principiálně se tato úloha řeš́ı strašně snadno: stač́ı
k-krát zderivovat vztah f(x) = Ln(x) +Rn(x) a dostaneme

f (k)(x) = L(k)
n (x) +R(k)

n (x).

Zřejmě muśı k ≤ n, jinak je to nanic (z̊ustane f (k)(x) = R
(k)
n (x)). Našim ćılem je elegantně vyjádřit

L
(k)
n a R

(k)
n . K tomu je potřeba zobecnit poměrné diference i pro opakuj́ıćı se argumenty.

Definice 8.1. Necht’ ∀i ∈ n̂0 v okoĺı bodu xi existuje f
(ki). Potom definujeme

f(x0, . . . , x0︸ ︷︷ ︸
k0-krát

, x1, . . . , x1︸ ︷︷ ︸
k1-krát

, . . . , xn, . . . , xn︸ ︷︷ ︸
kn-krát

) =

= lim
x
(j)
i →xi

f(x0, x
(1)
0 , . . . , x

(k0−1)
0 , x1, x

(1)
1 , . . . , x

(k1−1)
1 , . . . , xn, x

(1)
n , . . . , x(kn−1)

n )

za předpokladu, že x
(j1)
i ̸= x

(j2)
i pro j1 ̸= j2.

Poznámka. S použit́ım (58) dostáváme

f(x0, x0) = lim
x
(1)
0 →x0

f(x0, x
(1)
0 ) = lim

x
(1)
0 →x0

f(x
(1)
0 )− f(x0)
x
(1)
0 − x0

= f ′(x0),

f(x0, . . . , x0︸ ︷︷ ︸
k0-krát

) = lim
x
(j)
0 →x0

f(x0, x
(1)
0 , . . . , x

(k0−1)
0 ) = lim

x
(j)
0 →x0

f (k0−1)(ξ)

(k0 − 1)!
=
f (k0−1)(x0)

(k0 − 1)!
.

Dále budeme předpokládat ekvidistantńı rozmı́stěńı uzl̊u a omeźıme se na

• 1. a 2. derivaci,
• nejnižš́ı počty uzl̊u (tj. 2, resp. 3 u 1. derivace a 3 u 2. derivace),
• derivace pouze v uzlech.

Vyjděme ze vztahu

f(x) =

n∑
i=0

f(xi)
(x− x0) . . . (x− xi−1)(x− xi+1) . . . (x− xn)

(xi − x0) . . . (xi − xi−1)(xi − xi+1) . . . (xi − xn)
+

+(x− x0) . . . (x− xn)f(x, x0, . . . , xn)
a zaved’me do něj substituci t = x−x0

h :

x = x0 + th
xi = x0 + ih

}
x− xi = h(t− i)⇒ xi − xj = h(i− j).

Označ́ıme-li opět fi = f(xi), potom

f(x0 + th) =

n∑
i=0

fi
hni!(i− (i+ 1)) . . . (i− n)

hnt(t− 1) . . . (t− n)
t− i

+

+hn+1t(t− 1) . . . (t− n)f(x, x0, . . . , xn) =

=

n∑
i=0

(−1)n−i fi
i!(n− i)!

t(t− 1) . . . (t− n)
t− i

+ hn+1t(t− 1) . . . (t− n)f(x, x0, . . . , xn),

f ′(x0 + th) =

n∑
i=0

(−1)n−i fi
i!(n− i)!

d

dt

[
t(t− 1) . . . (t− n)

t− i

]
dt

dx
+

+hn+1f(x, x0, . . . , xn)
d

dt
[t(t− 1) . . . (t− n)] dt

dx
+

+hn+1t(t− 1) . . . (t− n) d

dx
f(x, x0, . . . , xn).
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Protože
d

dx
f(x, x0, . . . , xn) = lim

x′→x

f(x′, x0, . . . , xn)− f(x, x0, . . . , xn)
x′ − x

=

= lim
x′→x

f(x, x′, x0, . . . , xn) = f(x, x, x0, . . . , xn)

a dt
dx = 1

h , má f ′ po dosazeńı podle (58) tvar

f ′(x0 + th) =
1

h

n∑
i=0

(−1)n−i fi
i!(n− i)!

d

dt

[
t(t− 1) . . . (t− n)

t− i

]
+

+hn · d
dt

[t(t− 1) . . . (t− n)] · f
(n+1)(ξ1)

(n+ 1)!
+ hn+1 · t(t− 1) . . . (t− n) · f

(n+2)(ξ2)

(n+ 2)!
.

Pro druhou derivaci dostáváme

f ′′(x0 + th) =
1

h2

n∑
i=0

(−1)n−i fi
i!(n− i)!

d2

dt2

[
t(t− 1) . . . (t− n)

t− i

]
+

+hn−1f(x, x0, . . . , xn)
d2

dt2
[t(t− 1) . . . (t− n)]+

+2hn
d

dt
[t(t− 1) . . . (t− n)]f(x, x, x0, . . . , xn) + hn+1t(t− 1) . . . (t− n) d

dx
f(x, x, x0, . . . , xn).

Pro derivaci f(x, x, x0, . . . , xn) podle definice plat́ı

d

dx
f(x, x, x0, . . . , xn) = lim

x′→x

f(x′, x′, x0, . . . , xn)− f(x, x, x0, . . . , xn)
x′ − x

.

V čitateli přičteme a odečteme výraz f(x, x′, x0, . . . , xn) a limitu roztrhneme na dvě:

d

dx
f(x, x, x0, . . . , xn) = lim

x′→x

f(x′, x0, . . . , xn, x
′)− f(x, x′, x0, . . . , xn)
x′ − x

+

+ lim
x′→x

f(x, x0, . . . , xn, x
′)− f(x, x, x0, . . . , xn)
x′ − x

=

= lim
x′→x

f(x, x′, x0, . . . , xn, x
′) + lim

x′→x
f(x, x, x0, . . . , xn, x

′) = 2f(x, x, x, x0, . . . , xn).

Nyńı už můžeme psát vzorec pro chybu f ′′:

R′′
n(x0 + th) = hn−1 d2

dt2
[t(t− 1) . . . (t− n)]f

(n+1)(ξ1)

(n+ 1)!
+

+2hn
d

dt
[t(t− 1) . . . (t− n)]f

(n+2)(ξ2)

(n+ 2)!
+ 2hn+1t(t− 1) . . . (t− n)f

(n+3)(ξ3)

(n+ 3)!
.

Poznámka. Bez d̊ukazu uved’me, že plat́ı

dm

dxm
f(x, x0, . . . , xn) = m!f(x, . . . , x,︸ ︷︷ ︸

(m+1)-krát

x0, . . . , xn). (60)

Dosad́ıme-li n = 1 do vzorečku pro f ′, dostaneme

f ′(x0 + th) =
1

h
(f1 − f0) + h(2t− 1)

f ′′(ξ1)

2!
+ h2t(t− 1)

f ′′′(ξ2)

3!
.

Značme dále (∀i ∈ n̂0)(f ′i = f ′(xi)). Po dosazeńı t = 0, resp. t = 1 do předchoźıho vztahu máme

f ′0 =
f1 − f0
h

− h

2
f ′′(ξ), f ′1 =

f1 − f0
h

+
h

2
f ′′(ξ). (61)

Stejný postup nyńı uplatńıme pro n = 2 a dostaneme

f ′(x0 + th) =
1

2h
[f0(2t− 3)− 2f1(2t− 2) + f2(2t− 1)]+

+h2(3t2 − 6t+ 2)
f ′′′(ξ1)

3!
+ h3t(t− 1)(t− 2)

f ′′′(ξ2)

4!
,

f ′0 =
1

2h
(−3f0 + 4f1 − f2) +

h2

3
f ′′′(ξ),
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f ′1 =
1

2h
(f2 − f0) +

h2

6
f ′′′(ξ), (62)

f ′2 =
1

2h
(f0 − 4f1 + 3f2) +

h2

3
f ′′′(ξ).

Poznámka. Porovnáńım vzorc̊u (61) a (62) zjist́ıme, že v př́ıpadě n = 2 je chyba o řád menš́ı.

Nyńı do vzorce pro f ′′ dosad́ıme n = 2 a vyjádř́ıme f ′′(x0), f
′′(x1), f

′′(x2):

f ′′(x0 + th) =
1

h2
(f0 − 2f1 + f2) + h(6t− 6)

f ′′′(ξ1)

3!
+

+2h2(3t2 − 6t+ 2)
f (4)(ξ2)

4!
+ 2h3t(t− 1)(t− 2)

f (5)(ξ3)

5!
,

f ′′(x0) =
1

h2
(f0 − 2f1 + f2)− hf ′′′(ξ1) +

h2

6
f (4)(ξ2),

f ′′(x1) =
1

h2
(f0 − 2f1 + f2)−

h2

12
f (4)(ξ),

f ′′(x2) =
1

h2
(f0 − 2f1 + f2) + hf ′′′(ξ1) +

h2

6
f (4)(ξ2).
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9. Numerický výpočet integrálu

Chceme vypoč́ıtat
d∫
c

f(x) dx (63)

na základě znalosti f(x1, . . . , xn), kde uzly x1, . . . , xn jsou z intervalu ⟨c, d⟩.

9.1. Newtonovy-Cotesovy formule pro ekvidistantńı rozmı́stěńı uzl̊u. Podle rozmı́stěńı uzl̊u
v intervalu ⟨c, d⟩ rozlǐsujeme

(1) formule uzavřeného typu:

a c . . . d
x0 x1 . . . xn

c = a+ h, d = a+ nh, h =
d− c
n− 1

,

(2) formule otevřeného typu:

a = c a+ h . . . a+ nh d
x0 x1 . . . xn xn+1

c = a, d = a+ (n+ 1)h, h =
d− c
n+ 1

.

Odvozovat budeme oba typy najednou pomoćı parametru k:

c = a+ (1− k)h, d = a+ (n+ k)h, h =
d− c

n− 1 + 2k
.

Formule uzavřeného, resp. otevřeného typu zřejmě źıskáme volbou k = 0, resp. k = 1. Definujme
funkci F (y) = f(a+ hy). Potom F (i) = f(xi). Zavedeme-li do integrálu (63) substituci x = a+ hy, je

d∫
c

f(x) dx = h

n+k∫
1−k

F (y) dy.

Funkci F nahrad́ıme Lagrangeovým interpolačńım polynomem př́ıslušným k této funkci a uzl̊um
1, . . . , n. Potom

d∫
c

f(x) dx = h

n+k∫
1−k

n∑
i=1

F (i)
(y − 1) . . . (y − (i− 1))(y − (i+ 1)) . . . (y − n)
(i− 1) . . . (i− (i− 1))(i− (i+ 1)) . . . (i− n)

dy+

+h

n+k∫
1−k

(y − 1) . . . (y − n) F (y, 1, . . . , n) dy

︸ ︷︷ ︸
ozn. ϱn

=

= h

n+k∫
1−k

n∑
i=1

F (i)

(i− 1)! (n− i)! (−1)i−n
(y − 1) . . . (y − n)

y − i
dy + hϱn =

= (d− c)
n∑
i=1

f(xi)
(−1)n−i

∫ n+k
1−k

(y−1)...(y−n)
y−i dy

(n− 1 + 2k)(i− 1)! (n− i)!︸ ︷︷ ︸
ozn. I

(n)
i,k

+ hϱn︸︷︷︸
ozn. Rn,k(f)

,

kde I
(n)
i, k jsou tzv. Newtonova-Cotesova č́ısla. Źıskali jsme tedy obecný vzorec

d∫
c

f(x) dx = (d− c)
n∑
i=1

I
(n)
i, kf(xi) +Rn, k(f). (64)
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Tvrzeńı 9.1. Newtonova-Cotesova č́ısla I
(n)
i,k jsou symetrická v i, tj.

(∀i ∈ n̂)(I(n)i, k = I
(n)
n+1−i, k), a pro jejich součet plat́ı

n∑
i=1

I
(n)
i, k = 1.

D̊ukaz. Prvńı část tvrzeńı: Plat́ı

I
(n)
n+1−i, k =

(−1)i−1

(n− 1 + 2k)(n− i)! (i− 1)!

n+k∫
1−k

(y − 1) . . . (y − n)
y − n+ i− 1

dy.

Do integrálu vpravo zavedeme substituci z = n+ 1− y, tj. y = n+ 1− z:

I
(n)
n+1−i, k =

(−1)1−i

(n− 1 + 2k)(i− 1)! (n− i)!

1−k∫
n+k

(n− z) . . . (1− z)
i− z

(−dz) =

=
(−1)n−i

(n− 1 + 2k)(i− 1)! (n− i)!

n+k∫
1−k

(z − 1) . . . (z − n)
z − i

dz = I
(n)
i, k.

Druhá část tvrzeńı: Polož́ıme-li f(x) ≡ 1, potom zřejmě Rn, k(f) = 0 a podle (64) plat́ı d − c =

(d− c)
∑n
i=1 I

(n)
i, k. □

Nyńı do vzorce (64) dosad́ıme k = 0 a n = 2. Podle předchoźıho tvrzeńı muśı být I
(2)
1,0 = I

(2)
2,0 , takže

d∫
c

f(x) dx ≈ (d− c)
(
1

2
f(x1) +

1

2
f(x2)

)
.

Pro n = 3 si už muśıme alespoň I
(3)
1,0 spoč́ıtat podle definice:

I
(3)
1,0 =

1

2.0! 2!

3∫
1

(y − 1)(y − 2)(y − 3)

y − 1
dy =

1

4
· 2
3
=

1

6
,

d∫
c

f(x) dx ≈ (d− c)
(
1

6
f(x1) +

4

6
f(x2) +

1

6
f(x3)

)
.

Podobným zp̊usobem se dozv́ıme, že pro n = 4 plat́ı

d∫
c

f(x) dx ≈ (d− c)
(
1

8
f(x1) +

3

8
f(x2) +

3

8
f(x3) +

1

8
f(x4)

)
.

Analogicky dokážeme, že v př́ıpadě formuĺı otevřeného typu (tj. pro k = 1) plat́ı

n = 1 ⇒
d∫
c

f(x) dx ≈ (d− c)f(x1),

n = 2 ⇒
d∫
c

f(x) dx ≈ (d− c)
(
1

2
f(x1) +

1

2
f(x2)

)
,

n = 3 ⇒
d∫
c

f(x) dx ≈ (d− c)
(
2

3
f(x1)−

1

3
f(x2) +

2

3
f(x3)

)
.

9.2. Určeńı chyby v Newtonových-Cotesových formuĺıch.
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9.2.1. Lichý počet uzl̊u. Soustřed’me se nejprve na př́ıpad lichého počtu uzl̊u, tj. necht’ (∃m ∈ N)(n =
2m− 1). Potom pro chybu plat́ı

ϱ2m−1 =

2m−1+k∫
1−k

(y − 1) . . . (y − 2m+ 1)︸ ︷︷ ︸
ozn. ψ(y)

F (y, 1, . . . , 2m− 1) dy.

Definujme funkci

φ(x) =

x∫
1−k

ψ(y)dy. (65)

Tvrzeńı 9.2 (pomocné). Označme

Ii =

i+1∫
i

ψ(y) dy

pro i = 0, 1, . . . , m− 1. Potom plat́ı |I0| > |I1| > . . . > |Im−1|.

D̊ukaz. Pro i ≤ m−2 je Ii+1 =
∫ i+2

i+1
(y−1) . . . (y−2m+1) dy. Do tohoto integrálu zavedeme substituci

z = y − 1, tj. y = z + 1:

Ii+1 =

i+1∫
i

z(z − 1) . . . (z − 2m+ 2) dz =

i+1∫
i

z · ψ(z)

z − 2m+ 1
dz.

Protože funkce z → z
z−2m+1 je v intervalu ⟨i, i + 1⟩ zřejmě spojitá a funkce ψ neměńı v intervalu

(i, i + 1) znameńı (je to polynom a body i, i + 1 jsou jeho jediné kořeny v ⟨i, i + 1⟩), existuje podle
1. věty o středńı hodnotě takové ξ ∈ (i, i+ 1), že

Ii+1 =
ξ

ξ − 2m+ 1

i+1∫
i

ψ(z) dz =
ξ

ξ − 2m+ 1
Ii.

Zřejmě plat́ı
∣∣∣ ξ
ξ−2m+1

∣∣∣ = ξ
2m−1−ξ a tato funkce proměnné ξ je v celém intervalu ⟨0, m − 1⟩ ostře

rostoućı. Proto ∀i ∈ {0, . . . , m− 2} plat́ı

|Ii+1| =
ξ

2m− 1− ξ
|Ii| ≤

m− 1

m
|Ii| < |Ii| .

□

Tvrzeńı 9.3 (pomocné). Plat́ı ψ(y) = −ψ(2m− y).

D̊ukaz. Je ψ(2m− y) = (2m− 1− y) . . . (1− y) = −(y − 1) . . . (y − 2m+ 1). □

Tvrzeńı 9.4. (1) Funkce φ je polynom,
(2) φ(1− k) = 0,
(3) φ(2m− 1 + k) = 0,
(4) (∀x ∈ (1− k, 2m− 1 + k))(φ(x) ̸= 0).

D̊ukaz. (1) Zřejmé.
(2) Zřejmé.
(3) Podle (65) je

φ(2m− 1 + k) =

2m−1+k∫
1−k

(y − 1) . . . (y − 2m+ 1) dy.

Zavedeme substituci z = 2m− y, tj. y = 2m− z:

φ(2m− 1 + k) =

1−k∫
2m−1+k

(2m− 1− z) . . . (1− z)(−dz) =
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= −
2m−1+k∫
1−k

(z − 1) . . . (z − 2m+ 1) dz = −φ(2m− 1 + k).

Protože φ(2m− 1 + k) = −φ(2m− 1 + k), muśı být φ(2m− 1 + k) = 0.
(4) Z d̊ukazu tvrzeńı 9.2 vyplývá, že funkce φ neměńı v intervalu (i, i+1⟩ znameńı a že sgn Ii =
− sgn Ii+1 (i ∈ {0, . . . , m − 2}). Odtud je zřejmé, že
(∀x ∈ (1− k, m⟩)(sgn φ(x) = sgn I0).

Dokážeme, že pro x ∈ ⟨m, 2m− 1 + k) plat́ı φ(x) = φ(2m− x): Do integrálu

φ(2m− x) =
2m−x∫
1−k

ψ(y)dy

zavedeme substituci z = 2m− y, takže s využit́ım tvrzeńı 9.3 a již dokázaného bodu 3 dosta-
neme

φ(2m− x) = −
x∫

2m−1+k

ψ(2m− z) dz =
x∫

2m−1+k

ψ(z) dz =

=

1−k∫
2m−1+k

ψ(z) dz +

x∫
1−k

ψ(z) dz = −φ(2m− 1 + k) + φ(x) = φ(x).

□

Nyńı již můžeme určit chybu ϱ2m−1. K tomu využijeme metody per partes:

ϱ2m−1 =

2m−1+k∫
1−k

ψ(y)F (y, 1, . . . , 2m− 1) dy =

= [φ(x)F (x, 1, . . . , 2m− 1)]
2m−1+k
1−k −

2m−1+k∫
1−k

φ(y)
d

dy
F (y, 1, . . . , 2m− 1) dy.

Podle bod̊u 2 a 3 tvrzeńı 9.4 je prvńı sč́ıtanec nulový, do druhého dosad́ıme z (60), takže

2m−1+k∫
1−k

ψ(y)F (y, 1, . . . , 2m− 1) dy = −
2m−1+k∫
1−k

φ(y)F (y, y, 1, . . . , 2m− 1) dy.

Z tvrzeńı 7.4 vyplývá spojitost funkce y → F (y, y, 1, . . . , 2m−1) a podle tvrzeńı 9.4 funkce φ neměńı
na (k− 1, 2m− 1+ k) znameńı. Podle 1. věty o středńı hodnotě proto existuje η ∈ (1− k, 2m− 1+k)
tak, že

ϱ2m−1 = −F (η, η, 1, . . . , 2m− 1)

2m−1+k∫
1−k

φ(y) dy = −F
(2m)(ξ)

(2m)!

2m−1+k∫
1−k

φ(y) dy.

9.2.2. Sudý počet uzl̊u. Nyńı si rozeberme př́ıpad sudého počtu uzl̊u, tj. necht’ (∃m ∈ N)(n = 2m).
Potom

ϱ2m =

2m+k∫
1−k

(y − 1) . . . (y − 2m)F (y, 1, . . . , 2m) dy =

=

2m−1+k∫
1−k

ψ(y)(y − 2m)F (y, 1, . . . , 2m) dy +

2m∫
2m−1+k

(y − 1) . . . (y − 2m)F (y, 1, . . . , 2m) dy.

Označme posledńı dva integrály po řadě S1, S2. Do prvńıho integrálu dosad́ıme

F (y, 1, . . . , 2m) =
F (1, . . . , 2m)− F (y, 1, . . . , 2m− 1)

2m− y
,
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takže dostaneme

S1 = −F (1, . . . , 2m)

2m−1+k∫
1−k

ψ(y) dy +

2m−1+k∫
1−k

ψ(y)F (y, 1, . . . , 2m− 1) dy =

= −F (1, . . . , 2m)φ(2m− 1 + k)︸ ︷︷ ︸
=0

+ϱ2m−1 =
F (2m)(ξ1)

(2m)!

− 2m−1+k∫
1−k

φ(y) dy


︸ ︷︷ ︸

ozn. A1

.

Na druhý integrál použijeme obĺıbenou 1. větu o středńı hodnotě a máme

S2 =

2m∫
2m−1+k

(y − 1) . . . (y − 2m)F (y, 1, . . . , 2m) dy =

= F (η, 1, . . . , 2m)

2m+k∫
2m−1+k

(y − 1) . . . (y − 2m) dy

︸ ︷︷ ︸
ozn. A2

=
F (2m)(ξ2)

(2m)!
A2.

Tvrzeńı 9.5. Plat́ı sgn A1 = sgnA2.

D̊ukaz. Necht’ např. k = 0 (př́ıpad k = 1 se dokáže podobně). Potom

A1 = −
2m−1∫
1

φ(y) dy, kde φ(y) =

y∫
1

(t− 1) . . . (t− 2m+ 1) dt.

Podle tvrzeńı 9.4 neměńı funkce φ na (1, 2m − 1) znameńı, a proto stač́ı zjistit sgn φ v libovolném
bodě tohoto intervalu, např. v bodě y = 2:

φ(2) =

2∫
1

(t− 1)︸ ︷︷ ︸
>0

(t− 2)︸ ︷︷ ︸
<0

. . . (t− 2m+ 1)︸ ︷︷ ︸
<0

dt > 0,

takže A1 je záporně vzatým integrálem kladné funkce, odkud A1 < 0. Pro A2 plat́ı

A2 =

2m∫
2m−1

(y − 1) . . . (y − (2m− 1))︸ ︷︷ ︸
>0

(y − 2m)︸ ︷︷ ︸
<0

dy < 0.

□

Lemma 9.6. Jsou-li φ funkce spojitá v intervalu ⟨x1, x2⟩ a A1, A2 konstanty bud’ obě kladné, nebo
obě záporné, potom

(∃ξ ∈ ⟨x1, x2⟩)(A1φ(x1) +A2φ(x2) = (A1 +A2)φ(ξ)).

D̊ukaz. ∅ □

Plat́ı

ϱ2m = S1 + S2 =
F (2m)(ξ1)

(2m)!
A1 +

F (2m)(ξ2)

(2m)!
A2.

Předpokládejme, že F (2m) je spojitá funkce. Potom podle předchoźı lemmy existuje ξ ∈ ⟨ξ1, ξ2⟩ tak,
že

ϱ2m =
F (2m)(ξ)

(2m)!

− 2m−1+k∫
1−k

φ(y) dy +

2m+k∫
2m+1−k

(y − 1) . . . (y − 2m) dy

 .
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9.2.3. Shrnut́ı.

Tvrzeńı 9.7. Plat́ı F (n)(y) = hnf (n)(x).

D̊ukaz. Na začátku kapitoly jsme zavedli funkci F (y) = f(a + hy) a provedli substituci x = a + hy.
Odtud plyne

dF (y)

dy
=

df(x)

dx

dx

dy
,

tj. F ′(y) = hf ′(a+ hy) a indukćı pak dnF
dyn (y) = hn dnf

dxn (x). □

Obecné vzorce pro numerický výpočet integrálu tedy jsou:

d∫
c

f(x) dx = (d− c)
2m−1∑
i=1

I
(2m−1)
i, k f(xi)−

h2m+1

(2m)!
f (2m)(ξ)

2m−1+k∫
1−k

φ(y) dy

pro lichá n, tj. n = 2m− 1, a

d∫
c

f(x) dx = (d− c)
2m∑
i=1

I
(2m)
i, k f(xi)−

−h
2m+1

(2m)!
f (2m)(ξ)

 2m−1+k∫
1−k

φ(y) dy −
2m+k∫

2m−1+k

(y − 1) . . . (y − 2m) dy


pro sudá n, tj. n = 2m.
Závěr: Výhodněǰśı je formule pro lichý počet uzl̊u, protože mocnina h je stejná, ale počet sč́ıtanc̊u

je menš́ı. Nav́ıc koeficient u h je v př́ıpadě sudého počtu uzl̊u větš́ı, jak v́ıme z předchoźı lemmy.

9.3. Formule použ́ıvané v praxi. K praktickému výpočtu
∫ b
a
f(x) dx se nepouž́ıvaj́ı Newtonovy-

Cotesovy formule, ale obdélńıková, lichoběžńıková a Simpsonova formule.

9.3.1. Obdélńıková formule. Interval ⟨a, b⟩ rozděĺıme na n d́ılk̊u stejné délky a doprostřed každého
d́ılku umı́st́ıme uzel xi = a+ (i− 1

2 )h, kde h = b−a
n , i ∈ n̂. Potom plat́ı

b∫
a

f(x) dx =

n∑
i=1

∫
∆i

f(x) dx.

Jednotlivé integrály vypočteme pomoćı Newtonových-Cotesových formuĺı pro
k = n = m = 1 (otevřený typ):∫

∆i

f(x) dx = hf(xi)−
1

2

(
h

2

)3

f ′′(ξ)

2∫
0

 y∫
0

(t− 1) dt

 dy = hf(xi) +
h3

24
f ′′(ξi).

Odtud

b∫
a

f(x) dx = h

n∑
i=1

f(xi) +
h3

24

n∑
i=1

f ′′(ξi) = h

n∑
i=1

f(xi) + h2 · b− a
24
·
∑n
i=1 f

′′(ξi)

n
.

Posledńı zlomek je aritmetickým pr̊uměrem hodnot f ′′(ξi), označme jej proto f ′′(ξ):

b∫
a

f(x) dx = h

n∑
i=1

f(xi) +
b− a
24

h2f ′′(ξ).
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9.3.2. Lichoběžńıková formule. Interval ⟨a, b⟩ rozděĺıme na n d́ılk̊u stejné délky a do jejich hraničńıch
bod̊u umı́st́ıme uzly xi = x0 + ih, kde h = b−a

n , i ∈ n̂0. Potom plat́ı

b∫
a

f(x) dx =

n∑
i=1

xi∫
xi−1

f(x) dx.

Jednotlivé integrály vypočteme pomoćı Newtonových-Cotesových formuĺı pro
k = 0, n = 2, m = 1 (uzavřený typ):

xi∫
xi−1

f(x) dx =
h

2
[f(xi−1) + f(xi)]−

h3

12
f ′′(ξi),

b∫
a

f(x) dx =
h

2
[f(x0) + 2f(x1) + 2f(x2) + . . .+ 2f(xn−1) + f(xn)]−

h3

12

n∑
i=1

f ′′(ξi) =

=
h

2
[f(x0) + 2f(x1) + 2f(x2) + . . .+ 2f(xn−1) + f(xn)]− h2 ·

b− a
12
·
∑n
i=1 f

′′(ξi)

n
.

Za předpokladu spojitosti f ′′ je posledńı zlomek opět aritmetickým pr̊uměrem, takže můžeme psát

b∫
a

f(x) dx =
h

2
[f(x0) + 2f(x1) + . . .+ 2f(xn−1) + f(xn)]−

b− a
12

h2f ′′(ξ).

Poznámka. Chyba zde vyšla větš́ı než u obdélńıkové formule. Je to t́ım, že zde jsme použili Newtonovy-
Cotesovy formule pro sudé n.

9.3.3. Simpsonova formule. Interval ⟨a, b⟩ rozděĺıme na 2n d́ılk̊u stejné délky a uzly xi = x0+ ih, kde
h = b−a

2n , i ∈ {0, . . . , 2n} umı́st́ıme do prostředńıho i obou hraničńıch bod̊u každého d́ılku. Potom
plat́ı

b∫
a

f(x) dx =

n∑
i=1

x2i∫
x2i−2

f(x) dx.

Jednotlivé integrály vypočteme pomoćı Newtonových-Cotesových formuĺı pro
k = 0, n = 3, m = 2 (uzavřený typ):

2i∫
2i−2

f(x) dx =
2h

6
[f(x2i−2) + 4f(x2i−1) + f(x2i)]−

h5

90
f (4)(ξi),

b∫
a

f(x) dx =
h

3
[f(x0) + 4f(x1) + 2f(x2) + 4f(x3) + . . .+

+2f(x2n−2) + 4f(x2n−1) + f(x2n)]−
h5

90

n∑
i=1

f (4)(ξi).

V posledńım výrazu dosad́ıme za h = b−a
2n a za předpokladu spojitosti f (4) můžeme psát

b∫
a

f(x) dx =
h

3
[f(x0) + 4f(x1) + 2f(x2) + 4f(x3) + . . .+

+2f(x2n−2) + 4f(x2n−1) + f(x2n)]−
b− a
180

h4f (4)(ξ).
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Poznámka (závěrečná). Numerická matematika II neńı doslovným přepisem zápisk̊u z přednášky.
Důvodem byla snaha o přehledněǰśı a uceleněǰśı pojet́ı, které by nav́ıc zd̊uraznilo styčné body s lineárńı
algebrou a matematickou analýzou. Výsledkem by mělo být snažš́ı pochopeńı látky. Co je tedy jinak?
Něco je zde nav́ıc a něco jiného chyb́ı. Přidáno bylo několik poznámek, které upozorňuj́ı na souvislosti

s jinými předměty, zejména s matematickou analýzou 3. Tyto poznámky slouž́ı pouze ke zd̊urazněńı
souvislost́ı a ke snazš́ımu pochopeńı. Jsou samozřejmě zcela mimo rámec toho, co je třeba se učit ke
zkoušce, a ten, koho by mátly, nebo kdo ještě neabsolvoval MAA3, je může klidně vynechat.
Co zde naopak nenajdete: Snahou bylo odstranit vše, co se nevyžaduje u zkoušky a přitom neńı

podstatné pro pochopeńı daľśı látky. Přesto zde z̊ustalo i několik takovýchto věćı, např. popis metody
ř́ızené relaxace.
Za zmı́nku stoj́ı ještě dvě úpravy: Většina nových pojmů je uváděna až ve chv́ıli, kdy jsou tyto

pojmy potřeba. Pozornému čtenáři skript jistě neuniklo, že d́ılč́ı snahy v tomto směru se objevuj́ı i v
samotné přednášce. Tento projekt v nich tedy pouze jde o trochu dál.
Posledńı a vlastně nejzásadněǰśı změnou oproti přednášce je forma, jakou je veden výklad v jed-

notlivých kapitolách. Na přednášce je postup většinou takový, že se odvozuje ,,pořád dál”, tj. bez
pr̊uběžných shrnut́ı źıskaných výsledk̊u. Naproti tomu zde je zvolena ,,klasičtěǰśı”forma tvrzeńı-d̊ukaz.
Velká část odvozeńı je tak ,,skryta”do d̊ukaz̊u jistých tvrzeńı. To by mělo mı́t za následek větš́ı
přehlednost a srozumitelnost. Aby se tato tvrzeńı odlǐsila od vět, resp. lemm vyslovených na přednášce
př́ımo (a tedy i v téže podobě vyžadovaných u zkoušky), jsou v textu označována slovem tvrzeńı. Po-
jmenováńı věta, resp. lemma jsou vyhrazena tvrzeńım takto označeným na přednášce. Upozorněńı:
Přidaná tvrzeńı velmi často nejsou exaktńı, tj. zejména neobsahuj́ı všechny potřebné předpoklady, po-
kud jsou zřejmé z kontextu. Je tomu tak předevš́ım proto, aby nedošlo k př́ılǐs výraznému odklonu od
přednášky. Stručně řečeno: ćılem neńı naprostá přesnost ve všech detailech za cenu vytvořeńı něčeho,
co nemá s přednáškou mnoho společného, ale sṕı̌s naopak — jednoduchost a zachováńı p̊uvodńıho
pojet́ı i za cenu drobných nepřesnost́ı.
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