1. ZAMENA PROMENNYCH

Definice 1.1. (REGULARN{ ZOBRAZEN{) Zobrazen{ f : (R") — R"™ se nazyvé reguldrni, préve
kdyz plati

(i) (def f) = (def [)°,
(ii) f e CcW(def f),
(iii) (Vz € def f)(f'(z) je reguldrni ).

Pozndmka 1.1. Reguldrni zobrazeni je lokdlné invertovatelné (jsou pro néj splnény pozadavky
Véty o inverzi 77?). To znamend, Ze regularn{ zobrazen{ je lokdlné prosté,

f.flec.

Regularni zobrazeni je téz difeomorfismem.

1.1. Klasifikace zamén proménnych. V néasledujicich odstavcich probereme zadmény proménnych
v obycejnych i parcidlnich diferencialnich vyrazech.

1.2. Zédména proménnych v obyé&ejnych diferencidlnich vyrazech. Nechf y = y(z) je
funkce (y : (R) — R). Pod oby¢ejnym diferencidlnim vyrazem myslime vyrazy typu
F=F(z,y(@),y (@),...,y"™ (), m> 1.
Zaménou proménnych prechazime od starych proménnych z, y k novym ¢ a u.
()= ()
—
y u

Coz muzeme vystihnout pomoci zobrazeni
T t
Y U
foL )
ox oy
w2 9w
ox oy

Poznamka 1.2. V zaméné popsané vysSe povazujeme staré x a nové t za nezavislé proménné.
Naopak y a u za zavislé, a tedy

kde ¥ je reguldrni, tedy matice

je regulérni.

y =y(@),
u = u(t).

Pro prehled v8ech moznosti, které probereme, nasleduje malé schamaétko
1. Zaména nezavislych proménnych
a) Staré pomoci novych
b) Nové pomoci starych
¢) Implicitné ®(¢,z) =0
II. Zaména zavislych a nezavislych proménnych
a) Staré pomoci novych
b) Nové pomoci starych
¢) Implicitné ®(¢,u,z,y) =0

1.3. I. Zaména nezavislych proménnych. Zobrazeni ¥ v tomto piipadé vypada takto

v()-("7)-0)



1.3.1. I a) Staré pomoci novjch. Méame

¢ musf byt dostateéné diferencovatelné (¢ € C™)) vzhledem k povaze F. Zéroven je ® reguldrni,
nebot ¢ = i—f # 0. Nyn{ sestavime tzv. ZAKLADN{ IDENTITU, kterd ndm pomuZe vyjadiit neznamé.
V tomto ptipadé ma tvar

Tento vztah derivujeme podle t a ziskame

u(t) =y'(p(t) - o(t) = y'(e(t) = #ﬂ(t) (1.1)
o(t)

Pokud chceme derivace vyssiho fadu, nic ndm nebrani derivovat identitu dal.
" ut)  at)é(t)
Y (p(t) = — — = atd.
(@) (&()?

Dale muzeme vyuzit operdtorového zapisu. Vyjdeme ze vztahu pro prvni derivaci (1.2). Operédtorovée
se to da prepsat nasledovné

(1.2)

Rekurzivné zapiseme derivaci k-tého fadu

dk d dkrfl
dot ~ da (daﬁk—1 )

Pro nés piipad druhé derivace v rovnici (1.2) dostaneme
& Ldldy_ 1 ¢d
dz?2  odt\¢dt/  p2de2 p3dt’

coz souhlasi.

1.3.2. I. b) Nové pomoct stargch. V tomto piipadé zaménujeme
t=oazx), a e C™ o +0.

Sestrojime zakladni identitu

Odtud snadno dostdvame derivace

y'(x) = i(a(z)) - o/ (2)
y' () = i(a(x)) - (o (2))* + w(a()) - o ().

Operatorové zapisy jsou jiz patrny z vysSe uvedenych derivaci.

Ipozor! ¢ = i—f, y' =,



1.3.3. I ¢) Implicitné ®(t,x) = 0. V tomto piipadé pozadujeme 9, P, BPt® # 0.
Piipad I. a) dostaneme volbou x = ¢(t), pak mame ®(¢, ¢(t)) = 0 odkud derivaci ziskdme

__o®
0, P
Druhou zdménu v I. b) dostaneme, pokud t = a(z), a tedy ®(a(z),z) = 0. Odkud jiz snadno
0, ®
/ _ Yz
o (x) = 9,3

Pozndmka 1.3. Celkem jsme pievedli F(x,y,y’,...) na cosi jako ﬁ(t7 Uy Uy )
Piiklad 1.1. Ve vgrazu
Flzyy'y") =2y + 2y +y,
kde z € (0, +00) ay € CP, proved'te zdménu x = et.
Pi#iklad 1.2. Provedte Keplerovu transformaci vijrazu

, €sinx

F(z,y,y',y") =y" —y —y(1 —ecosx)?,

1—ccosx

kde e € (0,1),z€Rayec C?. A

t=x—esinz.

1.4. II. Zaména zavislych a nezavislych proménnych.

1.4.1. II. a) Staré pomoct novych. Narozdil od predeslych piipadu méme pro zdménu

x = p(t,u) staré: y = y(x),
y=v(t,u) nové: u = u(t).

Pro dalsf postup predpokladdme, ze o, 1) € C™)| reguldrni. Sestrojme zéakladni identitu
¢(t’ U) = y(@(t, U))
Nasi oblibenou ¢innosti ? vyjadifme
y' = (0 + 0utp - 1) (Bup + Dup - 1)

Dalsi derivaci bychom dostali vyrazy pro vyssi fady.

1.4.2. II. b) Nové pomoct stargch. Nynf plati
t=oa(z,y), u=p(z,vy),
kde o, 8 € C™, reguldrni. Zskladn{ identita
Bla,y) = ul(e(z,y))

dava po derivaci podle x
;U Opae— 08
Y= 0,8 —ud,a

2Derivovénim podle t



1.4.3. III. ¢) Implicitné.

Priklad 1.3. V rovnici
(1 o x2)2y// =y

proved’te substituci

x = tanht,
o
y= cosht
a uvidite.
Priklad 1.4. V Stokesové rovnici
i Ay

proved’te zdménu

1.5. Zaména proménnych v parcidlnich diferencidlnich vyrazech. Oznac¢me
z=z(x1,T2,...,Ty),

a tzv. multiindex
a=(ag,...,an).

Jeho délka je rovna
n
|| = Z ;.
i=1
Parcidlni derivace jistho fadu se pak dé zapsat jako

pe__ Mz

z ozt ... 0xp"

Parcialni difierencidlni vyraz m-tého radu je vyraz typu
F=F(x1,...,2n,2,{D%| o] > m}).

V dalsim textu se omezime na funkci dvou proménnych z = z(z,y). Analogicky zdménndm v
oby¢ejnych diferencidlnich vyrazech budeme studovat jisté pripady.

1.6. I. Zaména nezavislych proménnych.

Poznamka 1.4. Obecnd zadména se provadi opét pomoci jistého zobrazeni

x U

v
yl+—1[v],
z w

kde ¥ je reguldrni.

Nyni v situaci I. plati, ze z = w.



1.6.1. I. a) Staré pomoct novych. Méme

z = ¢(u,v),y = ¥(u,v)
a
u o(u,v)
Ulo]=|vuv)
w w

Zéakladni identita ma tvar

vvvvvv

02 = A(u,v)0,w + B(u, v)0,w,
Oyz = C(u,v)0,w + D(u,v)d,w,

()= (@ ) ()

1.6.2. I. b) Nové pomoci starjch. V tomto piipadé jsou

nebo operatorové

u=a(r,y)

V= ﬁ(x’y)
z a(z,y)
Uily]| = ﬁ(l’,y)

Napisme si zakladni identitu

2(z,y) = wla(z,y), 6(z,y).

Odtud jiz snadno derivaci podle = a y vyjddiime hledané derivace.

1.6.3. I. ¢) Implicitni funkce.

Piiklad 1.5. Ve vgrazu
Y 10% 0

9x2 o2
proved'te Galileiho transformaci
u=2x — ct,
v=2x+ct.
Piiklad 1.6. Provedte zdménu
T = u,
Yy = wv,

ve vYrazu

20pz + yOyz = 2.

1.7. II. Zaména nezavislych i zavislych proménnych.



1.7.1. II. a) Staré pomoci novyjch. Méme
T = QO(U,U,U)),
Yy = 7/’(%%“’),
z = &(u,v,w).

Zobrazeni transformace pak vypada

u o(u, v, w)
Ulo|=|¢uvw)
w §(u7v7w)

Zakladni identita v tomto ptipadé
z(go(u, v, w(u,v)),w(u,v,w(u,v))) = &(u, v, w(u,v))

po zderivovani podle u a v dava opét hledané vztahy.

1.7.2. II. b) Nové pomoci starych. Méame

u = a(r,y,2),

v=PB(z,y,2),
w="(z,y,2).
Zobrazeni transformace pak vypada
x a(z,y, z)
Uy =|By2)
z v(z,y,2)

Zakladni identita v tomto ptipadé
w(elz,y, 2(z,y)). Bla,y, 2(z,y))) = v(2,y, 2(,y))

po zderivovani podle u a v dava opét hledané vztahy.

1.7.3. II. ¢) Implicitni vazba. ...

Priklad 1.7. Ve vyrazu
(y—2)0z2 + (y + 2)0yz = 0,
proved’te zdménu proménnigjch

u=y-=z,
v=y+z2,
w=x.

1.8. Polarni transformace. Polarni transformace je transformace typu

T =pcosy, y = psiny,
() =)
y ®

p €< 0,400),

Zatim muzeme brat

P €< —m, ),

(y) R

Tyto obory budeme muset omezit, kviili pozadavku regularity zobrazeni

()- ()
@ psing

nebot pak mame



Spocitejme derivaci zobrazeni U,

Nt P\ _ [cosp —psing
@) \singp pcosp J°
A Jakobidn (determinant matice ¥’) jest roven

3

Pozadavek nenulovosti Jakobidnu transformace a otevienosti oboru ° nés omezi na
p € (0,+00),
¢ € (—m,m).

Muzeme si povsimnout, ze vypusténim téchto hrani¢nich bodu jsme z roviny xy odstranili tzv.
Zapornou pifmku (zdpornd ¢éést osy x), oznacme ji Py. Pak vime, ze zobrazeni ¥ je reguldrni jako

U : (0, +00) x (—m,7) = R* — Py.
1.8.1. Ndhrada nékterijch diferencidlnich vijrazi. V tomto odstavci si spo¢teme vyrazy pro ndhradu
gradientu V a Laplacidnu A. Pro zopakovéni, v kartézskych soufadnicich v R? mame
Vayz = (0g,0y), (1.4)
Dy = 0240y (1.5)
Sestrojme zakladni identitu
z(pcos g, psing) = w(p, p),

z které derivaci podle p a ¢ dostaneme nésledujici vyjadieni
Oz = cos @ - Opw — waww, (1.6)
p
Oyz =sing - ,w + ﬂaww. (1.7)
p

Prostym dosazenim do vztahu (1.4) dostaneme gradient v polarnich soutadnicich *

sin . cos
vPOlémf = (COS()O ’ ap - TQO@W sm e - 8p + J(K)@)

Pro odvozeni Laplacidanu je potieba spocitat druhé derivace. to provedeme derivovanim vztahu
(1.6) a (1.7). Tyto vypocty jsou prostorové naroénéjsi, takze je zde nebudeme vypisovat a je pouze
na laskavém ¢tenéri, aby nase vysledky ovéril. Zjisti, ze mnoho ¢lenu se dosazenim do (1.5) vymlati.
Pak Laplacian v polarnich soufadnicich mé tvar

1 1 1 1
2 2 2
Apolérm’ = 8pp + ;ap + p72 + aiptp = ;8P(pap) + ?atpcp' (18)

1.9. Cylindricka (valcovd) transformace. Cylindrickd transformace m4 tvar
T = pcosp,
y = psiny,
z=E.
Bez omezeni zatim uvazujeme
p €<0,400),
pel —m,m >
£eR.

3viz. 1.1 a 1.2.
4Pozor! Jde o néhradu z kartézskych soufadnic!



Zjistime, kdy je zobrazeni ¥ reguldrni. Mdame

P pcosp
U] =1|psinp
3 3

Derivace dava

p cosp —psing 0
U lp|=|[sing pcosp 0
¢ 0 0o 1

Jakobian cylindrické transformace

Fomar=7]

peRT,

v € (—m,m)
£ER.

Odtud dostavame omezeni na obory

Opét tedy vypoustime zdpornou pifmku Py (ted je to rovina). Pro vypocet integralu to nehraje
74ddnou roli, nebot v(Py) = 0. Zobrazeni ¥ je regularni pti

U:RT x (—m,7) xR = R> - Py xR.
1.9.1. Vypocet nekterych diferencidlnich vijrazu. V tomto pripadé budeme derivovat zakladni identitu

flpcos, psing, &) = w(p, ¢,¢)
podle z, y a z. Pokud si ovém neuvédomime, ze hledané derivace jsou stejné jako v pripadé (1.6)
a (1.7). Sta¢f jen spocisti derivaci podle z (derivovdnim zdkladni identity podle &), kterd je vsak
trividlni
3Zf = 8510.
Odtud dostavame gradient v cylindrickych soutadnicich
sin . cos
Veylindr. = (cos @ -9, — TSDQD, sing -9, + Tw&p, ).
Stejné tak muzeme vyuzit vysledku (1.8) a dostaneme Laplacidn v cylindrickych soufadnicich

2
+ 8&5.

1 1
A‘cylindr. = a:%a: + agy +a§z = ;ap(paﬂ) + ?&i@

zndme z poldarnich souf.

1.10. Sféricka transformace. Pro sférickou transformaci plati
T = pcospcost,
y = psinpcosd,
x = psind,
pfi zatim neomezenych podminkach
p €<0,4+00),
pel —mm >,

T
e —=, = >.

272
Regularita zobrazeni
p p cos ¢ cos
Ulp] =] psinpcos?d
9 psind

Po nékolika tpravach dostaneme

det O = | Tutericka = pcosV |.




Regularitu tedy méame pro
T
(_57 5)

¥Rt x (—m,7) x — R~ Py xR.

1.10.1. Ndhrada nékterych diferencidlnich vyrazu. Zakladni identita mé tvar
f = f(pcospcost, psinpcost, psintd) = w(p, @, V).

Derivovanim této identity podle p, ¢ a ¥ dostaneme soustavu linedrni vzhledem k ¢lenum 0, f,
Oy f a 0, f, které hleddme. Tuto soustavu vyfesime pomoci Cramerova pravidla (viz. [?, p. 80, Véta
83.] ) a zjistime, ze

ind
me o, cosesind g

Oz f = costVcosp - 0,w — i 9w,

pcost ¢ B P
COSP o 0 sin p sin ¥

Oyf = cosUsiny - 0,w — Oyw,

pcost) P
cos ¥

0.f =sind - J,w + Oyw.

Pak muzeme gradient zapsat jako

vsférickéf = (ava 6yf7 8Zf)
Laplace...

Poznamka 1.5. Sférickou transformaci muzeme dostat jako slozeni dvou valcovych.

1.11. Zobecnéna sféricka transformace.
Priiklad 1.8. Méjme mnozZinu
M=+ +22=1, 2,9,2>0.
Proved'te transformaci
T = pcosQ/3 <pcos2/3 9,y = psin2/3 <pc082/3 9,z = ,osin2/3 9.
Piiklad 1.9. Ve vgrazu
02,2 +22y2 0,2 + 2(y — y*)0yz + 2%y*2 =0

proved’te zdménu

T = uv,
1

y=—,
v

zZ =w.

Piiklad 1.10. Ve vyrazu
waz—kajyz—&—cz:o, c>0

proved’te zdménu

x = e" cosv,

y =e“sinv,

z = w.
Piiklad 1.11. V obycejné diferencidlni rovnici

yy" =3y") =a

provedte zdménu

t=vy, u=uwx.
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1.12. Pi#iklady - Démidovié. V nésledujicich vyrazech proved’te zadané zameény.
P. 1.1. 3434. 22 + y" + 2y +y = 0, kdyz = = €.
[§+y=0]
P. 1.2. 3435. ¢ = %, kdyz t = In|z|.
[§— 3 +2)—6y=0]
P. 1.3. 3436. (1 — 22)y"” — 2y’ +n?y = 0, kdyz = = cost.

[§+n*y=0]
P. 1.4. 3437. y" + ¢/ tanhz + CO'S'}L; —y =0, kdyz 2 = Intan £.
[§+m*y=0]
P. 1.5. 3438. y" + p(x)y’ + g(x)y = 0, kdyz
y = we~ 2 Jap PEOIE

kde p(z) € C*.
[u" + (a(z) — 1p°(2) — 39 (2))u=0]
P. 1.6. 3439. x%y" + zyy’ — 2y*> = 0, kdyz z = €' a y = ue?’, kde u = u(t).
[+ (u+3)u+2u=0]
P. 1.7. 3440. (1 +2%)%y" =y, kdyz v = tant a y = =%, kde u = u(t).

cost’

[4=0]
P. 1.8. 3441. (1 — 2*)?y" = —y, kdyz « = tanht a y = %=, kde u = u(t).
[i=0]
P. 1.9. 3442. ¢" + (v +y)(1+ ¢/ )> =0, kdyz x =u+t ay=u—t, kde u = u(t).
[ii + Sui® =0 ]

P. 1.10. 3443. y”/ - l'sy// + :Ey/ -y = 07 kdyz xr = % ay .
[ 154+ (3t* + 1)ii + 4 =0 ]

P. 1.11. 3444. Proved'te zaménu v Stokesové rovnici
Ay
1

BCEDECE R

pomoci
=2
z—b’
t=1In ’ ra ,
kde u = u(t).
[u —u' = (afb)2u ]
P. 1.12. 3445. Ukazte, ze kdyz rovnici
y' +p(2)y +q(z)y =0
prevedete zdménou x = ¢(£) na tvar
d*y dy
— 4+ P(§)—= =0
et (é)d€ +Q(§y =0,
pak plati, ze
-3/2 _ —3/2

(2P(O)Q(E) + Q') (Q©E) ™ = (2p(@)a(x) + d'(x)) (a(x))
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P. 1.13. 3446. Ve vyrazu ®(y,y’,y”) = 0, kde ® je homogenni (adnarodnaja funkcija) funkce y,
y', y", polozte
_ ¥ udx
y=e'=0 ",
[®(1,u,u +u?)=0]

P. 1.14. 3447. Ve vyrazu F(z2y",zy’,y) = 0, kde ® je homogenn{ funkci svych argumentii, polozte
!
uw=z2.
Y

[ F(zu' +u? —u,u,1) =0 ]
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