1. KVADRIKY

Definice 1.1. (KVADRATICKA FUNKCE) Bud'te A € R™" symetrickd, A # O, b € R", ¢ € R. Pak
zobrazeni f: R™ - R :

f(z) =2TAz — 26Tz 4 ¢
se nazyvd kvadratickd funkce. Mnozina Q = f~1(0) = {z € R"|f(z) = 0} se nazyva kvadrika s
rovnici f(z) = 0.
Poznamka 1.1. V této definici jsme pouzili znaceni standardniho skalarniho sou¢inu pomoci
sloupcovych a fadkovych vektoru. Ziejmeé plati

zT Az = (z, Ax)
bz = (b, z)
Tohoto zapisu budeme zhusta pouzivat.

Definice 1.2. (SOURADNA SOUSTAVA) Necht X je baze R™, s € R". Pak dvojici (X, s) nazyvame
soustavou soufadnic s bazi X a pocatkem s.

Pozndmka 1.2. (Vz € R")(z = (aq,...,ap))

n
o= st Y pia
=1

kdyz X = (x1,...,2,) a souradnice y = (y1, ..., Yn). Pomoci matice pfechodu P zapiSeme vyse
uvedeny vztah jako x = s + Py

Pozndmka 1.3. V nésledujicim textu se tedy budeme snazit zjednodusit vyraz pro f(x) pfechodem
k jiné soustavé souradné.

Maéame tedy
F@) = f(s+ Y yiws) = f(s +Py) = (s + Py)TA(s + Py) — 267 (s + Py) + ¢ =
=1

= sTAs + sTAPy + (Py)TAs + (Py)TAPy — 2bTs — 20" Py + ¢ =
=y "PTAPY 4 2(sTA — bV )Py 4+ sTAs — 20T s + ¢ = fi(y)

Odvozeni je spravné, protoze ¢leny sTAPy a (Py)TAs se rovnaji. (Jsou to vici sobé trans-
ponovand redlnd ¢isla.) f1(y) je opét kvadratickou funkei. Z odvozeného zéapisu vyplyvéd nékolik
zajimavych moznosti:

e Urcitou zdménou muzeme zrusit konstantu (pokud f(s) = 0).
e Pro eliminaci linedrniho élenu je zapotiebi, aby sTA — bT = ©.

Pokud A je symetrickd pak existuje P tak, ze PTAP je diagondlni a tedy

n
y"PTAPYy =) " Nyl
i=1
A tedy existuje s € R™ tak, ze sTA — bT = O. Dosdhneme toho, Ze linedrni élen vypadne, tj.
As =b.

Definice 1.3. (STRED KVADRIKY) Bod s € R™ se nazyvé sttedem kvadriky Q prévé kdyz (Vz €
R™(f(s + z) = f(s — z)). Existuje-li alespon jeden stfed kvadratické funkce, pak se kvadrika
nazyva centralni. Neexistuje-li, nazyvame ji necentralni. Oznacime Sy mnozinu vsech stiedu f.

Veéta 1.1. Plati nasledujici tvrzeni:
(i) @ = f~1(0) je centraln{ pravé tehdy, kdyz existuje s € R" tak, ze As = b.
(ii) Sy ={s € R"|As = b} je varieta.

(iii) f|s, = const. (tzv. centrlni hodnota)



Dukaz: ad (i) a (ii):
fs+x)=sTAs+2sTAx + 2T Az — 20T F 20 2 +c =
=zTAz +2(s"A — D)z + f(s)
Nyni vidime, Ze tvrzeni ¢. 1 a 2 véty plati.
ad(iii): Nechfs,s0 € S = f,s0 =2 + 51,2 #0
f(s2) = f(s1) = T Az +2(Asy —b)" @ + f(s1) = f(s1)
Prvni ¢len je nula, protoze Az = A(sy — s1) = A(s2) — A(s1) = 0, druhy ¢len je nula, protoze

81€Sf

ZAavér: Pro centrilni kvadriky existuje soufadny systém (X, s) tak, ze (je-li y zdpis souradnic
bodu z v systému (X, s)):

f@)=fy) =>_ Xl + fo. fo = £(s).
i=1
Poznamka 1.4. Nékteré zapisy
e Nechf f je centrdlni, A € R™™, k =h(A) <n, s € Sy, X je diagonaln{ béze takova, ze
(Viek) N #0)(Vji=k+1...,n)(\ =0).

Pak se (X, s) nazyvé tzv. Kanonickou soustavou soufadnic. f md v této soustavé tvar

k
f@) = Aly) =D Nyl + fo-

i=1

e Necht Ai,...,\, >0,p >k aApy1,..., A\ < 0. Potom podle hodnoty fy, muzeme stan-
dardni tvar kvadriky @ = f~1(0) zapsat nésledujicimi zptisoby
(1) Pokud fo = 0 pak

S ()= 3 (B) -

=1 i=p+1 v

~

kde

p k
Yi 2 Yi 2
Z(;) —42 j.) =1,
i=1 i=p+1
kde
1 1 -
— =+—|\i|,7 € k.
af |fo\| .

Definice 1.4. Redlné osy maji indexy ¢ € p, imagindrni osy i € {p + 1,...,k}. Hodnost A je
rovna n, pravé kdyz je to regularni kvadrika.



1.1. Necentralni kvadriky.

Pozndmka 1.5. Nynf nelze odstranit linedrn{ ¢len (rovnice As = b nem4d Feseni). Zkusime tedy
najit s tak, aby f(s) =0.

Poznamka 1.6. Jestlize matice A € R™" je symetrickd pak ker A @ Im A = R 1.

Véta 1.2. Nechf f je necentralni, b = by + by, kde by € Im A a by € ker A. Pak existuje s € R"
tak, ze As = by.

Definice 1.5. (VRCHOL) Vektor s € R™ takovy, ze f(s) = 0 se nazyvé vrchol f. MnoZina vrcholu
se oznacuje Vy.
Poznamka 1.7. (KANONICKY TVAR) Pokud A je diagonalizovatelnd pomoci baze X (kanonickd
béze), h(A) =k, s € V; a oznacime-li soufadnice v (X, s) y, kde
1
- b
Tk41 HbQH 2

pak kanonicky tvar A

n

3 Nilw)? — 2llbz i = Q.

i=1

Poznamka 1.8. (STANDARDNI TVAR )

1.2. Kvadriky v R? a R? - kuzeloseéky. Nasleduji piiklady nékterych ¢asto se vyskytujicich
kvadrik, tyto naleznete v Tabulce ¢. 1.2.

Rovnice kvadriky | Oznaceni

g’—i + 'g; =1 elipsa

%2 + %j =-1 prazdna mnozina
ot & =0 bod

L% =1 hyperbola

% - 'Z*j =0 dvé piimky
=1 dvé piimky

% =1 prazdnd mnozina
% =0 piimka

=2y parabola

TABULKA 1. Kvadriky v R?

Déle uvedeme nékteré kvadriky v R3, v této tabulce necht a,b,c > 0. Ty jsou v Tabulce &. 2.
1.3. Kvadriky v R3.

1.4. Piiklady. V nésledujicim textu se budeme zabyvat kvadrikami v R2.
Priklad 1.1. Mdme kvadriku o rovnici

52 + dxy + 8y* — 322 — 56y + 80 = 0.

17de ker A = A~1(©) a Im A = A(R™).



Rovnice kvadriky | Oznaceni
2
442 =1 | elipsoid
2
g—i + 4+ %z = —1 | prdzdnd mnozina
2T
%; + & - %; =1 | jednodilny hyperboloid
2
2. ¥ — 2 —1 | dvoudilny hyperboloid
2 2 2 .
% + ‘%% + %i = stied (bod)
S+ — % =0 | kuzel
2
o4 b= elipticky valec
2
St =-1 prazdné mnozina
2
Zé -&H=1 hyperbolicky vélec
2
Zé + %% =0 piimka
2
=% =0 dvojice rovin
2
5—2 + %2 =2z elipticky paraboloid
2
L -5 =2 hyperbolicky paraboloid
3—2 =1 dvojice rovin
2
Ly =-1 prazdnd mnozina
(12
=0 rovina
2
=2y parabolicky vélec

TABULKA 2. Kvadriky v R3

Porovnanim s obecnym tvare v R2

f (”;) = (z,y)A @5) — 2T (;) +e
b= (3 2) o= () om0

Matice A je reguldrni a proto existuje pravé jedno s tak, ze As = b. Resme proto

dostaneme

s
Priklad 1.2. Mdme kvadriku o rovnici

222 + y? + 222 —2zy 4+ 2yz + 4x — 2y = 0.
Priklad 1.3. Mdme kvadriku o rovnici

222 + 4% + 22% — 20y + 2yz + da + 2y + 22 — 2 = 0.
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