
1. Kvadriky

Definice 1.1. (Kvadratická funkce) Bud’te A ∈ Rn,n symetrická, A ̸= Θ, b ∈ Rn, c ∈ R. Pak
zobrazeńı f : Rn → R :

f(x) = xTAx− 2bTx+ c

se nazývá kvadratická funkce. Množina Q = f−1(0) = {x ∈ Rn|f(x) = 0} se nazývá kvadrika s
rovnićı f(x) = 0.

Poznámka 1.1. V této definici jsme použili značeńı standardńıho skalárńıho součinu pomoćı
sloupcových a řádkových vektor̊u. Zřejmě plat́ı

xTAx = (x,Ax)

bTx = (b, x)

Tohoto zápisu budeme zhusta použ́ıvat.

Definice 1.2. (Souřadná soustava) Necht’ X je báze Rn, s ∈ Rn. Pak dvojici (X , s) nazýváme
soustavou souřadnic s báźı X a počátkem s.

Poznámka 1.2. (∀x ∈ Rn)(x = (α1, . . . , αn))

x = s+

n∑
i=1

yixi

když X = (x1, . . . , xn) a souřadnice y = (y1, . . . , yn). Pomoćı matice přechodu P zaṕı̌seme výše
uvedený vztah jako x = s+ Py

Poznámka 1.3. V následuj́ıćım textu se tedy budeme snažit zjednodušit výraz pro f(x) přechodem
k jiné soustavě souřadné.

Máme tedy

f(x) = f(s+

n∑
i=1

yixi) = f(s+ Py) = (s+ Py)TA(s+ Py)− 2bT(s+ Py) + c =

= sTAs+ sTAPy + (Py)TAs+ (Py)TAPy − 2bTs− 2bTPy + c =

= yTPTAPy + 2(sTA− bT)Py + sTAs− 2bTs+ c = f1(y)

Odvozeńı je správné, protože členy sTAPy a (Py)TAs se rovnaj́ı. (Jsou to v̊uči sobě trans-
ponovaná reálná č́ısla.) f1(y) je opět kvadratickou funkćı. Z odvozeného zápisu vyplývá několik
zaj́ımavých možnost́ı:

• Určitou záměnou můžeme zrušit konstantu (pokud f(s) = 0).
• Pro eliminaci lineárńıho členu je zapotřeb́ı, aby sTA− bT = Θ.

Pokud A je symetrická pak existuje P tak, že PTAP je diagonálńı a tedy

yTPTAPy =

n∑
i=1

λiy
2
i .

A tedy existuje s ∈ Rn tak, že sTA − bT = Θ. Dosáhneme toho, že lineárńı člen vypadne, tj.
As = b.

Definice 1.3. (Střed kvadriky) Bod s ∈ Rn se nazývá středem kvadriky Q právě když (∀x ∈
Rn)(f(s + x) = f(s − x)). Existuje-li alespoň jeden střed kvadratické funkce, pak se kvadrika
nazývá centrálńı. Neexistuje-li, nazýváme ji necentrálńı. Označ́ıme Sf množinu všech střed̊u f .

Věta 1.1. Plat́ı následuj́ıćı tvrzeńı:

(i) Q = f−1(0) je centrálńı právě tehdy, když existuje s ∈ Rn tak, že As = b.
(ii) Sf = {s ∈ Rn|As = b} je varieta.
(iii) f |Sf

= const. (tzv. centrálńı hodnota)
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Důkaz: ad (i) a (ii):

f(s± x) = sTAs± 2sTAx+ xTAx− 2bT ∓ 2bTx+ c =

= xTAx± 2(sTA− bT)x+ f(s)

Nyńı vid́ıme, že tvrzeńı č. 1 a 2 věty plat́ı.

ad(iii): Necht’s1, s2 ∈ S = f, s2 = x+ s1, x ̸= 0

f(s2) = f(s1) = xTAx+ 2(As1 − b)Tx+ f(s1) = f(s1)

Prvńı člen je nula, protože Ax = A(s2 − s1) = A(s2) − A(s1) = 0, druhý člen je nula, protože
s1 ∈ Sf

Závěr: Pro centrálńı kvadriky existuje souřadný systém (X , s) tak, že (je-li y zápis souřadnic
bodu x v systému (X , s)):

f(x) = f1(y) =

n∑
i=1

λiy
2
i + f0, f0 = f(s).

Poznámka 1.4. Některé zápisy

• Necht’ f je centrálńı, A ∈ Rn,n, k = h(A) ≤ n, s ∈ Sf , X je diagonálńı báze taková, že

(∀j ∈ k̂)(λj ̸= 0)(∀j = k + 1 . . . , n)(λj = 0).

Pak se (X , s) nazývá tzv. Kanonickou soustavou souřadnic. f má v této soustavě tvar

f(x) = f1(y) =

k∑
i=1

λiy
2
i + f0.

• Necht’ λ1, . . . , λp > 0, p ≥ k a λp+1, . . . , λk < 0. Potom podle hodnoty f0 můžeme stan-
dardńı tvar kvadriky Q = f−1(0) zapsat následuj́ıćımi zp̊usoby
(1) Pokud f0 = 0 pak

p∑
i=1

( yi
αi

)2

−
k∑

i=p+1

( yi
αi

)2

= 0,

kde

λi =
1

α2
i

, i ∈ p̂,

λi = − 1

α2
i

, i = p+ 1, . . . , k.

(2) Pokud f0 ̸= 0 pak

p∑
i=1

( yi
αi

)2

−
k∑

i=p+1

( yi
αi

)2

= 1,

kde
1

α2
i

= ± 1

|f0|
|λi|, i ∈ k̂.

Definice 1.4. Reálné osy maj́ı indexy i ∈ p̂, imaginárńı osy i ∈ {p + 1, . . . , k}. Hodnost A je
rovna n, právě když je to regulárńı kvadrika.
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1.1. Necentrálńı kvadriky.

Poznámka 1.5. Nyńı nelze odstranit lineárńı člen (rovnice As = b nemá řešeńı). Zkuśıme tedy
naj́ıt s tak, aby f(s) = 0.

Poznámka 1.6. Jestliže matice A ∈ Rn,n je symetrická pak kerA⊕ ImA = Rn 1.

Věta 1.2. Necht’ f je necentrálńı, b = b1 + b2, kde b1 ∈ ImA a b2 ∈ kerA. Pak existuje s ∈ Rn

tak, že As = b1.

Definice 1.5. (Vrchol) Vektor s ∈ Rn takový, že f(s) = 0 se nazývá vrchol f . Množina vrchol̊u
se označuje Vf .

Poznámka 1.7. (Kanonický tvar) Pokud A je diagonalizovatelná pomoćı báze X (kanonická
báze), h(A) = k, s ∈ Vf a označ́ıme-li souřadnice v (X , s) y, kde

xk+1 =
1

∥b2∥
b2,

pak kanonický tvar A
n∑

i=1

λi(yi)
2 − 2∥b2∥yk+1 = Q.

Poznámka 1.8. (Standardńı tvar )

1.2. Kvadriky v R2 a R3 - kuželosečky. Následuj́ı př́ıklady některých často se vyskytuj́ıćıch
kvadrik, tyto naleznete v Tabulce č. 1.2.

Rovnice kvadriky Označeńı

x2

a2 + y2

b2 = 1 elipsa
x2

a2 + y2

b2 = −1 prázdná množina
x2

a2 + y2

b2 = 0 bod
x2

a2 − y2

b2 = 1 hyperbola
x2

a2 − y2

b2 = 0 dvě př́ımky
x2

a2 = 1 dvě př́ımky
x2

a2 = 1 prázdná množina
x2

a2 = 0 př́ımka
x2

a2 = 2y parabola

Tabulka 1. Kvadriky v R2

Dále uvedeme některé kvadriky v R3, v této tabulce necht’ a, b, c > 0. Ty jsou v Tabulce č. 2.

1.3. Kvadriky v R3.

1.4. Př́ıklady. V následuj́ıćım textu se budeme zabývat kvadrikami v R2.

Př́ıklad 1.1. Máme kvadriku o rovnici

5x2 + 4xy + 8y2 − 32x− 56y + 80 = 0.

1Zde kerA = A−1(Θ) a ImA = A(Rn).
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Rovnice kvadriky Označeńı

x2

a2 + y2

b2 + z2

c2 = 1 elipsoid
x2

a2 + y2

b2 + z2

c2 = −1 prázdná množina
x2

a2 + y2

b2 − z2

c2 = 1 jednod́ılný hyperboloid
x2

a2 − y2

b2 − z2

c2 = 1 dvoud́ılný hyperboloid
x2

a2 + y2

b2 + z2

c2 = 0 střed (bod)
x2

a2 + y2

b2 − z2

c2 = 0 kužel
x2

a2 + y2

b2 = 1 eliptický válec
x2

a2 + y2

b2 = −1 prázdná množina
x2

a2 − y2

b2 = 1 hyperbolický válec
x2

a2 + y2

b2 = 0 př́ımka
x2

a2 − y2

b2 = 0 dvojice rovin
x2

a2 + y2

b2 = 2z eliptický paraboloid
x2

a2 − y2

b2 = 2z hyperbolický paraboloid
x2

a2 = 1 dvojice rovin
x2

a2 = −1 prázdná množina
x2

a2 = 0 rovina
x2

a2 = 2y parabolický válec

Tabulka 2. Kvadriky v R3

Porovnáńım s obecným tvare v R2

f

(
x
y

)
= (x, y)A

(
x
y

)
− 2bT

(
x
y

)
+ c

dostaneme

A =

(
5 2
2 8

)
, b =

(
16
28

)
, c = 80.

Matice A je regulárńı a proto existuje právě jedno s tak, že As = b. Řešme proto

s

Př́ıklad 1.2. Máme kvadriku o rovnici

2x2 + y2 + 2z2 − 2xy + 2yz + 4x− 2y = 0.

Př́ıklad 1.3. Máme kvadriku o rovnici

2x2 + y2 + 2z2 − 2xy + 2yz + 4x+ 2y + 2z − 2 = 0.
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