1. KOMPLEXNI DERIVACE

Komplexni analyzu se Vrana tradi¢né snazi stihnout v prubéhu tii prednések, coz dost dobfe
neni mozné. Proto provadi dikazy hodné zrychlené a néktera dulezitd tvrzeni nedokazuje vibec.
Existuji velmi pékné napsana skripta Komplexni analyza pro ucitele od Jiritho Veselého, kteréd jsou
mimo jiné i doporucenou ucebnici k prednasce Funkce komplexni proménné od docenta Posty. Ke
zkousce by ale mélo stacit naucit se to, co Vrana odpfednasel (nékdy toho je méné, nez kolik obsahuji
Wikiskripta, jindy zase vice — podle toho, kolik hodin béhem semestru odpadne).

Definice komplexni funkce komplexni proménné je formalné uplné stejna jako v R.
Definice 1.1. Bud f: C — C, zg € (Dom f)°. Existuje-li kone¢n4 limita
f(z) — f(20)

lim ,

Z—20 zZ— 20

fikdme, ze funkce f je v bodé zp (komplexné) diferencovatelnd a prislusnou limitu znacime f’(2p).

Topologicky je normovany prostor C totozny s R2. Na zobrazeni C — C se tedy lze divat i jako
na zobrazeni R? — R2. Oznaéme realnou, resp. imaginarni ¢ast takového zobrazeni jako fi a fa, tj.
piSme f(z) = f(x +iy) = fi(x,y) + ifa(z,y). Pak se miuzeme ptat, jaky je vztah mezi komplexni
diferencovatelnosti funkce f a diferencovatelnosti realného zobrazeni f = (f1, f2). Na tuto otdzku
podava odpovéd nasledujici véta.

Véta 1.2. Funkce f: C — C je v bodé! zy = x¢ + iy komplexné diferencovatelna pravé tehdy, kdyz
je diferencovatelné vyse definované zobrazeni f: R? — R? a zaroveii jsou splnény tzv. Cauchyho—

Riemannovy podminky % = 88—1;2, % = f%—’;.
Diikaz. Muzeme psat
- h) — —ah |h
i F&) = fG0) L f(ot h) = flz0) —ah R
220 Z— 20 h—0 || h
o lim f(z0 +h) = fz0) — ah 0
h=0 |h]

(Druhou ekvivalenci lze zduvodnit tim, Ze oba vyrazy maji v kazdém bodé stejnou absolutni hodnotu
a pritom plati, ze libovolny vyraz jde k nule pravé tehdy, kdyz jde k nule v absolutni hodnoté.
Nejspis existuje i néjaké elegantnéjsi zdivodnéni.) RozepiSeme-li a jako a1 + g a h = hy +ihs a
roznasobime-li vSechno do mrté, zjistime, ze posledni vyrok je dale ekvivalentni
y fi(¥) +ifa(x) = fi(zo, yo) — ifa(w0,90) — [(1h1 — ashs) +i(aghy + aihy)]
im
(h1,h2)—(0,0) Vh? + h3
kde (*) pro nedostatek mista znaéi vycisleni v bodé (xg+ hi1,yo + ha). Upravujme déle. Vyraz, jehoz
limitu poc¢itame, mé za obor hodnot komplexni ¢isla. Pokud tato ¢isla interpretujeme jako dvojice
realnych ¢isel, tj. pokud vyuzijeme izomorfismus C a R?, miizeme ekvivalentnd psat

F@o + ha,yo + ha) — Flwo, y0) — ((arhy — azha), (azhy + arhs))

lim
(h1,h2)=(0,0) V/h?+ h3

Tuto rovnost lze dale prepsat jako

=0,

=0.

— — -

lim J(zo + hi,y0 + ha) — f(zo,y0) — Lh
(h1,h2)—(0,0) Vhi+h3

piicemz jako L jsme oznaéili linearni operdtor na R?, ktery vektoru (hy, ho) p¥itadi vektor ((a1 hy —
ashs), (aohy —|—a1h2)). Vztah, ktery jsme ziskali, ale znamend pravé a pouze to, ze zobrazeni f: RZ —
R?2 m4 v bodé (x¢,yo) derivaci L.

:67

1D0driujeme amluvu, Ze kdyz ¢islo zapiseme ve tvaru x + iy, jsou z i y redlnd ¢isla. Pokud tomu tak nebude,
budeme se snazit na to upozornit.
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Staci uz jen ovérit, ze operator L spliuje Cauchyho-Riemannovy podminky. Jeho matice je
(g; 232). Matice derivace zobrazeni f: (f1, f2) m4 pritom vzdy tvar (gzg gzg ) O
Komplexni diferencovatelnost f je tedy vyrazné silnéjsi vlastnost nez realna diferencovatelnost
prislusného zobrazeni f. Nasledujici priklad ukaze, ze ani velmi ,hezké“ funkce nemuseji mit derivaci.

Priklad. Uvazme funkci f(z) = z. Pak fi(z,y) = z, fo(x,y) = —y. Spolitdme-li piislusné parcidlni
derivace, dostaneme 0, f1 = 1, ale 0,fs = —1. V zadném bodé tedy nejsou splnény Cauchyho—
Riemannovy podminky, a funkce f proto neni nikde diferencovatelnd.

Uvédomme si, ze funkce z +— Z je pfitom na celém C spojitd. Sestavit funkci R — R, kterd je
vsude spojita, ale nikde diferencovatelnd, je sice rovnéz mozné, ale neimérné narocnéjsi — komplexni
analyza se od té realné diametralné 1isi. Jak rika Vrana: ,Mit komplexni derivaci, to uz je sila.“

Na druhé strané maji i mnohé spole¢né. Nasledujici tfi tvrzeni lze dokéazat naprosto stejnym
zpusobem jako v prvnim semestru, proto je uvadime bez dikazu.

Véta 1.3. Nechf m4 funkce f: C — C derivaci v bodé zy. Pak je v tomto bodé spojité.

Véta 1.4. Necht f, g maji derivaci v zy. Pak

(1) (f +c9)(20) = f'(20) + cg'(20),
(i) (f9)'(20) = f'(20)g(20) + f(20)9'(20)-

(f
(iii) Jestlize ¢'(z0) # 0, pak
1\’ I
(5) 0=t

Véta 1.5. Necht 3f/(9(20)), 3¢/ (z0). Pak (f 0 9)'(z0) = f'(9(20))g’ (20)-

Nez se Vrana pusti do tstfedni Casti teorie funkei komplexni proménné, tedy do kapitoly o ho-
lomorfnich funkcich, udéld odbocku a zavede nékteré elementarni funkce na C. ProtoZe to v nasem
ro¢niku udélal dost zmatené a misty i chybné, nebudeme formulovat jeho tvrzeni do vét a definic,
pouze do volného textu.

Komplexni exponencilu lze definovat vztahem e* = > 2. Vime, Ze jde o mocninnou fadu
s nekone¢nym polomérem konvergence, ktera se na redlné ose rovnd realné exponencidle definované
v prvnim ro¢niku.

Protoze je mocninna fada s nekoneénym polomérem konvergence v kazdém bodé absolutné kon-
vergentni, lze piimo¢arym roznasobenim dokazat identitu e*1e®? = e*1172;

SEYE- Sy A A L (T 3 e
N=0 k=0 N=0 k=0 N:O

Kdyz do mocninné rady definujici exponencidlu dosadime iz a nasledné seskupime sudé a liché
Cleny, ziskdme rovnost

iz _ = (iz)" _ = (=" o, . = (D" i1
=D _Z(Qn)!z +1nZ:0(2n—|—1)!2 o

Sudou ¢ast funkce e'* oznac¢ime cosz a lichou jako isinz. Tim jsme na celé komplexni roviné
definovali sinus a kosinus. Predeslou rovnost muzeme prepsat jako e'* = cos z + isin z a ze sudosti
kosinu a lichosti sinu hned odvodime i obé dvojice vztaht

6125 Jr 6712 . 612 . 67125
cosz=———7"76#—, sinz=——F——,
2i

2
resp.

_ - (_1)n 2n . _ - (_1)n 2n+1
COSZ_; (2n)' z7, Slnz—gmz .

Druha dvojice vztaht pritom ukazuje, ze se nase ,nové“ definice na reilné ose shoduji s témi
puvodnimi.



Nyni muzeme psat

izg iz
— el#1el%2

6i(zl +z2)
= (cos z1 +isin z1)(cos z + isin z3)
= (cos 21 COS 2o — sin z7 sin zg) + i(sin 21 cos zo + cos 21 sin 23),
pricemz prvni zdvorka obsahuje sudou a druhé lichou funkci, takze plati
cos(z1 + z2) = €08 21 COS 23 — sin 21 sin 23,
sin(z1 4 22) = sin 21 cos 29 + cos 21 sin 2.
7 toho snadno zjistime, ze identity
sin(z + 2km) =sinz, cos(z 4 2kw) =cosz, sin (g - z) =cosz
plati pro kazdé komplexni z.
Taktéz muzeme diky sudosti kosinu a lichosti sinu odvodit dilezitou identitu
cos? z +sin” z = cos z cos(—2) — sin zsin(—z) = cos(z — z) = 1,
ale pozor! Neplyne z ni, Ze cos? z a sin® z lezi v intervalu [0, 1], protoZe v komplexnim oboru lze

odmocnit i zdporné ¢islo. Funkce sinus a kosinus nejsou v C omezené!
Definujme déle jako obvykle

z —z z —z
e +e . e”—e
coshz = —, sinhz= —F7-—
2 2
a u¢inme snadné pozorovani
cos z = coshiz, sinz = —isinhiz.

Nyni uz jsme pripraveni vyjadrit redlnou a imagindrni ¢ast exponencialy, sinu a kosinu. Nasledujici
vztahy sice plati obecné, ale zdaleka nejzajimavéjsi jsou pro néas v pripadé, ze = a y jsou realna ¢isla.

"W = eel¥ = % (cosy + isiny);
sin(x + iy) = sin z cos iy + sin iy cos x = sin z cosh y + isinh y cos x;
cos(z + iy) = cosx coshy — isinz sinh y.

Protoze chovéani redlnych funkci mame dobre prozkoumané, jsme schopni pomoci predeslého
vyjadfeni ur¢it nulové body sinu v komplexnim oboru:

sinz = sin(z +iy) =0 < sinzcoshy = 0 Asinhycose =0z =kr Ay =0.

Derivace je mozné snadno spocitat tieba pomoci pravidla o derivovani mocninné rady ¢len po
¢lenu:
(e*) =e*, (sinz) =cosz, (cosz) = —sinz.
Prozkoumejme na zavér, zda je exponencidla prosta. Nejprve snadno zjistime, ze e*1 = e*2 praveé
tehdy, kdyz e**~%2 = 1. Potfebujeme tedy zjistit, pro kterd z je e* = 1. K tomu opét vyuzijeme
rozklad na redlnou a imaginarni ¢ast. Podminka

e*(cosy +isiny) =1

je splnéna pravé tehdy, kdyz e®siny = 0 a zaroven e® cosy = 1, coz je ekvivalentni tomu, ze = lze
zvolit libovolné a y = 2knw. Ukézali jsme tedy, Ze exponencidla neni prostd — naopak, je periodickd s
periodou i27. Pro ucely definovani inverzni funkce, logaritmu, ji budeme muset zizit na néjaky pas,
na némz je exponenciala prosta. Takovy pas mé pro libovolné o € R tvar

E,={2z€C|Im(z) € (a« — 7, + 7|}

Na kazdém takovém pésu predstavuje exponenciéla bijekci E, — C~ {0}, protoZe kazdé nenulové
komplexni éislo z lze zapsat ve tvaru e®(cosy + isiny); stadi totiz za e” dosadit |z| a dostaneme
znamy goniometricky tvar komplexniho ¢isla. Tohoto pozorovani zanedlouho vyuzijeme pri zavedeni
logaritmu; nejdiiv ale definujeme tzv. argument, coz je thel, ktery dané ¢islo svird s realnou osou.



Definice 1.6. Argumentem komplexniho ¢&isla z nazyvdme mnozinu Argz = {« € R | z =
2| e}
Definice 1.7. Bud 9 € R. Potom je pro z # 0 mnoZina Argz N (9 — m, 9 + 7] jednoprvkova. Jeji

jediny prvek ozna¢ime jako argy z, ¢imz definujeme funkei argy: C \ {0} — (¢ — 7,9 4+ 7). Funkci
arg, znacime zkracené arg.

Pozndmka. Snadno ovéfime, ze plati rovnost arg, z = arg(ze ™) + 4.
Definice 1.8. Pro libovolné ¥ € R definujeme poloptimku Py = {te!’ |t € R*}.

Poznamka. (1) Funkce argz neni spojitd na P, a nikde nemd derivaci. (Neexistence derivace
plyne z nespojitosti, viz z nasledujici bod; pro dokdzani mirné slabsiho tvrzeni staci vyuzit
vétu ?77.)
(2) Pro z =z + iy lze argument vyjadrit explicitné tfeba takto:

arccos ﬁ pro y > 0,
argz =
= proy <0.

— arccos
K]

Je mozné vyuzit i vyjadfeni pomoci arcsin nebo arctg.
(3) Jsme také schopni spoéitat argument soucinu, resp. podilu:

arg 2129 = arg z1 + arg zo + 2me,

21
arg — = arg ) — arg 2s + 27e,
22

1
arg — = —arg z + 27e,
z
pricemz e volime —1, 0 nebo 1 tak, abychom zustali v zdkladnim intervalu. Kdybychom

misto funkei arg pracovali s mnozinami Arg, nebyli bychom nuceni pricitat 2me.
(4) Necht funkce fi(x,y) a fo(z,y) spliiuji Cauchyho-Riemannovy podminky

of o on o
or  dy’ 9y  Ox

a necht jsou navic t¥idy C2. Zderivovanim prvni podminky podle x a druhé podle y ziskdme

PfhH O*f
922 0xdy’
PhH 0 fs
oy Oyox’

Kdyz obé rovnosti se¢teme a vyuzijeme zaménnosti parcidlnich derivaci, dostaneme A f; = 0.
Analogickym postupem bychom odvodili i A f; = 0. Obé funkce f1, f2 jsou tedy harmonické,
cehoz se vyuzivéa napriklad pri modelovani profilu letadel.

Nyni se pustime do zkoumani logaritmu, tj. inverzni funkce k exponenciale.

Definice 1.9. Zavedme mnozinu Lnz = {w € C | z = e"}. Pokud chceme, aby byl logaritmus
funkce, musime se zzit na néktery z pasu FEy. Definujme tedy pro z # 0 hodnotu Iny z dvojici
podminek

Ing z € Lnz AIm(Ln) 2z € (¥ — 7,9 + 7).

Specialné oznacme In = Iny a nazvéme tuto funkci logaritmus komplexniho c¢isla.

Pozndmka. (1) Kdyz hleddme logaritmus komplexniho €isla z, rozepisme ho na redlnou a ima-
ginarni ¢dst: Ing z = u + iv. Dostdvame podminku z = e%e!V = e%(cosv + isinv). Zjevnd
|z| = € a v = argy z, tj.

Ing z =1In|z| +iargy 2.

Specidlné plati In z = In |z| + iarg 2.
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(2) Spoditejme, zda méa logaritmus derivaci v bodé z # 0. Vime, Zze Re(lnz) = In /22 + y?,
Im(In z) = arg z. Uréeme nejprve derivaci redlné a imagindrni ¢asti.

(mm)/: L dr+ —L—dy,

x2+y2 x2_’_y2
/ ) x
(argz) = _x2+y2dx+ x2+y2dy’

ale pouze mimo poloprimku P,, na niz je argument nespojitd funkce, a nemuze tedy mit
derivaci. Obé funkce f1, fo maji totdlni derivaci (parcidlni derivace jsou totiz spojité) a
zaroven zjevné plati Cauchyho—Riemannovy podminky. Podle véty 1.2 proto komplexni de-
rivace existuje. Muzeme ji tedy spocitat limitou pres nékterou konkrétni podmnozinu, tieba
pres realnou primku. Obecné v pripadé existence derivace plati

f(Z)—f(Zo) — lim f(1‘7y0) _f(manO) — %(~r07y0)+i%($0,y0);

z=z0 2 — 2 z—zo T — X oz
v pripadé logaritmu tedy dostavame
T ] z 1
Inz) = —i =—=-
(Inz) 2+y? x4y 2Z 2

(3) ? Analogicky s realnymi funkcemi definujeme
1
argsinh z = In (z +v1+ 22) , argcoshz =1In (z +vz—1vz+ 1) , argtghz = 3 In

(Definice argcosh se miize zdat podivna, ale rovnost v/z — 1y/z + 1 = v/22 — 1 obecné pro
komplexni odmocninu neplati.)

arcsinz:—iln(iz—i— 1—22), arccosz:—iln(z+\/22—1):—iln<z+i 1—z2),

i 1—iz
arctgz = = In -
2 1+iz

(4) Pro z # 0, € C miizeme definovat z® = e*m#; tato definice je jednoznacnd. Lepsi® je
definovat obecnou mocninu jako ,vicezna¢nou funkei®, tj. jako mnozinu (obdobné jako Ln a
Arg):

142
1—2"

20— 6an _ {ealnz+o¢2k7ri | = Z}

Mohlo by se zdat, ze mad mnozina z® vzdy nekoneé¢né mnoho prvka. Tak tomu ale neni,
nebot exponencidla je periodickd s periodou 27i. To méd za néasledek, Ze pro Re(a) € Z
a Im(a) = 0 je 2% definovdno jednoznaéné. Pro Re(a) € Q a Im(a) = 0 ma mnozina ¢
prvki, kde ¢ je jmenovatel Re(a) ve zkraceném tvaru. (V komplexnich ¢éislech tedy napiiklad
existuje pét patych odmocnin.) A pokud je Re(«) iracionalni nebo Im(a) # 0, pak je prvka
skuteéné nekoneéné mnoho. Pro Im(«) = 0 se kofeny nachdzeji na kruznici, pro Re(a) =0
na polopfimce a pro Re(a) # 0 A Im(«) # 0 jsou umistény na spiréle.

Napriklad
= {ei(%”%“i) |keZ)={e 372" | ke Z} CR;
{6% lnwe% 2k7i | ke ’5\},
x\/§ _ {eﬁlnme\/iQkTri ‘ ke Z}

ii
3
x5

Podobny problém s nejednoznacnosti nastava i u dalsich funkci, k jejichz definici se pouzil
logaritmus, tedy arcsin, argsinh, ...

2Této &4sti moc nerozumim a v nasem roéniku ji Vrana neprobiral. Mazat se mi ji nechtélo, ale berte ji s jesté
vétsi rezervou nez zbytek textu.
3Citation needed.
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