
1. Komplexńı derivace

Komplexńı analýzu se Vrána tradičně snaž́ı stihnout v pr̊uběhu tř́ı přednášek, což dost dobře
neńı možné. Proto provád́ı d̊ukazy hodně zrychleně a některá d̊uležitá tvrzeńı nedokazuje v̊ubec.
Existuj́ı velmi pěkně napsaná skripta Komplexńı analýza pro učitele od Jǐŕıho Veselého, která jsou
mimo jiné i doporučenou učebńıci k přednášce Funkce komplexńı proměnné od docenta Pošty. Ke
zkoušce by ale mělo stačit naučit se to, co Vrána odpřednášel (někdy toho je méně, než kolik obsahuj́ı
Wikiskripta, jindy zase v́ıce – podle toho, kolik hodin během semestru odpadne).

Definice komplexńı funkce komplexńı proměnné je formálně úplně stejná jako v R.

Definice 1.1. Bud’ f : C → C, z0 ∈ (Dom f)◦. Existuje-li konečná limita

lim
z→z0

f(z) − f(z0)
z − z0

,

ř́ıkáme, že funkce f je v bodě z0 (komplexně) diferencovatelná a př́ıslušnou limitu znač́ıme f ′(z0).

Topologicky je normovaný prostor C totožný s R2. Na zobrazeńı C → C se tedy lze d́ıvat i jako
na zobrazeńı R2 → R2. Označme reálnou, resp. imaginárńı část takového zobrazeńı jako f1 a f2, tj.
pǐsme f(z) = f(x + iy) = f1(x, y) + if2(x, y). Pak se můžeme ptát, jaký je vztah mezi komplexńı
diferencovatelnost́ı funkce f a diferencovatelnost́ı reálného zobrazeńı f⃗ = (f1, f2). Na tuto otázku
podává odpověd’ následuj́ıćı věta.

Věta 1.2. Funkce f : C → C je v bodě1 z0 = x0 + iy0 komplexně diferencovatelná právě tehdy, když
je diferencovatelné výše definované zobrazeńı f⃗ : R2 → R2 a zároveň jsou splněny tzv. Cauchyho–
Riemannovy podmı́nky ∂f1

∂x = ∂f2
∂y , ∂f2

∂x = − ∂f1
∂y .

D̊ukaz. Můžeme psát

lim
z→z0

f(z) − f(z0)
z − z0

= α ⇔ lim
h→0

f(z0 + h) − f(z0) − αh

|h|
|h|
h

= 0

⇔ lim
h→0

f(z0 + h) − f(z0) − αh

|h|
= 0.

(Druhou ekvivalenci lze zd̊uvodnit t́ım, že oba výrazy maj́ı v každém bodě stejnou absolutńı hodnotu
a přitom plat́ı, že libovolný výraz jde k nule právě tehdy, když jde k nule v absolutńı hodnotě.
Nejsṕı̌s existuje i nějaké elegantněǰśı zd̊uvodněńı.) Rozeṕı̌seme-li α jako α1 + iα2 a h = h1 + ih2 a
roznásob́ıme-li všechno do mrtě, zjist́ıme, že posledńı výrok je dále ekvivalentńı

lim
(h1,h2)→(0,0)

f1(∗) + if2(∗) − f1(x0, y0) − if2(x0, y0) − [(α1h1 − α2h2) + i(α2h1 + α1h2)]√
h2

1 + h2
2

= 0,

kde (∗) pro nedostatek mı́sta znač́ı vyč́ısleńı v bodě (x0 +h1, y0 +h2). Upravujme dále. Výraz, jehož
limitu poč́ıtáme, má za obor hodnot komplexńı č́ısla. Pokud tato č́ısla interpretujeme jako dvojice
reálných č́ısel, tj. pokud využijeme izomorfismus C a R2, můžeme ekvivalentně psát

lim
(h1,h2)→(0,0)

f⃗(x0 + h1, y0 + h2) − f⃗(x0, y0) −
(
(α1h1 − α2h2), (α2h1 + α1h2)

)√
h2

1 + h2
2

= 0⃗.

Tuto rovnost lze dále přepsat jako

lim
(h1,h2)→(0,0)

f⃗(x0 + h1, y0 + h2) − f⃗(x0, y0) − Lh⃗√
h2

1 + h2
2

= 0⃗,

přičemž jako L jsme označili lineárńı operátor na R2, který vektoru (h1, h2) přǐrad́ı vektor
(
(α1h1 −

α2h2), (α2h1+α1h2)
)
. Vztah, který jsme źıskali, ale znamená právě a pouze to, že zobrazeńı f : R2 →

R2 má v bodě (x0, y0) derivaci L.

1Dodržujeme úmluvu, že když č́ıslo zaṕı̌seme ve tvaru x + iy, jsou x i y reálná č́ısla. Pokud tomu tak nebude,
budeme se snažit na to upozornit.
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Stač́ı už jen ověřit, že operátor L splňuje Cauchyho–Riemannovy podmı́nky. Jeho matice je(
α1 −α2
α2 α1

)
. Matice derivace zobrazeńı f⃗ = (f1, f2) má přitom vždy tvar

(
∂xf1 ∂yf1
∂xf2 ∂yf2

)
. □

Komplexńı diferencovatelnost f je tedy výrazně silněǰśı vlastnost než reálná diferencovatelnost
př́ıslušného zobrazeńı f⃗ . Následuj́ıćı př́ıklad ukáže, že ani velmi ”hezké“ funkce nemusej́ı mı́t derivaci.

Př́ıklad. Uvažme funkci f(z) = z. Pak f1(x, y) = x, f2(x, y) = −y. Spoč́ıtáme-li př́ıslušné parciálńı
derivace, dostaneme ∂xf1 = 1, ale ∂yf2 = −1. V žádném bodě tedy nejsou splněny Cauchyho–
Riemannovy podmı́nky, a funkce f proto neńı nikde diferencovatelná.

Uvědomme si, že funkce z 7→ z je přitom na celém C spojitá. Sestavit funkci R → R, která je
všude spojitá, ale nikde diferencovatelná, je sice rovněž možné, ale neúměrně náročněǰśı – komplexńı
analýza se od té reálné diametrálně lǐśı. Jak ř́ıká Vrána: ”Mı́t komplexńı derivaci, to už je śıla.“

Na druhé straně maj́ı i mnohé společné. Následuj́ıćı tři tvrzeńı lze dokázat naprosto stejným
zp̊usobem jako v prvńım semestru, proto je uvád́ıme bez d̊ukazu.

Věta 1.3. Necht’ má funkce f : C → C derivaci v bodě z0. Pak je v tomto bodě spojitá.

Věta 1.4. Necht’ f, g maj́ı derivaci v z0. Pak
(i) (f + cg)′(z0) = f ′(z0) + cg′(z0),
(ii) (fg)′(z0) = f ′(z0)g(z0) + f(z0)g′(z0).
(iii) Jestliže g′(z0) ̸= 0, pak (

1
g

)′

(z0) = − 1
g2(z0)g′(z0).

Věta 1.5. Necht’ ∃f ′(g(z0)), ∃g′(z0). Pak (f ◦ g)′(z0) = f ′(g(z0))g′(z0).

Než se Vrána pust́ı do ústředńı části teorie funkćı komplexńı proměnné, tedy do kapitoly o ho-
lomorfńıch funkćıch, udělá odbočku a zavede některé elementárńı funkce na C. Protože to v našem
ročńıku udělal dost zmateně a mı́sty i chybně, nebudeme formulovat jeho tvrzeńı do vět a definic,
pouze do volného textu.

Komplexńı exponenciálu lze definovat vztahem ez =
∑∞

n=0
zn

n! . Vı́me, že jde o mocninnou řadu
s nekonečným poloměrem konvergence, která se na reálné ose rovná reálné exponenciále definované
v prvńım ročńıku.

Protože je mocninná řada s nekonečným poloměrem konvergence v každém bodě absolutně kon-
vergentńı, lze př́ımočarým roznásobeńım dokázat identitu ez1ez2 = ez1+z2 :

∞∑
m=0

zm
1

m!

∞∑
n=0

zn
2

n! =
∞∑

N=0

N∑
k=0

zk
1

k!
zN−k

2
(N − k)! =

∞∑
N=0

1
N !

N∑
k=0

(
N

k

)
zk

1 zN−k
2 =

∞∑
N=0

1
N ! (z1 + z2)N

Když do mocninné řady definuj́ıćı exponenciálu dosad́ıme iz a následně seskuṕıme sudé a liché
členy, źıskáme rovnost

eiz =
∞∑

n=0

(iz)n

n! =
∞∑

n=0

(−1)n

(2n)! z2n + i
∞∑

n=0

(−1)n

(2n + 1)!z
2n+1.

Sudou část funkce eiz označ́ıme cos z a lichou jako i sin z. T́ım jsme na celé komplexńı rovině
definovali sinus a kosinus. Předešlou rovnost můžeme přepsat jako eiz = cos z + i sin z a ze sudosti
kosinu a lichosti sinu hned odvod́ıme i obě dvojice vztah̊u

cos z = eiz + e−iz

2 , sin z = eiz − e−iz

2i ,

resp.

cos z =
∞∑

n=0

(−1)n

(2n)! z2n, sin z =
∞∑

n=0

(−1)n

(2n + 1)!z
2n+1.

Druhá dvojice vztah̊u přitom ukazuje, že se naše ”nové“ definice na reálné ose shoduj́ı s těmi
p̊uvodńımi.
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Nyńı můžeme psát

ei(z1+z2) = eiz1eiz2

= (cos z1 + i sin z1)(cos z2 + i sin z2)
= (cos z1 cos z2 − sin z1 sin z2) + i(sin z1 cos z2 + cos z1 sin z2),

přičemž prvńı závorka obsahuje sudou a druhá lichou funkci, takže plat́ı
cos(z1 + z2) = cos z1 cos z2 − sin z1 sin z2,

sin(z1 + z2) = sin z1 cos z2 + cos z1 sin z2.

Z toho snadno zjist́ıme, že identity

sin(z + 2kπ) = sin z, cos(z + 2kπ) = cos z, sin
(π

2 − z
)

= cos z

plat́ı pro každé komplexńı z.
Taktéž můžeme d́ıky sudosti kosinu a lichosti sinu odvodit d̊uležitou identitu

cos2 z + sin2 z = cos z cos(−z) − sin z sin(−z) = cos(z − z) = 1,

ale pozor! Neplyne z ńı, že cos2 z a sin2 z lež́ı v intervalu [0, 1], protože v komplexńım oboru lze
odmocnit i záporné č́ıslo. Funkce sinus a kosinus nejsou v C omezené!

Definujme dále jako obvykle

cosh z = ez + e−z

2 , sinh z = ez − e−z

2
a učiňme snadné pozorováńı

cos z = cosh iz, sin z = −i sinh iz.

Nyńı už jsme připraveni vyjádřit reálnou a imaginárńı část exponenciály, sinu a kosinu. Následuj́ıćı
vztahy sice plat́ı obecně, ale zdaleka nejzaj́ımavěǰśı jsou pro nás v př́ıpadě, že x a y jsou reálná č́ısla.

ex+iy = exeiy = ex(cos y + i sin y);
sin(x + iy) = sin x cos iy + sin iy cos x = sin x cosh y + i sinh y cos x;

cos(x + iy) = cos x cosh y − i sin x sinh y.

Protože chováńı reálných funkćı máme dobře prozkoumané, jsme schopni pomoćı předešlého
vyjádřeńı určit nulové body sinu v komplexńım oboru:

sin z = sin(x + iy) = 0 ⇔ sin x cosh y = 0 ∧ sinh y cos x = 0 ⇔ x = kπ ∧ y = 0.

Derivace je možné snadno spoč́ıtat třeba pomoćı pravidla o derivováńı mocninné řady člen po
členu:

(ez)′ = ez, (sin z)′ = cos z, (cos z)′ = − sin z.

Prozkoumejme na závěr, zda je exponenciála prostá. Nejprve snadno zjist́ıme, že ez1 = ez2 právě
tehdy, když ez1−z2 = 1. Potřebujeme tedy zjistit, pro která z je ez = 1. K tomu opět využijeme
rozklad na reálnou a imaginárńı část. Podmı́nka

ex(cos y + i sin y) = 1
je splněna právě tehdy, když ex sin y = 0 a zároveň ex cos y = 1, což je ekvivalentńı tomu, že x lze
zvolit libovolně a y = 2kπ. Ukázali jsme tedy, že exponenciála neńı prostá – naopak, je periodická s
periodou i2π. Pro účely definováńı inverzńı funkce, logaritmu, ji budeme muset zúžit na nějaký pás,
na němž je exponenciála prostá. Takový pás má pro libovolné α ∈ R tvar

Eα = {z ∈ C | Im(z) ∈ (α − π, α + π]}.

Na každém takovém pásu představuje exponenciála bijekci Eα → C∖{0}, protože každé nenulové
komplexńı č́ıslo z lze zapsat ve tvaru ex(cos y + i sin y); stač́ı totiž za ex dosadit |z| a dostaneme
známý goniometrický tvar komplexńıho č́ısla. Tohoto pozorováńı zanedlouho využijeme při zavedeńı
logaritmu; nejdř́ıv ale definujeme tzv. argument, což je úhel, který dané č́ıslo sv́ırá s reálnou osou.



4

Definice 1.6. Argumentem komplexńıho č́ısla z nazýváme množinu Arg z = {α ∈ R | z =
|z| eiα}.

Definice 1.7. Bud’ ϑ ∈ R. Potom je pro z ̸= 0 množina Arg z ∩ (ϑ − π, ϑ + π] jednoprvková. Jej́ı
jediný prvek označ́ıme jako argϑ z, č́ımž definujeme funkci argϑ : C ∖ {0} → (ϑ − π, ϑ + π]. Funkci
arg0 znač́ıme zkráceně arg.

Poznámka. Snadno ověř́ıme, že plat́ı rovnost argϑ z = arg(ze−iϑ) + ϑ.

Definice 1.8. Pro libovolné ϑ ∈ R definujeme polopř́ımku Pϑ = {teiϑ | t ∈ R+}.

Poznámka. (1) Funkce arg z neńı spojitá na Pπ a nikde nemá derivaci. (Neexistence derivace
plyne z nespojitosti, viz z následuj́ıćı bod; pro dokázáńı mı́rně slabš́ıho tvrzeńı stač́ı využ́ıt
větu ??.)

(2) Pro z = x + iy lze argument vyjádřit explicitně třeba takto:

arg z =
{

arccos x
|z| pro y ≥ 0,

− arccos x
|z| pro y < 0.

Je možné využ́ıt i vyjádřeńı pomoćı arcsin nebo arctg.
(3) Jsme také schopni spoč́ıtat argument součinu, resp. pod́ılu:

arg z1z2 = arg z1 + arg z2 + 2πε,

arg z1

z2
= arg z1 − arg z2 + 2πε,

arg 1
z

= − arg z + 2πε,

přičemž ε voĺıme −1, 0 nebo 1 tak, abychom z̊ustali v základńım intervalu. Kdybychom
mı́sto funkćı arg pracovali s množinami Arg, nebyli bychom nuceni přič́ıtat 2πε.

(4) Necht’ funkce f1(x, y) a f2(x, y) splňuj́ı Cauchyho–Riemannovy podmı́nky
∂f1

∂x
= ∂f2

∂y
,

∂f1

∂y
= −∂f2

∂x

a necht’ jsou nav́ıc tř́ıdy C2. Zderivováńım prvńı podmı́nky podle x a druhé podle y źıskáme

∂2f1

∂x2 = ∂2f2

∂x∂y
,

∂2f1

∂y2 = − ∂2f2

∂y∂x
.

Když obě rovnosti sečteme a využijeme záměnnosti parciálńıch derivaćı, dostaneme ∆f1 = 0.
Analogickým postupem bychom odvodili i ∆f2 = 0. Obě funkce f1, f2 jsou tedy harmonické,
čehož se využ́ıvá např́ıklad při modelováńı profil̊u letadel.

Nyńı se pust́ıme do zkoumáńı logaritmu, tj. inverzńı funkce k exponenciále.

Definice 1.9. Zaved’me množinu Ln z = {w ∈ C | z = ew}. Pokud chceme, aby byl logaritmus
funkce, muśıme se zúžit na některý z pás̊u Eϑ. Definujme tedy pro z ̸= 0 hodnotu lnϑ z dvojićı
podmı́nek

lnϑ z ∈ Ln z ∧ Im(Ln)ϑz ∈ (ϑ − π, ϑ + π].
Speciálně označme ln = ln0 a nazvěme tuto funkci logaritmus komplexńıho č́ısla.

Poznámka. (1) Když hledáme logaritmus komplexńıho č́ısla z, rozepǐsme ho na reálnou a ima-
ginárńı část: lnϑ z = u + iv. Dostáváme podmı́nku z = eueiv = eu(cos v + i sin v). Zjevně
|z| = eu a v = argϑ z, tj.

lnϑ z = ln |z| + i argϑ z.

Speciálně plat́ı ln z = ln |z| + i arg z.
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(2) Spoč́ıtejme, zda má logaritmus derivaci v bodě z ̸= 0. Vı́me, že Re(ln z) = ln
√

x2 + y2,
Im(ln z) = arg z. Určeme nejprve derivaci reálné a imaginárńı části.(

ln
√

x2 + y2
)′

= x

x2 + y2 dx + y

x2 + y2 dy,

(arg z)′ = − y

x2 + y2 dx + x

x2 + y2 dy,

ale pouze mimo polopř́ımku Pπ, na ńıž je argument nespojitá funkce, a nemůže tedy mı́t
derivaci. Obě funkce f1, f2 maj́ı totálńı derivaci (parciálńı derivace jsou totiž spojité) a
zároveň zjevně plat́ı Cauchyho–Riemannovy podmı́nky. Podle věty 1.2 proto komplexńı de-
rivace existuje. Můžeme ji tedy spoč́ıtat limitou přes některou konkrétńı podmnožinu, třeba
přes reálnou př́ımku. Obecně v př́ıpadě existence derivace plat́ı

(f(z0))′ = lim
z→z0

f(z) − f(z0)
z − z0

= lim
x→x0

f(x, y0) − f(x0, y0)
x − x0

= ∂f1

∂x
(x0, y0) + i∂f2

∂x
(x0, y0);

v př́ıpadě logaritmu tedy dostáváme

(ln z)′ = x

x2 + y2 − i y

x2 + y2 = z

zz
= 1

z
.

(3) 2 Analogicky s reálnými funkcemi definujeme

argsinh z = ln
(

z +
√

1 + z2
)

, argcosh z = ln
(
z +

√
z − 1

√
z + 1

)
, argtgh z = 1

2 ln 1 + z

1 − z
.

(Definice argcosh se může zdát podivná, ale rovnost
√

z − 1
√

z + 1 =
√

z2 − 1 obecně pro
komplexńı odmocninu neplat́ı.)

arcsin z = −i ln
(

iz +
√

1 − z2
)

, arccos z = −i ln
(

z +
√

z2 − 1
)

= −i ln
(

z + i
√

1 − z2
)

,

arctg z = i
2 ln

(
1 − iz
1 + iz

)
(4) Pro z ̸= 0, α ∈ C můžeme definovat zα = eα ln z; tato definice je jednoznačná. Lepš́ı3 je

definovat obecnou mocninu jako ”v́ıceznačnou funkci“, tj. jako množinu (obdobně jako Ln a
Arg):

zα = eLn z = {eα ln z+α 2kπi | k ∈ Z}.

Mohlo by se zdát, že má množina zα vždy nekonečně mnoho prvk̊u. Tak tomu ale neńı,
nebot’ exponenciála je periodická s periodou 2πi. To má za následek, že pro Re(α) ∈ Z
a Im(α) = 0 je zα definováno jednoznačně. Pro Re(α) ∈ Q a Im(α) = 0 má množina q
prvk̊u, kde q je jmenovatel Re(α) ve zkráceném tvaru. (V komplexńıch č́ıslech tedy např́ıklad
existuje pět pátých odmocnin.) A pokud je Re(α) iracionálńı nebo Im(α) ̸= 0, pak je prvk̊u
skutečně nekonečně mnoho. Pro Im(α) = 0 se kořeny nacházej́ı na kružnici, pro Re(α) = 0
na polopř́ımce a pro Re(α) ̸= 0 ∧ Im(α) ̸= 0 jsou umı́stěny na spirále.

Např́ıklad

ii = {ei( π
2 i+2kπi) | k ∈ Z} = {e− π

2 −2kπ | k ∈ Z} ⊂ R;

x
3
5 = {e

3
5 ln xe

3
5 2kπi | k ∈ 5̂};

x
√

2 = {e
√

2 ln xe
√

2 2kπi | k ∈ Z}.

Podobný problém s nejednoznačnost́ı nastává i u daľśıch funkćı, k jejichž definici se použil
logaritmus, tedy arcsin, argsinh, . . .

2Této části moc nerozumı́m a v našem ročńıku ji Vrána neprob́ıral. Mazat se mi ji nechtělo, ale berte ji s ještě
větš́ı rezervou než zbytek textu.

3Citation needed.
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