
1. Newtonova formule v R2

Definice 1.1. Bud’te f, g ∈ C1 [α, β], množinu D = {(x, y) ∈ R2 | x ∈ (α, β), g(x) < y < f(x)}
nazýváme elementárńı oblast́ı typu x(y).

Poznámka. Definujeme φ = φg

.
+ φβ

.− φf
.− φα, kde

φg(t) = (t, g(t)) t ∈ [α, β]
φβ(t) = (β, g(β) + t(f(β) − g(β))) t ∈ [0, 1]
φf (t) = (t, f(t)) t ∈ [α, β]
φα(t) = (α, g(α) + t(f(α) − g(α))) t ∈ [0, 1] .

Věta 1.2. Bud’ P : D 7→ R reálná funkce spojitá na D a tř́ıdy C1 na D. Pak∫
φ

P dx = −
∫∫
D

∂P

∂y
dxdy.

D̊ukaz. Z Fubiniho věty a věty o derivaci podle parametru∫
φ

P dx + 0dy =
∫
φg

+
∫

φβ

−
∫

φf

−
∫

φα

=
β∫

α

(P (t, g(t)), 0)(1, g′(t)) dt +
1∫

0

(P, 0)(0, f(β) − g(β)) dt−

−
β∫

α

(P (t, f(t)), 0)(1, f ′(t)) dt −
1∫

0

(P, 0)(0, f(α) − g(α)) dt =

=
β∫

α

(P (t, g(t)) − P (t, f(t))) dt = −
β∫

α

[P (x, y)]f(x)
g(x) dx = −

β∫
α

 f(x)∫
g(x)

∂P

∂y
(x, y) dy

 dx.

□

Věta 1.3. Bud’ Q ∈ C0(D), Q ∈ C1(D), kde D je oblast typu y(x) = {(x, y) ∈ R2 | y ∈ [α, β] , g(y) <
x < f(y)}. Bud’ φ konstruována jako v předchoźım př́ıkladu a [φ] = Ḋ. Pak∫

φ

Q dy =
∫∫
D

∂Q

∂x
dxdy.

D̊ukaz. φ = φg

.
+ φβ

.− φf
.− φα, φg(t) = (g(t), t), t ∈ [α, β], φβ(t) = (g(β) + t(f(β) − g(β)), β),

t ∈ [0, 1] atd... analogicky, jako v předchoźı větě. □

Definice 1.4. Bud’ φ ∈ C0 [α, β], φ : [α, β] 7→ Rn. Potom φ nazveme Jordanovou dráhou, pokud
plat́ı

(i) φ(α) = φ(β),
(ii) φ je na [α, β) prostá.

Jordanovy dráhy jsou tedy takové křivky, které jsou uzavřené a přitom se nikde neprot́ınaj́ı. Plat́ı
pro ně následuj́ıćı věta, která je sice ”naprosto zjevná“, ale jej́ıž d̊ukaz je velmi obt́ıžný.

Věta 1.5 (Jordan). Bud’ φ Jordanova dráha v R2. Pak lze R2 jednoznačně disjunktně rozlož́ı na
tři komponenty souvislosti R2 = A ∪ [φ] ∪ B, kde A je neomezená a B omezená. Komponentu A
označ́ıme ext φ a nazveme ji vněǰsek dráhy, B budeme značit int φ a nazývat vnitřek dráhy.

Věta 1.6 (Green). Bud’ D = D◦ ⊂ R2 omežená oblast, jej́ı hranice φ je kladně orientovaná
Jordanova dráha po částech tř́ıdy C1, P, Q ∈ C1(D), P, Q ∈ C0(D). Potom plat́ı∫

φ

(Pdx + Qdy) =
∫∫
D

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dxdy.

Věta 1.7. Vnitřek Jordanovy dráhy je jednoduše souvislý. (jednoduchá souvislost viz ??)
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Poznámka. Je-li forma ω = Pdx + Qdy je uzavřená na jednoduše souvislém uzavřeném definičńım
oboru, z definice plat́ı

∂P

∂y
= ∂Q

∂x
.

Z Greenovy věty pak źıskáme∫
φ

(Pdx + Qdy) =
∫∫
D

(
−∂P

∂y
+ ∂Q

∂x

)
dxdy = 0,

forma ω je tedy konzervativńı.
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