1. LiMITN{ PRECHODY
Lemma 1.1. Necht g, {¢,}7° C L, |¢n| < 0. Pak
(i) a=liminf, o @n € L
(if) f =limsup,_,o ¢n € L
(i)

—Ipg < Ia <liminf Iy, <limsup Iy, < I8 < Ipp.

n— oo n—oo

Dikaz. Bud'te
a =liminf ¢, [ =liminf ¢y.
k—o0 k— o0
—on < o™ .— i (n) . <
Yo S = min ok, B JIAX Pk S $o-
Ziejmé je o\ € £, B € £ a
al) oo, = inf o, B S B = sup gy
k>n k>n
Podle véty ??7 jsou a, a B, € L a soucasné «a,, / a € A, B, \y B € A. Protoze Ia,, < Ipg a
18, > —Iyg, jsouia,p e L. Plathi —pg S an S on S Bn S 0. Integraci dostaneme
—Ipp <liminf I, < liminf Iy, <limsup Iy, <limsup I3, < Igg.
n—oo n—oo

n—oo n—oo
Protoze limity
lim Ia,, a lim IS,

n—oo n—oo
existuji, vyplyva odtud jiz tvrzeni véty. O
Véta 1.2 (Lebesgue). Bud {p,}7° C L, ¢n — ¢ a (3po € L)(Vn € N)(|on] S ¢o). Pak ¢ € L a
Ip= nh_}n;o Io,.
Posloupnost integrabilnich funkei je integrabilni, jestlize existuje integrabilni majoranta.

Diikaz. Vyplyva z minulé véty, pokud polozime lim sup = lim inf. O

Pozndmka. (1) Weierstrass:
oo
an(l‘), |fn(x)| < ¢n,
n=1

analogicky

/ o), |on(@)] < gol2).
(2) Bud {@n}7° € L, on = ¢, (Fpo € L)(I¢| < o). Pak ¢ € L.

Ditkaz. @, se offznou pomoci pg. 1, = max(—pg, min(pg, ,)) € L, |¥n| < 0o, ©n — @,
¥, — @, tedy podle predchozi véty ¢ € L. (|

Lemma 1.3. Necht ¢, = 0, ¢, € L a Iy, < c pro kazdé n. Pak
a = liminf @, € £

n—oo
a plati
0 < Ia<liminf Iy, <c.
n—oo

Dukaz. Polozme
(n) — ;
a = min el
m n<k<m ¥k ’

ziejme je Lol < c a plati, ze

al) N\ o, = Inf o,

1



podle véty ?? je ay, € L a I, < c. Protoze je oy, /' «, podle Leviovy véty je a € L a I«
limy, 00 La,. Pro Vn plati 0 < ap, < o, tedy 0 < T, < Ty, < ca 0 < limla, = Ia
liminf Iy, <ec.

OIA I

Poznamka. 7 existence integrabilni majoranty plyne omezenost Ip,, opac¢né to platit nemusi.
Véta 1.4 (Fatou). Bud {p,}7° C L, on 2 pallp,| <c.PakpeLallp <c

Diikaz. Polozime v, = |p,|. Posloupnost 1, spliiuje pfedpoklady pfedchozi véty a tedy plati, ze
I|¢| <ec. Z pozndmky 1.2.2, kde bude ¢ := |¢| € L plyne, ze p € L O

Véta 1.5. Bud L' mnoZina vsech tiid rozkladu £ podle ekvivalence ~ s obvykle definovanymi
operacemi souétu a nasobeni &fslem. Je-li [p] € L', polozme normu ||[¢]|| = I|¢|, kde ¥ € [¢].
Potom L' je normovany linedrni prostor.

Diikaz. Pro operace plati
[l + W] ={x € L' x =91+ 1, 1 € [¢],¥1 € Y]},

ol ={x €L | x=ap1, g1 €[¢]} VaeR.
Axiomy linedrniho prostoru ziejmé plati. Norma je pozitivn{ ||[¢]|| > 0 a plati, Ze

elll = 0 = [¢] = [o] (nulova funkce). Norma je tedy skuteéné normou spliiujici axiom pozitivni
definitnosti. 0
Pozndmka. (1) Prostor L' neobsahuje funkce, nybrz tifdy ekvivalence funkci. Vzhledem k de-

finici tedy neexistuje pojem funkéni hodnota, nebot funkce v rdmci tifdy se od sebe lisf na
mnoziné miry nula. Budeme-li tedy brat prvek z L', budeme tim mit na mysli reprezentanta
dané tiidy. Ne kazda tfida ma vsak spojitého reprezentanta! To plati v tzv. Sobolevové
prostoru.

(2) Davod zavedeni tohoto prostoru tkvi v tom, Ze jsme takto ziskali prostor, z némz zakladni
integral generuje normu. V £ sice normu muZeme zavést stejnym zpusobem, nespliiuje vSak
treti axiom normy — nejen nulové funkce mé nulovou normu. (jednd se tedy o seminormu).

Véta 1.6 (Riesz, Fischer). Prostor L! je Banachiiv (iplny normovany vektorovy prostor)
Diikaz. Vezmu posloupnost t¥id {[¢,]}]" C L'. Necht {[¢,]}]" je cauchyovska, tj.
(Ve > 0)(Fno)(m, n > no) ([|[en]ll = [em] < ).

Polozme

tedy

2k
Vytvorim z ny rostouci posloupnost, sta¢i dokédzat, Ze konverguje vybrand posloupnost ¢, .

(Vk € N)(3ng) (¥m > ) (n[som] lemll < 1) .

1
! |90”k+1 - Sonk‘ = H[‘PnkH] - [‘Pnkm < o9k

a proto
m
I Z “pnk-u - Qonk| < 1
k=1

pro kazdé m € N. Podle Leviho ma rada

oo
Z ’@ﬂk+1 - @nk’
k=1

integrabilni souctovou funkci a proto skoro vsude absolutné konverguje, a tedy konverguje skoro

vSude i fada -
Z ((p’ﬂk-m - Sp’ﬂk) .
k=1



Soucasné plati

Z (Sonk+1 - Qpnk) ~ klir{:o Pnyx —Pnq-
k=1 ——

]
Posloupnost ¢, tedy skoro vSude konverguje k funkeci

lim P, =P = Pny + Z (Sonk-u - Qan) .

k— o0
k=1
Dokéazeme, Ze ¢ je integrabilni. Bud k € N pevné, p > k,

1
I |§0np - @n” < ﬁa
@np — Pny, P — Pny, -
——
Podle véty 1.4 je | — ¢n,| € L atedy p € L a [p] € L'. Ted mé smysl psat

1
”‘P_(PnkH = I|‘F’_§0nk| < 27

Sestrojili jsme tak podposloupnost, kterda konverguje k integrabilni funkci, tedy cauchyovska po-
sloupnost konverguje. O

Véta 1.7. Mnozina H je v £ husté, tj. H C LA L C H.

Ditkaz. Bud ¢ € L, ¢ ~ f —g, f,g € LV, hy,k, posloupnosti h, * f, k, / g. Sestrojim
ly = hy — kn, pak

~

zn—[solH:Iun—so<I|hn—f|+1|kn—g=<If—1hn>+<lg—1kn>ao,

tedy £ C H. O
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