
1. Tř́ıda Λ+ (L+)

Definice 1.1. Řekneme, že funkce f : X 7→ R∗ je tř́ıdy Λ+(X), existuje-li (hn) ∈ H, hn ↗ f .
Existuje-li nav́ıc c > 0 takové, že pro každé n ∈ N je Ihn ≤ c, pak f ∈ L+(X).

Poznámka. (1) Připoušt́ıme i ”zobecněné funkce“ jako f(x) = +∞ ∀x ∈ X.
(2) H ⊂ L+(X) ⊂ Λ+(X).

Věta 1.2. Funkce tř́ıdy L+ jsou skoro všude konečné.

D̊ukaz. Bud’ f ∈ L+(X). Potom existuje hn ↗ f taková, že Ihn ≤ c
2 . Definujme

Z =
{

x ∈ X
∣∣∣ lim
n→∞

hn(x) = +∞
}

,

dokážeme, že µ(Z) = 0: Bud’ h′
1 = h1, h′

n = max(hn, h′
n−1), kn = h′

n − h1. Protože h′
n ∼ hn, je

Ih′
n = Ihn ≤ c

2 , Ikn ≤ c.
Zvoĺım ε > 0, pak pro každé x ∈ Z existuje n takové, že kn(x) ≥ c

ε . Sestrojil jsem nezápornou
posloupnost

{ε

c
kn

}∞

1
tak, že supn∈N

ε
c kn ≥ 1 a

lim
n→∞

I ε

c
kn ≤ ε,

takže Z je nulové mı́ry. □

Věta 1.3. (i) Jsou-li f, g ∈ Λ+, pak f + g ∈ Λ+.
(ii) Jsou-li α ≥ 0, f ∈ Λ+, pak αf ∈ Λ+.
(iii) Jsou-li f, g ∈ Λ+, pak f+, max(f, g), min(f, g) ∈ Λ+.

D̊ukaz. (i) Bud’te hn ↗ f , kn ↗ g, pak (hn + kn) ↗ f + g. f + g nemuśı mı́t smysl, ale to se může
stát pouze na množině nulové mı́ry.

(ii) Protože α ≥ 0, plat́ı, že (αhn) ↗ αf .
(iii) max(hn, kn) ↗ max(f, g), min(hn, kn) ↗ min(f, g).

□

Definice 1.4. Bud’ f ∈ Λ+(X). Pak definujeme

If = lim
n→∞

Ihn,

kde hn je posloupnost z definice 1.1. If je integrál funkce f na X.

Poznámka. (1) Pro všechna f ∈ Λ+ plat́ı −∞ < If ≤ +∞.
(2) f ∈ L+, právě když f ∈ Λ+ a If < +∞.
(3) Aby byla předchoźı definice korektńı, je třeba prověřit nezávislost na volbě hn:

D̊ukaz. Bud’ f ∈ Λ+(X), hn ↗ f , kn ↗ f . Protože f ≲ f , plat́ı

lim
n→∞

Ihn ≤ lim
n→∞

Ikn.

Zároveň f ≳ f , takže
lim

n→∞
Ihn ≥ lim

n→∞
Ikn.

Na volbě hn proto hodnota If nezáviśı. □

Věta 1.5. Bud’te f, g ∈ Λ+(X), α ≥ 0. Pak plat́ı
(i) I(f + g) = If + Ig, má-li pravá strana smysl.
(ii) I(αf) = αIf , Lebesgueova konvence 0 · ∞ = 0.
(iii) Je-li f ≲ g, pak If ≤ Ig.

Věta 1.6. Bud’ {fn}∞
1 ∈ Λ+(X), fn ↗ f . Pak

f ∈ Λ+ a If = lim
n→∞

Ifn.
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D̊ukaz. Bud’ {fn}∞
1 ∈ Λ+(X), existuje posloupnost

{
h(n)

m

}∞

m=1
↗ fn. Definujeme

hm = max
1≤n≤m

h(n)
m .

Plat́ı, že hm ↗ k nějakému f∗ ∈ Λ+. Bud’ n ≤ m, pak
h(n)

m ≤ hm ≲ max
1≤n≤m

fn ∼ fm ≲ f.

Limitńım přechodem m → ∞ dostáváme
fn ≲ f∗ ≲ f,

limitńım přechodem n → ∞
f ≲ f∗ ≲ f,

tedy limitńı funkce f∗ je v Λ+.
hm ≲ fm ≲ f.

Dále plat́ı
Ihm ≤ Ifm ≤ If,

limitńım přechodem m → ∞
If∗ ≤ lim

m→∞
Ifm ≤ If

If∗ = If

□

Poznámka. Předchoźı věta znamená uzavřenost tř́ıd Λ+ a L+ na operaci ↗

Věta 1.7. Necht’ je {gk}∞
1 posloupnost́ı funkćı z Λ+ větš́ıch než 0 s.v.. Necht’ f =

∑∞
k=1 gk. Pak

f ∈ Λ+ a If =
∑∞

k=1 Igk. Existuje-li nav́ıc c ∈ R tak, že I
∑n

k=1 gk ≤ c pro všechna n ∈ N pak
f ∈ L+

D̊ukaz. Aplikaćı předchoźı věty na posloupnost částečných součt̊u. □
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