1. TRipA AT (LT)

Definice 1.1. Rekneme, 7e funkce f : X — R* je t¥idy A1 (X), existuje-li (h,) € H, hn  f.
Existuje-li navic ¢ > 0 takové, ze pro kazdé n € N je Ih,, < c, pak f € L1(X).

Poznamka. (1) Pripoustime i ,zobecnéné funkce® jako f(z) = +oo Vo € X.

(2) HCLT(X)CAT(X).
Véta 1.2. Funkce tiidy £T jsou skoro viude koneéné.

Diikaz. Bud f € L7(X). Potom existuje h,, / f takova, ze Ih, < . Definujme

Z:{xeX

lim h,(z) = —|—oo} ,
n—oo
dokdzeme, ze p(Z) = 0: Bud h} = hy, hl, = max(hy,hl,_,), kn = hl, — hy. Protoze hl, ~ h,, je
Ih;, = Th, <§, Ik, <c.
Zvolim € > 0, pak pro kazdé x € Z existuje n takové, ze k,(x) > £. Sestrojil jsem nezapornou

£ oo
posloupnost {JCH} tak, ze sup,,ey Shn > 1 a
c 1

lim TSk, <e,

n—oo C

takze Z je nulové miry. O

Véta 1.3. (i) Jsou-li f,ge AT, pak f+ge AT,
(i) Jsou-li >0, f € AT, pak af € A™.
(iii) Jsou-li f,g € AT, pak f,max(f,qg), min(f,g) € A™T.

Diikaz. (i) Bud'te h,, & f, kn /g, pak (hy +kn) 7 f+g. f+ g nemusi mit smysl, ale to se miize
stdt pouze na mnoziné nulové miry.
(ii) Protoze a > 0, plati, Zze (ah,) M af.
(iil) max(hy, k) / max(f, g), min(h,, k,) 7 min(f,g).

Definice 1.4. Bud' f € AT (X). Pak definujeme
1f= lim Th,,

n—oo
kde h,, je posloupnost z definice 1.1. I f je integral funkce f na X.
Poznamka. (1) Pro viechna f € A plati —oo < I'f < +00.
(2) felt, pravékdyz f € AT a If < +o0.
(3) Aby byla pfedchozi definice korektni, je tfeba provéfit nezdvislost na volbé hy,:

Diikaz. Bud f € AT (X), hyy 2 f, kn 2 f. Protoze f < f, plati
lim Ih, < lim Ik,.

n—oo n—oo
Zéaroven f 2 f, takze
lim Ih, > lim Ik,.

n— oo n—oo

Na volbé h,, proto hodnota I f nezavisi. O

Véta 1.5. Bud'te f,g € AT(X), a > 0. Pak plati

(i) I(f+g) =1f+ Ig, ma-li pravd strana smysl.
(ii) I(af) = alf, Lebesgueova konvence 0 - co = 0.
(iii) Je-li f Sg, pak If <Ig.

Véta 1.6. Bud {f,}]° € AT(X), fn 7 f. Pak
feAt a If= li_}rn I1f,.
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Diikaz. Bud {f,}; € AT(X), existuje posloupnost {h%”)}

m=

" fn. Definujeme
1

hmym = max hg,’f).
1<n<m

Plati, Ze h,, /" k néjakému f* € AT. Bud n < m, pak
A <y £ max fo, ~ fin S f

~ 1<n<m
Limitnim prechodem m — oo dostdvame
SIS,
limitnim pfechodem n — oo
fSIs T,
tedy limitni funkce f* je v AT.
b S o S f

Dale plati
1h, <I1f, <1If,

limitnim pfechodem m — oo
If*< lim If, <If

m—r oo

If*=1f

Pozndmka. Piedchozi véta znamend uzavienost tiid AT a £T na operaci

Véta 1.7. Necht je {gi};" posloupnosti funkef z A* vétsich nez 0 s.v.. Necht f = Y7 gi. Pak
fe Aj a If =3 72, Ig. Existuje-li navic ¢ € R tak, ze IY.}_, g < ¢ pro vSechna n € N pak
fec

Diikaz. Aplikaci predchozi véty na posloupnost ¢astecnych souctu. O
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