1. KRIVKOVY INTEGRAL DRUHEHO DRUHU

Na prednésce se kiivkovy integral druhého druhu definuje vétou 1.7 a vynechava se zde uvedend
konstrukce. Takto je to vyzadovano i na zkousce.

Definice 1.1. Bud'te gi, g2 drdhy v R", Dom g, = [a,,b,].
(i) Jestlize g1(b1) = g2(az), pak

(g1 +g2)(t) = {

g1(t) na [aq,b1]
g2(t — b1 +az) mna [by,b1 + by — az]

je orientovany soucet drah g; a gs.
(ii) (= g1)(t) = g1(—t) Vt € [-b1, —a1] je opacné orientovana driha.
(iii) g1 = g2 = g1 + (= ¢2) je orientovany rozdil drah ¢; a ¢,

Definice 1.2. Je ddna draha g. Jestlize

m
9= Zg’u
i=1
pak ¢ = (g1,...,9gm) nazveme rozdélenim drihy g.

Definice 1.3. Draha g ma délku (je schopna rektifikace), jestlize mnozina

{l(a) l(o) = Z lg(t:) = g(ti) }

je omezend. Délka je potom sup, (o).

Poznamka. (1) Ke kazdému rozdéleni drahy existuje rozdéleni intervalu [a, b].
(2) Cislo ||og|| = sup; ||g(t;) — g(ti—1)|| nazyvame norma rozdéleni.
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Definice 1.4 (kfivkovy integrdl druhého druhu). Bud g drdha v R™, o jeji rozdéleni (go, - - ., gm),
w diferencidlni 1-forma takovd, Ze [g] C Domw.

m

S(w,g,0) = Zw(wz)(g(tl) —g(ti—1)), kde z; € [g;] proi € m

i=1

nazveme integralnim souctem diferencidlni formy w po draze g pii rozdéleni o.
Bud {¢}{° normalni posloupnost rozdéleni drahy g. Necht pro kazdou takovou posloupnost exis-

tuje limita

lim S(w,g,0m) et /w

m— oo
g9

Pak fikdme, ze w je integrabilni po draze g a tuto limitu nazyvame integralem diferencialni formy
w po draze g, resp. kfivkovym integralem druhého druhu.

Véta 1.5. Bud'te w, ¢ integrabilni diferencidlni formy po draze g. M4-li jedna strana smysl, plati

(i) (aditivita)
Jwro=[ws[c

g g
1



(ii) (homogenita) Vc € R

/(cw):c/w.

g
Driikaz.
P
S(w,g,0) =D wl@:)(g(t:) — g(ti—1))
i=1
Z linearity w v této sumé vyplyva linearita integralu. O

Véta 1.6. Bud w diferencidlni forma. M4-li alesponi jedna strana rovnosti smysl, plati

(1)
[l

g1+g2

[

(iii) Bud I(g) délka dréhy g. Jestlize (Vx € [g])(|w(z)] < K), pak

/w < Kli(g).

g9

(i)

Diikaz. (i) Necht existuje fg w, g = g1 + gs. Predpokladejme, ze fgl w neexistuje. Pak existuji

integraln{ soucty Si a Sy takové, ze Si(w,g1,0\™) = S a Sa(w, g1,5™) = Sa, Sy # Ss.
Vezmu gs, O’ém), sjednocenim ziskdm rozdéleni g, 0 = 01 U oy, 6 = 61 U o2 a hned vyleze spor
s jednoznac¢nosti limity.

Dikaz rovnosti:

S(w,g,0™) = S(w, g,0\™) + S(w,g,55™).

S(w,= g,0™) = Zw(ﬁﬂi)(—g(ti) +9g(ti-1))-

i=1

d

Véta 1.7 (vypocet kiivkového integralu druhého druhu). Bud w diferencialni 1-forma t¥idy C° a g
draha tiidy C!, [¢g] C Domw. Pak w je integrabiln{ po dréze g a existuje integral

/w:/bommdt.

Poznamka. (1) V integrandu se skryvéa pusobeni kovektoru na vektor, tedy skaldrni soucin!

(2) Uvédomme si, ze vyraz ¢'(t) neznad¢i totdlni derivaci zobrazeni g, nybrz (jednotddkovou)
Jacobiho matici drahy g, tedy ¢'(t) = (01g(t) ... 0ng(t)). Sipka tedy zna&f fadkovy vektor.
Pro korektnost dodavame, Ze je nutné jej transponovat, abychom ziskali vektor sloupcovy.
Transpozici vSak pro zjednoduseni zapisu neuvadime.

(3) Pojmy kiivka a draha se ¢asto libovolné zaménuji, integral je vSak téméf vzdy kiivkovy, nikoli
drahovy. Krivkovy integral druhého druhu je orientovany, je tedy zavisly na parametrizaci
drahy.



Diikaz. Plati, ze Haém)H — 0, diky spojitosti mizeme zajistit, ze |a(m)| — 0.

Pm n  Pm
S(w.g.0™) =3 wlge™N(gE™) — gt)) =373 wila(€™ g (™ — 1) =
i=1 j=11i=1
n  Pm
=573 wilae™N (@) (€)™ — 1) +
Jj=11:i=1
A
n  Pm
+ Wi (g€ N (7Y 1I7) — (@) (€N ™ — )
j=1i=1
B,
b
(v > 0)@ma)(vm > m) || [ w(at)g' ()t - 4| < 5

a

(V8 > 0)(3ma) (¥m > m2) (Hg<m>H < 5)

(Ve > 0)(36)(Vt',t" € [a,b],Vj € n) (|t’ -t <o=|(¢g")(t) - ()" < M)

€

| B | < 3
VyuZijeme kompaktnost [a, b], spojitost ¢’, omezenosti w, m > maxmi, mo. O
Pozndmka. Bud w = df, pak (tecka znadi ndsobeni ¢isel, nikoliv skaldrni souéin)

b

b b
/w=/@@@%d®&=/f@@%d@w=/ﬁoww&=ﬂdm—ﬂﬂm,

a

tj. integral exaktni diferencialni formy nezavisi na prubéhu drahy, jen na pocatecnim a koncovém
bodé.

Odsud vidime, Ze uréity integral z funkce f, tj. f; f = f(b) — f(a) je vlastné kiivkovy integral
z 0-formy f. Z exaktnosti O-formy poté plyne zdvislost pouze na koncovych bodech drahy (tj. mezich
urc¢itého integrélu).

Definice 1.8. Bud w € CY, ¢ po &astech € C!, takova, ze

m
o= i, @i€C

i=1

Definice 1.9. Bud w diferencialni forma t¥idy C°. Rekneme, Ze w je konzervativni, pravé kdyz
pro kazdé dvé drahy g1, g2 po Eastech C' spliiujici podminku [g1] U [ga] C Domw, g1(a1) = g2(az),

g1(b1) = g2(b2) plati
for -
91 g2

tj. integral zavisi jen na pocatecnim a koncovém bodé, ne na draze.

pak (kone¢na aditivita)



Pozndmka. Integral po uzaviené draze se v matematice i fyzice ¢asto znaci s krouzkem, tj.
?{ w,
g

Véta 1.10. Bud w € CY. Potom nésledujici vyroky jsou ekvivalentni:

(i) w je exaktni.

(ii) pro libovolnou dréhu g uzavienou a po &astech C!, [g] C Dom w platf fg w =0,
(iii) w je konzervativni.

Dikaz. 1) 1= 2: Bud w =df,
P
9= Zgi
i=1

libovolnd draha po ¢astech C', ¢; € C*.

[o- > IS S ) = £ai1)) = Flay) — fGoo).

=1 =1

xp:xoé%w:().
g

2) 2 = 3: Bud'te g1, g2 libovolné po éastech C!, stejnymi poc¢ateénimi a koncovymi body, definujme

g=g1 ~ g2. Pak
OZ%w:/w—/w.
g g1 g2

3) 3 = 1: Defini¢ni obor nemusi byt souvisly a proto se rozdéli na jednotlivé komponenty souvislosti
a pro kazdou se definuje funkce f zvlasf. Bud A souvisld podmnoZina Dom w, zvolim pevné
zo € A. Kdyz si zvolim jiny bod, vyslednd funkce se lisi o konstantu (kfivkovy integrél z w mezi
puvodnim a novym bodem). V R™ (linedrni prostor) je kazd4 oblast lokdlné linedrné souvisla a
1ze v ni kazdé dva body spojit lomenou éarou: = € A; [g,] C A.

Plati

Definujme f(z) = fg w (definice je jednozna¢ni, nebof w je konzervativni). f je realna
funkce na A, dokdzeme, ze f'(z) = w(z):

te;) — 1 1
fi(x)zlimf(x+e) F@) i L / w—/w = lim -~ / w—/w—/w—i—/w =
t—0 t t—0 ¢ t—0 ¢
9z gz 9gi gi

9(x+tey) I(x+tey)

uzaviena draha

= lim E w= hm1 w(z + 7é})é; dr = lim 1 /wz(aj +7¢é;) dr = w;(x)
t—0 t t—0 t—0 ¢ —_——————
9i 0 0 spojité

9(z+te;) je libovolnd kiivka z bodu xg do x +t¢é;, nemusi se s g, shodovat v jediném bodé. Posledni
krok plyne z véty o stfedn{ hodnoté. (P¥{padné se na to d4 nahliZet jako na derivaci integralu
jako funkce hornf meze v bodé 0, stacf si domyslet odecteni integralu od 0 do 0.) w;(x) je spojité
a f mé tedy spojité parcidlni derivace a proto je diferencovatelnd, takze w;(z) = f;(z), w = df.

O

Poznamka. (1) V ptipadé, 7e w € C! na jednoduse souvislé mnozing, je s uvedenymi tvrzenimi
ekvivalentni i (iv) w je uzaviena.
(2) Z Riezsovy véty: w(z)h = <13 , H> vime, Ze pro kazdou slozku w; existuje slozka F* v euk-
“—

leidovském standardnim skaldrnim sou¢inu (zvednuti indexu pfes jednotkovou matici).
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Necht - znaéi standardni skaldrni soucin a di = (dx, dy,dz)T. Préci po draze g lze vyjadiit

3 3
A:/w:/Zwidxi:/ZFidxi:/ﬁ-dF.
g g =1 g =1 g

Pole je konzervativni (a prace nezavisi na dréze), pravé kdyz diferencidlni 1-forma w je
konzervativni.

Diferencidlni 1-forma w, takové, Ze w € C°, je konzervativni, pravé kdy# existuje funkce f
takova, ze w = df = f.

Rikéme, Ze vektorové pole F (¥) je konzervativni, pokud existuje gradU(z) tak, ze
grad U(z) = F(7). Jingmi slovy, F(7) ma potencial U(z).
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