
1. Křivkový integrál druhého druhu

Na přednášce se křivkový integrál druhého druhu definuje větou 1.7 a vynechává se zde uvedená
konstrukce. Takto je to vyžadováno i na zkoušce.

Definice 1.1. Bud’te g1, g2 dráhy v Rn, Dom gι = [aι, bι].
(i) Jestliže g1(b1) = g2(a2), pak

(g1
.
+ g2)(t) =

{
g1(t) na [a1, b1]
g2(t− b1 + a2) na [b1, b1 + b2 − a2]

je orientovaný součet drah g1 a g2.
(ii) ( .− g1)(t) = g1(−t) ∀t ∈ [−b1,−a1] je opačně orientovaná dráha.
(iii) g1

.− g2 = g1
.
+ ( .− g2) je orientovaný rozd́ıl drah g1 a g2

Definice 1.2. Je dána dráha g. Jestliže

g =
ṁ∑

i=1
gi,

pak σ = (g1, . . . , gm) nazveme rozděleńım dráhy g.

Definice 1.3. Dráha g má délku (je schopna rektifikace), jestliže množina{
l(σ)

∣∣∣∣∣l(σ) =
n∑

i=1
∥g(ti)− g(ti−1)∥

}
je omezená. Délka je potom supσ l(σ).

Poznámka. (1) Ke každému rozděleńı dráhy existuje rozděleńı intervalu [a, b].
(2) Č́ıslo ∥σg∥ = supi ∥g(ti)− g(ti−1)∥ nazýváme norma rozděleńı.

Př́ıklad.

g(t) =
{
−t cos 1

t t ∈
[
− 1

π , 0
)

0 t = 0

σ =
(
− 1

π
,− 1

2π
,− 1

3π
, . . . ,− 1

pπ

)
l(σ) ≥

p∑
i=1

∣∣∣∣g (
1

(i + 1)π

)
− g

(
1
iπ

)
−

∣∣∣∣ =
p∑

i=1

∣∣∣∣ 1
(i + 1)π + 1

iπ

∣∣∣∣→ +∞

Definice 1.4 (křivkový integrál druhého druhu). Bud’ g dráha v Rn, σ jej́ı rozděleńı (g0, . . . , gm),
ω diferenciálńı 1-forma taková, že [g] ⊂ Dom ω.

S(ω, g, σ) =
m∑

i=1
ω(xi)(g(ti)− g(ti−1)), kde xi ∈ [gi] pro i ∈ m̂

nazveme integrálńım součtem diferenciálńı formy ω po dráze g při rozděleńı σ.
Bud’ {σ}∞1 normálńı posloupnost rozděleńı dráhy g. Necht’ pro každou takovou posloupnost exis-

tuje limita
lim

m→∞
S(ω, g, σm) def.=

∫
g

ω.

Pak ř́ıkáme, že ω je integrabilńı po dráze g a tuto limitu nazýváme integrálem diferenciálńı formy
ω po dráze g, resp. křivkovým integrálem druhého druhu.

Věta 1.5. Bud’te ω, ζ integrabilńı diferenciálńı formy po dráze g. Má-li jedna strana smysl, plat́ı
(i) (aditivita) ∫

g

(ω + ζ) =
∫
g

ω +
∫
g

ζ,

1
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(ii) (homogenita) ∀c ∈ R ∫
g

(cω) = c

∫
g

ω.

D̊ukaz.

S(ω, g, σ) =
p∑

i=1
ω(xi)(g(ti)− g(ti−1))

Z linearity ω v této sumě vyplývá linearita integrálu. □

Věta 1.6. Bud’ ω diferenciálńı forma. Má-li alespoň jedna strana rovnosti smysl, plat́ı
(i) ∫

g1
.
+g2

ω =
∫
g1

ω +
∫
g2

ω,

(ii) ∫
.−g

ω = −
∫
g

ω.

(iii) Bud’ l(g) délka dráhy g. Jestliže (∀x ∈ [g])(|ω(x)| < K), pak∣∣∣∣∣∣
∫
g

ω

∣∣∣∣∣∣ ≤ Kl(g).

D̊ukaz. (i) Necht’ existuje
∫

g
ω, g = g1 ∔ g2. Předpokládejme, že

∫
g1

ω neexistuje. Pak existuj́ı
integrálńı součty S1 a S2 takové, že S1(ω, g1, σ

(m)
1 ) → S1 a S2(ω, g1, σ̃

(m)
1 ) → S2, S1 ̸= S2.

Vezmu g2, σ
(m)
2 , sjednoceńım źıskám rozděleńı g, σ = σ1 ∪ σ2, σ̃ = σ̃1 ∪ σ2 a hned vyleze spor

s jednoznačnost́ı limity.
Důkaz rovnosti:

S(ω, g, σ(m)) = S(ω, g, σ
(m)
1 ) + S(ω, g, σ

(m)
2 ).

(ii)

S(ω, .− g, σ(m)) =
p∑

i=1
ω(xi)(−g(ti) + g(ti−1)).

□

Věta 1.7 (výpočet křivkového integrálu druhého druhu). Bud’ ω diferenciálńı 1-forma tř́ıdy C0 a g
dráha tř́ıdy C1, [g] ⊂ Dom ω. Pak ω je integrabilńı po dráze g a existuje integrál∫

g

ω =
b∫

a

ω(g(t))
←−−−−

−−→
g′(t)dt.

Poznámka. (1) V integrandu se skrývá p̊usobeńı kovektoru na vektor, tedy skalárńı součin!
(2) Uvědomme si, že výraz

−−→
g′(t) neznač́ı totálńı derivaci zobrazeńı g, nýbrž (jednořádkovou)

Jacobiho matici dráhy g, tedy
−−→
g′(t) = (∂1g(t) . . . ∂ng(t)). Šipka tedy znač́ı řádkový vektor.

Pro korektnost dodáváme, že je nutné jej transponovat, abychom źıskali vektor sloupcový.
Transpozici však pro zjednodušeńı zápisu neuvád́ıme.

(3) Pojmy křivka a dráha se často libovolně zaměňuj́ı, integrál je však téměř vždy křivkový, nikoli
drahový. Křivkový integrál druhého druhu je orientovaný, je tedy závislý na parametrizaci
dráhy.
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D̊ukaz. Plat́ı, že
∥∥∥σ

(m)
g

∥∥∥→ 0, d́ıky spojitosti můžeme zajistit, že
∣∣σ(m)

∣∣→ 0.

S(ω, g, σ(m)
g ) =

pm∑
i=1

ω(g(ξ(m)
i ))(g(t(m)

i )− g(t(m)
i−1)) =

n∑
j=1

pm∑
i=1

ωj(g(ξ(m)
i ))gj ′(η(m)

ij )(t(m)
i − t

(m)
i−1) =

=
n∑

j=1

pm∑
i=1

ωj(g(ξ(m)
i ))(gj)′(ξ(m)

i )(t(m)
i − t

(m)
i−1)︸ ︷︷ ︸

Am

+

+
n∑

j=1

pm∑
i=1

ωj(g(ξ(m)
i ))((gj)′(η(m)

ij )− (gj)′(ξ(m)
i ))(t(m)

i − t
(m)
i−1)︸ ︷︷ ︸

Bm

(∀ε > 0)(∃m1)(∀m > m1)

∣∣∣∣∣∣
b∫

a

ω(g(t))g′(t)dt−Am

∣∣∣∣∣∣ <
ε

2


(∀δ > 0)(∃m2)(∀m > m2)

(∥∥∥σ(m)
∥∥∥ < δ

)

(∀ε > 0)(∃δ)(∀t′, t′′ ∈ [a, b] ,∀j ∈ n̂)
(
|t′ − t′′| < δ ⇒

∣∣(gj)′(t′)− (gj)′(t′′)
∣∣ <

ε

2k(b− a)n

)
|Bm| <

ε

2
Využijeme kompaktnost [a, b], spojitost g′, omezenosti ω, m > max m1, m2. □

Poznámka. Bud’ ω = df , pak (tečka znač́ı násobeńı č́ısel, nikoliv skalárńı součin)∫
g

ω =
b∫

a

df(g(t)) · g′(t) dt =
b∫

a

f ′(g(t)) · g′(t) dt =
b∫

a

(f ◦ g)′(t) dt = f(g(b))− f(g(a)),

tj. integrál exaktńı diferenciálńı formy nezáviśı na pr̊uběhu dráhy, jen na počátečńım a koncovém
bodě.

Odsud vid́ıme, že určitý integrál z funkce f , tj.
∫ b

a
f = f(b) − f(a) je vlastně křivkový integrál

z 0-formy f . Z exaktnosti 0-formy poté plyne závislost pouze na koncových bodech dráhy (tj. meźıch
určitého integrálu).

Definice 1.8. Bud’ ω ∈ C0, φ po částech ∈ C1, taková, že

φ =
ṁ∑

i=1
φi, φi ∈ C1

pak (konečná aditivita) ∫
φ

ω =
m∑

i=1

∫
φi

ω.

Definice 1.9. Bud’ ω diferenciálńı forma tř́ıdy C0. Řekneme, že ω je konzervativńı, právě když
pro každé dvě dráhy g1, g2 po částech C1 splňuj́ıćı podmı́nku [g1] ∪ [g2] ⊂ Dom ω, g1(a1) = g2(a2),
g1(b1) = g2(b2) plat́ı ∫

g1

ω =
∫
g2

ω,

tj. integrál záviśı jen na počátečńım a koncovém bodě, ne na dráze.
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Poznámka. Integrál po uzavřené dráze se v matematice i fyzice často znač́ı s kroužkem, tj.∮
g

ω.

Věta 1.10. Bud’ ω ∈ C0. Potom následuj́ıćı výroky jsou ekvivalentńı:
(i) ω je exaktńı.
(ii) pro libovolnou dráhu g uzavřenou a po částech C1, [g] ⊂ Dom ω plat́ı

∮
g

ω = 0,
(iii) ω je konzervativńı.

D̊ukaz. 1) 1⇒ 2: Bud’ ω = df ,

g =
p∑

i=1
gi

libovolná dráha po částech C1, gi ∈ C1.∫
g

ω =
p∑

i=1

∫
gi

ω =
p∑

i=1
(f(xi)− f(xi−1)) = f(xp)− f(x0).

Plat́ı
xp = x0 ⇒

∮
g

ω = 0.

2) 2⇒ 3: Bud’te g1, g2 libovolné po částech C1, stejnými počátečńımi a koncovými body, definujme
g = g1

.− g2. Pak
0 =

∮
g

ω =
∫
g1

ω −
∫
g2

ω.

3) 3⇒ 1: Definičńı obor nemuśı být souvislý a proto se rozděĺı na jednotlivé komponenty souvislosti
a pro každou se definuje funkce f zvlášt’. Bud’ A souvislá podmnožina Dom ω, zvoĺım pevně
x0 ∈ A. Když si zvoĺım jiný bod, výsledná funkce se lǐśı o konstantu (křivkový integrál z ω mezi
p̊uvodńım a novým bodem). V Rn (lineárńı prostor) je každá oblast lokálně lineárně souvislá a
lze v ńı každé dva body spojit lomenou čarou: x ∈ A; [gx] ⊂ A.

Definujme f(x) =
∫

gx
ω (definice je jednoznačná, nebot’ ω je konzervativńı). f je reálná

funkce na A, dokážeme, že f ′(x) = ω(x):

fi(x) = lim
t→0

f(x + te⃗i)− f(x)
t

= lim
t→0

1
t

 ∫
g(x+te⃗i)

ω −
∫
gx

ω

 = lim
t→0

1
t


∫

g(x+te⃗i)

ω −
∫
gx

ω −
∫
gi

ω

︸ ︷︷ ︸
uzavřená dráha

+
∫
gi

ω

 =

= lim
t→0

1
t

∫
gi

ω = lim
t→0

1
t

t∫
0

ω(x + τ e⃗i)e⃗i dτ = lim
t→0

1
t

t∫
0

ωi(x + τ e⃗i)︸ ︷︷ ︸
spojité

dτ = ωi(x)

g(x+te⃗i) je libovolná křivka z bodu x0 do x+te⃗i, nemuśı se s gx shodovat v jediném bodě. Posledńı
krok plyne z věty o středńı hodnotě. (Př́ıpadně se na to dá nahĺıžet jako na derivaci integrálu
jako funkce horńı meze v bodě 0, stač́ı si domyslet odečteńı integrálu od 0 do 0.) ωi(x) je spojité
a f má tedy spojité parciálńı derivace a proto je diferencovatelná, takže ωi(x) = fi(x), ω = df .

□

Poznámka. (1) V př́ıpadě, že ω ∈ C1 na jednoduše souvislé množině, je s uvedenými tvrzeńımi
ekvivalentńı i (iv) ω je uzavřená.

(2) Z Riezsovy věty: ω
←

(x)⃗h =
〈

F⃗ , h⃗
〉

v́ıme, že pro každou složku ωi existuje složka F i v euk-
leidovském standardńım skalárńım součinu (zvednut́ı indexu přes jednotkovou matici).
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(3) Necht’ · znač́ı standardńı skalárńı součin a dr⃗ = (dx, dy, dz)T . Práci po dráze g lze vyjádřit

A =
∫
g

ω =
∫
g

3∑
i=1

ωi dxi =
∫
g

3∑
i=1

F i dxi =
∫
g

F⃗ · dr⃗.

(4) Pole je konzervativńı (a práce nezáviśı na dráze), právě když diferenciálńı 1-forma ω je
konzervativńı.

(5) Diferenciálńı 1-forma ω, taková, že ω ∈ C0, je konzervativńı, právě když existuje funkce f
taková, že ω = df = f ′.

(6) Ř́ıkáme, že vektorové pole F⃗ (r⃗) je konzervativńı, pokud existuje grad U(x) tak, že
grad U(x) = F⃗ (r⃗). Jinými slovy, F⃗ (r⃗) má potenciál U(x).
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