1. VAZANE EXTREMY

Definice 1.1. Rekneme, 7e funkce f ma v bodé zg € M lokalni extrém vzhledem k varieté
M, pravé kdyz

(3Ha ) (Vo € Hao N M)(f(2) = f(20)), resp. (3Ha, ) (Ve € Hyy N M)(f(2) < f(20))-

Véta 1.2 (nutnd podminka pro existenci extrému vzhledem k varieté). Bud M r-rozmérnd varieta
tiidy C!, g € M, f : R™ — R redlnd funkce diferencovatelné v zg. Necht f ma v xq lokdlni extrém

vzhledem k varieté M. Potom existuji ¢isla Aq, ..., A\, takova, ze zq je stacionarnim bodem funkce
m
A=f=) N0
=1
pri znaceni z kapitoly 17. Cisla A1, -5 Am se nazyvaji Lagrangeovy multiplikatory a A Lagran-

geova funkce.

Diikaz. Pro kazdy he Ty, M existuje ¢ : R — M takové, ze ¥(0) = zp a ¢'(0) = h. Definujme
¢ : R — R vztahem ¢ = f o). BUNO necht f mi v 2y maximum, tedy:

(3Hq, ) (Vo € Hoy N M)(f(z) < f(x0)) < (FHo)(VE € Ho)(f (¥ (1)) < f(¥(0)))
tedy ¢ méd v 0 maximum. Pak ¢’(0) = 0, a plat{

0=¢'(0) = f'(x0) - ' (0) = f’(xo)ﬁ = <grad f(xo),ﬁ> =0.

Z toho dale vyplyva, Ze grad f(xg) € Nas(xo) a dile existence Ay, ..., A, takovych, zZe

grad f(wo) = Y _ A grad @' (zo),
=1

a tedy
grad <f —~ ZA@Z) =0
1=1
a z Rieszovy véty pak vyplyva nulovost derivace A. O

Pozndmka. Derivace vzhledem k varieté: f},(zo) = f'(xo)|,, M, tj. derivace ziZend na teény prostor.

Véta 1.3 (postacujici podminka). Bud M varieta tiidy C?, necht existuje f” (o), o € M, existuje
A a A(z) = 0. Potom
(i) Ma-li funkce f|as v o lokdlni minimum, potom A" (xo)|r, ar > 0.
(ii) Je-li A”(wo)|r, 0 > 0, mé f|ar v 2o ostré lokdlni minimum.
(i) Ma-li funkce f[as v 2o lokdlni maximum, potom A”(zo)|r, m < 0.
(iv) Je-li A”(20)|T,,m <0, ma far v xo ostré lokalni maximum.
(v)
Diikaz. (i) Bud h € Ty, M. Potom existuje ¢ : R — M takové, Ze 1(0) = xg, ¢’ (0) = h. Provedeme
Taylortv rozvoj A v zo do druhého fadu (to miizeme, protoze f”(xg) existuje a M € C?)

v) Je-li A”(l‘o)‘nOM indefinitni, nemé f|as v zo lokalni extrém.

A(w) = Alzo) + X (a0)(& = a0)+ 50" (z0)(x = 20)? + () [ — o
=0

A((t)) = Azo) + %A”(ﬂfo)(w(t) —1(0))* + w(@(1)) [[¢() — (0] .
ProtoZe 1 (t) je z variety, kde splyva f s A, vyjde

1
t2

(#060) = (O ~ w00 Io10) ~ O)I*) = 50" (w0)

1



Limitnim prechodem ¢ — 0 dostdvame

5 (D) = F(0)) = SA" (o)

(ii) Bud A”(z)h? > 0, z € M N H. Potom

£() = Fw0) + HA" (o) & — 0)? + (@) & — 2ol

Problém je v tom, Ze z — z¢ nemusi byt obecné z T, , M. Polozme h=x— Ty, potom h lze
vyjadrit jako h = hy + hg, kde hy € T,, M, ha € Nr(zg). Potom z pozitivni definitnosti A”

vyplyva
2

—

A,l($0)h_i2 2 « hl

pro néjaké o > 0, nebot hy € TpoM.

1 L2 | L2 T
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takze lze zvolit takové a > 0, aby
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Pozndmka. Metodika hledani extrému:
(1) Necht f, ®' ..., &™ € C%.
(2) Ovétrime, zda M = {z € R"|®(z) =0} = {z € R"|®(x) = 0 Ah(P'(x)) = m}, tj. je varieta.
(3) Sestavim funkéni predpis

A=f- ixl@l,
=1

kde A zatim neznam.

(4) Polozim A’(zg) = ©, Aj(zo) = 0 pro j € 0, ®!(x) = 0 pro | € M. Dostanu m + n rovnic pro
m + n neznamych.

(5) Vyberu si jeden bod xg, uréim A; a dosadim do A.

(6) A (o) = Q(B).

(7) Pokud je Q(ﬁ) PD nebo ND, pak je to minimum, pfipadné maximum.

(8) Jinak musim nalézt teény prostor (T, M = ker ®'(xp)) a zizim Q(h) na TpoM.



Tedy nalézim q(h) = Q(h)|z,, ar. ¥ (wo)h =0
Z@i(mo)ﬁi =0prol € m.
=1

Provérim definitnost Q. Je nutno hlidat dimenze.

Pozndmka. Dikaz nerovnosti f(x) < g(x): f(x) = a je varieta, napf. uzaviend drdha. Najdu extrém
g(z) na varieté f(x) = a, to provedu pro kazdé a.
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