1. REGULARNI ZOBRAZEN{

Pripomeneme si Banachovu vétu o pevném bodé:
(1) Zobrazeni f: (X, o) — (X, 0) se nazyva kontrahujici, pravé kdyz
(Fk € (0,1))(Va,y € X)(o(f(2), f(y) < kolz,y)).
(2) Kazdé kontrahujici zobrazeni na dplném prostoru ma pravé jeden pevny bod, tj. existuje
takové x, ze plati f(z) = .
Véta 1.1 (o inverznim zobrazeni). Necht q € N, g : E — E € C4, ty € (Domg)°, det ¢'(to) # 0.
Potom existuje Hy, = (Hy,)° takové, ze
(i) zazeni g|n,, je prosté,
(ii) U = g(H,) = U°, tj. obraz otevieného okoli je otevieny,
(i) f = (ghn,,) ' € CO.
Diikaz. Bud xg = g(to), v =g(t). Pak x — g(t) =0, t =z + (t — g(t)) = u(t).
- =
I) Predpokladejme, ze ¢'(to) € L(E, E), ¢'(to) = idg
¢ (to) =idg —g'(te) = 0

|05 (t2) — @5 (t1)| = [(5) () (t2 — t1))]
S vyuzitim spojitosti g existuje B(tg,r) takova, ze (Vt € B)||¢L(t)|| < k € (0,1) a zarovenr B
je uplny prostor (je uzaviend v dplném prostoru).
Musime jesté ovérit, zda p, : B(to,r) — B(to, ).
oz (t) —toll = llz +1t = g(t) — (zo +to — g(to))l| =
=[x —20) + (x+ 1 —g(t)) — (z +to — g(to)) <
< o — ol + [[px(t) = pu(to)| < (1= K)r +kr <7
Jestlize je x € B(xo, (1 — k)r), pak ¢, na B(tg,r) kontrahuje a ¢, je B — B. Z toho vyplyva,
Ze mé pravé jeden pevny bod pro kazdé x € B(xg, (1 — k)r) a tedy zvolim-li si z € B, pak
existuje pravé jedno ¢ € B(tg,r) tak, ze plati x = g(t). Tedy g|ug je prosté.
Definujeme timto zobrazeni f(x) = t. Nejprve ukdZeme spojitost f.
lg(t2) — gl = llz +t2 — pa(t2) — (2 +11 — pa(tr))] =
> [tz = ta]l = llpa(tz) — ea(t)] = (1 — k) [tz — ta]]

a tedy pro kazdé x1,z2 € g(H) plati:
1
1f (@2) = fla)] < 7= llz2 — 21l

tedy zobrazeni f je lipschitzovské, tedy i spojité. Vzor oteviené mnoziny pri spojitém zobrazeni
je otevieny. Proto U = g(H) = f~!(H) = U°. Zbyva dokézat, ze f = (g|u)~* € CU.

g(t) = g(to) + g (to)(t — to) + p(t) ||t — tol|
z =0 = g'(to)(f(z) = f(z0)) + n(f (@) | f () = f (o)
f(x) = fzo) = (g ( 0) ™! (@ — w0) — (¢'(ta)) ™ (u(f (@) [ f(x) — f(z0)])
1 (@) = (o)l < [|(g (ta)) | IIw—wo||+H (9" (t)) [ Hln(f @D ILf () = f (o)
to))”

) — (o 19’ t0)) || Il — ol
If() = £ 0>Hf17n< o) T

f(@) = f(z0) + (g'(to)) ™ (= — wo) + w(z) & — o]

lw(@)| < ||(g’(t0))_1|| | (f ()l 1— ||(g|’|((t£:))()t33)|||,L’L|(f(a:))||

1

a tedy




Existuje f/(z0) = (¢'(tp)) . Prox € U, t € H
(@)= (g' (1)~
II) Pokud g¢'(tg) # id z: Definujeme
h(z) = 20 — ¢'(to) " (x — x0).
C?, G(to) =z, G'(to) = (hog) (to) = (¢'(to)) ' o g'(to) = id 5. O

S
Pozndmka. (1) g=' = f (funkce k sobé inverzni)
(2) Jf(xo) = (Jg(to))~! (Jacobiho matice k sobé inverzni)
(3) det f'(x0) = m (determinanty k sobé inverzni)

Plati, ze G = (hog)
1

Definice 1.2. Bud g zobrazen{ tiidy alesponi C! pro kazdé t € Dom g. Necht det ¢'(t) # 0 (tj. g ma
reguldrni derivaci). Pak fekneme, Ze g je regularni.

Pozndamka. Reguldrni zobrazen{ splituje predpoklady 1.1, takze je lokdlné prosté, tj. (V¢)(3H,)
takové, ze g je na ném prosté.
Definice 1.3. Zobrazeni g : E — E se nazyvéa difeomorfismus, resp. ¢g-difeomorfismus, plati-li
(I) g je prosté,
(I1) g i g~" jsou t¥idy C! resp. CY.
Pozndmka. (1) Regularni zobrazeni je lokaln& difeomorfni.

(2) Homeomorfismus je 0-difeomorfismus.
Definice 1.4. Zobrazeni g se nazyva oteviené, plati-li
(ACDomgAA=A° = g(A) =g(4)°.
Véta 1.5. Je-li g regularni, je oteviené.

Diikaz. Vezméme si libovolnou otevienou mnozinu A, kterd lezi v definiénim oboru g; chceme ukazat,
ze g(A) je oteviend mnozina. Zvolme libovolné xy € g(A). Hleddme néjaké jeho okoli, které by pat¥ilo
do g(A). Oznaéme to bod spliiujici tg € A a zdroveni g(ty) = xo. Na zobrazeni g| 4 mizeme aplikovat
vétu 1.1. Z ni dostaneme, Ze existuje oteviené okoli bodu ¢ spliiujici Hy, C A, jehoz obraz g(Hy,)
je opét otevieny. Pritom ale zjevné = € g(Hy,) C g(A). Nalezli jsme tedy okoli bodu zg lezici
v g(A). O

Pozndmka. Zobrazeni regularni a prosté je difeomorfni.
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