1. METRIKA

Touto kapitolou dle Vrany zac¢ind ,latka z druhého rocniku“. Na tivod si pfipomeneme zikladni
definici z linearni algebry. Z té se samoziejmé nezkousi, ale je vhodné ji porovnat s nasledujicimi
definicemi.

Definice 1.1. Bud' V vektorovy prostor nad C, bud definovano zobrazeni (-,-) : V x V — C takové,
ze plati:
(I) pozitivni definitnost: VZ € V' (&, &) > 0, piicemz (Z,#) = 0 < Z =0,
(I1) hermitovskost: VZ, ¢ € V (Z,7) = (7, T),
(ITT) levéa linearita: VZ, 5 € V,YA € C (AT + ¥,2) = N (Z,2) + (¥, 2),

pak zobrazeni (-, -) nazveme skaldrni souéin a dvojici (V, (-, -)) nazveme pre-Hilbertiv prostor.

Definice 1.2. Bud V vektorovy prostor nad T, bud’ definovéno zobrazeni ||-|| : V — R{ takové, Ze
plati:
(I) pozitivn{ definitnost: VZ € V ||Z|| = 0 < Z = 0,
(IT) pozitivni homogenita: V& € V,YA € T' ||AZ]| = |A| |Z]],
(ITI) trojuhelnikovd nerovnost: VZ, 7 € V ||Z+ ¢| < [|Z]| + |71,
pak zobrazeni ||-|| nazveme normou na prostoru V' a dvojici (V, ||-||) nazveme normovany linearni
prostor. Neni-li splnén axiom (I), zobrazeni nazyvdme seminormou.

Pozndmka. Priklady norem:
(1) Norma indukovand skaldrnim soucinem: ||Z|| = v/(Z, Z).

(2) Norma indukovang linedrnim funkciondlem ¢: ||Z]| = |o(Z)]
(3) Maximova norma: ||Z|| , = max{|z;|}
(4) Supremova norma: || f|| . = sup{|f(z)|}

dim V 1/p
(5) pnorma: |||, = ( Z |xi|p> Vp>1-— pro p € (0,1) nenf splnén axiom (IIT).
i=1
(6) Polozime-li v definici p-normy p = 1, ziskdme souc¢tovou normu. !

(7) Polozime-li v definici pnormy p = 2, ziskdme eukleidovskou normu (normu indukovanou
standardnim skaldrnim sou¢inem).

Pro pnormy déle plati
(i) limps oo 1], = I
(ii) (vp <q)(vZ € V)([IZ]l, = [IZ1l,)
Pozndmka. Norma na prostoru funkci indukovana skaldrnim souc¢inem z poznamky ?7.7?7 nespliuje

axiom (I), je to tedy seminorma. Abychom ziskali normu, sta¢i pouze namisto Riemannova integrélu
minit integral Lebesgueiv. Korektni zavedeni této normy na prostoru funkci je naplni MAA4.

Definice 1.3. Bud X neprizdni mnozina, na niZ je definovéno zobrazeni p: X x X — ]R(T takové,
ze plati:
(I) totoZnost: o(z,y) =0z =y Vr,yec X,
(IT) symetrie: o(x,y) = o(y,x) Vz,y € X,
(III) trojahelnikovd nerovnost: o(z, 2) < o(x,y) + 0(y,2) Vz,y,z € X,
pak zobrazeni g nazveme metrikou na mnoziné X a dvojici (X, ¢) nazveme metricky prostor.
Prvky nosné mnoziny se nazyvaji body a o(x,y) nazyvime vzdalenost bodu z,y.

Ly anglické literature se nazyva téz taricab norma, resp. manhattanskd norma. Jméno je odvozené z toho, jakou
vzdalenost musi ujet taxikar v manhattanské obdélnikové siti ulic.
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Pozndmka. (1) Na mnoziné X neni definovan soucet prvki, sta¢{ ndm definovat jejich vzdalenost
pomoci metriky.
(2) Na kazdé mnoziné lze zavést metriku — pfinejmensim tzv. diskrétni metrika, kterd poskytuje
pouze rozlisovaci schopnost:

d(x,w{f o

(3) Norma automaticky indukuje metriku po(x,y) = ||Z — ¢]|. Timto zptsobem ziskdme metriku
maximovou, eukleidovskou, sou¢tovou, atd.
(4) Metricky prostor uz nemusi mit strukturu vektorového prostoru. Pro zduraznéni linearity

.
uzivame pojmu linedrni prostor namisto vektorového a zapisujeme X misto X. Navic se

timto odlisi linedrni prostor od afinntho 77.
(5) Kazdy pre-Hilbertuv prostor je normovany a kazdy normovany prostor je metricky.

Definice 1.4. Bud (X, g) metricky prostor. Potom definujeme:

(i) VA C X : diam(A) = sup o(z,y) — pramér mnoZiny
T,Y€

(ii) VA,B C X : dist(4,B) = inf o(z,y) — vzdilenost mnozin
r€A,yeB

Rikdme, 7e mnoZina A C X je omezena, pravé kdyz diam(A) < 4o0.
Pozndmka. Jelikoz sup ) = —oo, definuje se nékdy priumér prazdné mnoziny explicitné jako diam(()) =
0. Zobrazeni diam je tedy nezéporné na potenéni mnoziné P(X), tj. VA C X 0 < diam(A) < +oo.

S definici vzdalenosti mnozin podobny problém nemdme, nebot inf ) = +oo.

Definice 1.5. Bud' (X, g) metricky prostor, A C X. Vzdalenost bodu z € X od mnoZiny A definu-
jeme jako dist(z, A) = dist({z}, A).
Véta 1.6. Bud (X, o) metricky prostor. Pak plati:
(i) Va,y € X,VAC X dist(z, A) < o(z,y) + dist(y, A)
(i) Vo,y € X,VAC X |dist(z, A) — dist(y, 4)| < o(z,y)
(iii) Ve € X,VA,B C X dist(z, AU B) = min{dist(z, A), dist(z, B)}
(iv) Vee X,VACX =z€ A= dist(z,A)=0

Diikaz. Plyne z vlastnosti infima a metriky o. O
Poznamka. Zobrazeni dist(-,-) obecné neni metrikou poten¢ni mnoziny P(X). Pokud totiz pro dvé

rtizné mnoziny A, B C X plati AN B # 0, pak dist(A, B) = 0, ale mnoziny A, B nejsou identické.
Obecné tedy metrika predstavuje vzdalenost, ale vzdalenost nemusi byt metrikou.

Definice 1.7. Bud (X, ¢) metricky prostor, z € X, r € RT. Potom
(I) otevienou kouli rozumime mnozinu B(z,r) = {y € X | o(y,z) < r},
(II) uzavienou kouli rozumime mnozinu S(z,r) = {y € X | o(y,x) < r}.
Pozndmka. (1) Prostor je omezeny, pravé kdyz se vejde do koule, tj. (3r,z)(X C B(z,)).
(2) Takto definovand koule nemusi byt kulatd, dokonce nemusi byt ani konvexni. V piipadé
metriky indukované normou konvexni bude.
(3) V diskrétni metrice: B(x,1) = {z}, ale S(z,1) = X = B(x,r > 1). V jazyce ?7? lze ¥ici, ze
uzaveér oteviené koule je podmnozina uzaviené koule, tj. B(x,r) C S(z,7). (Rovnost plati v
linedrnim prstoru.)

(4) Diskrétn{ prostor (R, d) je omezeny, ale prostor s absolutni hodnotou (R, |-|) nen{ omezeny.
Véta 1.8. Necht z,y € X, x # y. Pak existuje r > 0 tak, ze plati: B(x,r) N B(y,r) = 0.
Diikaz. Napriklad r = %g(x, Y). O
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Definice 1.9. f{ikéme, ze mnozina A C X je oteviend, pravé kdyz s libovolnym bodem obsahuje
i néjakou kouli se stfedem v tomto bodu, tj. (Vz € A)(IB(z,r) C A).

Pozndmka. Priklady otevienych mnozin:
(1) Kazdy prostor je oteviend mnozina, prazdnd mnozina je také oteviena.
(2) Oteviend koule je oteviend mnozina.

n
Véta 1.10. (i) Bud'te Ay,..., A, oteviené mnoziny v X. Potom () A; je oteviend mnozina.
i=1
(ii) Jsou-li A, oteviené mnoziny (o € Z libovolnd indexovd mnozina), je |J A, je oteviend
a€l
mnozina.

Dikaz. (i) Pokud je prunik prazdny, je tvrzeni trividlni. Pro libovolny bod = neprazdného priniku

pak plati: (Vi € 2)(3r; > 0)(B(z,r;) C A4;). Vzhledem k tomu, Ze mnozin je kone¢ny pocet,
existuje 7 = min;cy 1, tedy plati

coz je tvrzeni véty.

(ii) Libovolny bod z ze sjednoceni lezi alespoii v jedné mnoziné A,, tudiz podle pfedpokladu
existuje koule
B(z,r) C Ay C U A,
a€l
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