
1. Věty o záměně

Věta 1.1 (o limitě). Bud’ {fn}∞
0 posloupnost komplexńıch funkćı definovaných na množině A ⊂ C

a necht’
(I) z0 ∈ A′;

(II) Pro všechna n ∈ N0 existuje limz→z0,z∈A fn(z) = an;
(III) Řada

∑∞
0 fn(z) konverguje stejnoměrně na množině A k F (z).

Potom plat́ı:
(i) Řada

∑∞
0 an konverguje;

(ii) Existuje limz→z0,z∈A F (z);
(iii) limz→z0,z∈A F (z) =

∑∞
0 an.

To jest:

lim
z→z0
z∈A

∞∑
n=0

fn(z) =
∞∑

n=0
lim

z→z0
z∈A

fn(z)

D̊ukaz. Položme Fn(z) =
∑n

k=0 fk(z), sn =
∑n

k=0 ak pro n ∈ N0. Potom limz→z0,z∈A Fn(z) = sn,
Fn(z) A------------⇒F (z) a tvrzeńı věty je d̊usledkem ??. □

Věta 1.2 (o spojitosti). Bud’ {fn}∞
1 posloupnost funkćı definovaných na množině A a spojitých

v bodě z0 ∈ A (vzhledem k A). Potom, konverguje-li řada
∑∞

0 fn(z) stejnoměrně na množině A, je
jej́ı součtová funkce spojitá v bodě z0 vzhledem k množině A.

D̊ukaz. Plyne z věty 1.1 a d̊ukazu věty ?? □

Věta 1.3 (Abel). Konverguje-li mocninná řada s reálnými koeficienty, s kladným poloměrem kon-
vergence R a se středem v bodě x0 v bodě x0 +R resp. v bodě x0 −R, je jej́ı součtová funkce spojitá
v bodě x0 + R zleva resp. v bodě x0 − R zprava.

D̊ukaz. Necht’ např. mocninná řada konverguje v bodě x0 +R. Potom podle věty ?? konverguje tato
řada stejnoměrně na intervalu [x0, x0 + R] a tud́ıž dle věty 1.2 muśı být jej́ı součtová funkce spojitá
na intervalu [x0, x0 +R] vzhledem k intervalu [x0, x0 +R]. Speciálně muśı být součtová funkce spojitá
v bodě x0 + R zleva. □

Věta 1.4 (o derivaci). Bud’ {fn}∞
0 posloupnost reálných diferencovatelných funkćı na omezeném

a otevřeném intervalu J ⊂ R takových, že plat́ı:
(I) Existuje c ∈ J tak, že řada

∑∞
0 fn(c) konverguje;

(II) Řada
∑∞

0 f ′
n(x) konverguje stejnoměrně na intervalu J .

Potom plat́ı:
(i) Řada

∑∞
0 fn(x) konverguje stejnoměrně na intervalu J ;

(ii) Součtová funkce F řady
∑∞

0 fn je diferencovatelná na intervalu J ;
(iii) Derivace F ′ je součtovou funkćı řady

∑∞
0 f ′

n.
To jest: ( ∞∑

n=0
fn(z)

)′ =
∑
n=0

f ′
n(z)

D̊ukaz. Staćı už́ıt větu ?? na posloupnost částečných součt̊u. □

Věta 1.5 (o integraci). Bud’ {fn}∞
0 posloupnost riemannovsky integrabilńıch funkćı na intervalu

[a, b]. Necht’ dále řada
∑∞

0 fn(x) stejnoměrně konverguje na intervalu [a, b] a F bud’ jej́ı součtová
funkce. Potom i funkce F je integrabilńı na intervalu [a, b] a plat́ı:

b∫
a

F (x) dx =
∞∑
0

b∫
a

fn(x) dx.

D̊ukaz. Plyne z věty ??. □
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Věta 1.6. Bud’ {fn}∞
0 posloupnost riemannovsky integrabilńıch funkćı na intervalu [a, b]. Necht’

dále řada
∑∞

0 fn(x) stejnoměrně konverguje na intervalu [a, b] a označme F jej́ı součtovou funkci.
Potom pro každou funkci g, která má absolutně konvergentńı zobecněný integrál na intervalu [a, b],
plat́ı:

b∫
a

F (x)g(x) dx =
∞∑
0

b∫
a

fn(x)g(x) dx.

D̊ukaz. Podle věty 1.5 je funkce F riemannovsky integrabilńı na intervalu [a, b] a tud́ıž všechny
zobecněné integrály

∫ b

a
fn(x)g(x) dx a

∫ b

a
F (x)g(x) dx absolutně konverguj́ı. Zbývá tedy dokázat

výše uvedenou rovnost. Ze stejnoměrné konvergence řady
∑∞

0 fn(x) na intervalu [a, b] plyne, že ke
zvolenému kladnému č́ıslu ε existuje n0 ∈ R tak, že pro všechna přirozená č́ısla n > n0 a pro všechna
x ∈ [a, b] je

|Fn(x) − F (x)| <
ε

1 +
∫ b

a
|g(x)| dx

,

kde Fn =
∑n

k=0 fk. Potom pro n > n0 plat́ı:∣∣∣∣∣∣
n∑

k=0

b∫
a

fn(x)g(x) dx −
b∫

a

F (x)g(x) dx

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
b∫

a

Fn(x)g(x) dx −
b∫

a

F (x)g(x) dx

∣∣∣∣∣∣ ≤

≤
b∫

a

|Fn(x) − F (x)| |g(x)| dx <

b∫
a

ε |g(x)| dx

1 +
∫ b

a
|g(x)| dx

< ε

□
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