1. VETY O ZAMENE

Véta 1.1 (o limité). Bud {f,}, posloupnost komplexnich funkei definovanych na mnoziné A C C
a necht

(I) 2o € A/;
(IT) Pro vSechna n € Ny existuje lim,_,., »ca fn(2) = an;
(IIT) Rada >0 fu(z) konverguje stejnomérné na mnoziné A k F(z).
Potom plati:
(i) Rada Y_0° a, konverguje;
(i) Existuje lim,_,,, ,ea F(2);
(iil) Hm,— sy 2ea FI(2) =30 an.

To jest:
oo oo
Jim > fu(2) =D Jim fu(2)
z€A n=0 n=0 z€A

Diikaz. Polozme F,(z) = Y 1_o fu(2), sn = Y p_oakr pro n € Ng. Potom lim,_,., .ca F,(2) = Sn,
Fn(z)é F(z) a tvrzeni véty je dusledkem ?7. O

Véta 1.2 (o spojitosti). Bud {f,}]" posloupnost funkei definovanych na mnoziné A a spojitych
v bodé zg € A (vzhledem k A). Potom, konverguje-li fada Y " f,(z) stejnomérné na mnoziné A, je
jeji souctova funkce spojitd v bodé zy vzhledem k mnoziné A.

Diikaz. Plyne z véty 1.1 a dukazu véty 77 O

Véta 1.3 (Abel). Konverguje-li mocninnd fada s redlnymi koeficienty, s kladnym polomérem kon-
vergence R a se stfedem v bodé zy v bodé ¢+ R resp. v bodé z¢ — R, je jeji souctova funkce spojita
v bodé o + R zleva resp. v bodé zg — R zprava.

Diikaz. Necht napf. mocninnd fada konverguje v bodé zg + R. Potom podle véty ?7 konverguje tato
fada stejnomérné na intervalu [zg, z¢ + R] a tudiz dle véty 1.2 musi byt jeji souc¢tova funkce spojité
na intervalu [zg, 2o+ R] vzhledem k intervalu [z, xo+ R]. Specidlné musi byt souc¢tova funkee spojita
v bodé xy + R zleva. O

Véta 1.4 (o derivaci). Bud { fn}go posloupnost redlnych diferencovatelnych funkci na omezeném
a otevieném intervalu J C R takovych, Ze plati:
(I) Existuje ¢ € J tak, ze fada > o fn(c) konverguje;

(II) Rada >0 fh(x) konverguje stejnomérné na intervalu J.
Potom plati:

(i) Rada Yoo fn(x) konverguje stejnomérné na intervalu 7;

(ii) Souctovéd funkce F fady > o fn» je diferencovatelnd na intervalu J;

(iii) Derivace F” je sou¢tovou funkef fady Y o° f.

To jest:
(oo}
/
(D fal2) =2 fil2)
n=0 n=0
Diikaz. Staci uzit vétu 7?7 na posloupnost ¢astecnych soucti. O

Véta 1.5 (o integraci). Bud {f,},” posloupnost riemannovsky integrabilnich funkef na intervalu
[a,b]. Necht déle fada > fn(x) stejnomérné konverguje na intervalu [a,b] a F bud jeji souttova
funkce. Potom i funkce F je integrabilni na intervalu [a,b] a plati:

b

o b
/F(:z:) dz = zo:/fn(a:) dz.

a a

Diikaz. Plyne z véty 77. O
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Véta 1.6. Bud {f,},” posloupnost riemannovsky integrabilnich funkei na intervalu [a, b]. Necht
déle fada > o fn(z) stejnomérné konverguje na intervalu [a,b] a ozna¢me F' jeji souttovou funkei.
Potom pro kazdou funkei g, kterd ma absolutné konvergentni zobecnény integral na intervalu [a, b],
plati:

b
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a

Dikaz. Podle véty 1.5 je funkce F' riemannovsky integrabilni na intervalu [a,b] a tudiZz vSechny
zobecnéné integraly f; fo(x)g(z)dz a fab F(z)g(z)dx absolutné konverguji. Zbyva tedy dokazat
vySe uvedenou rovnost. Ze stejnomérné konvergence fady Y ,° f,(z) na intervalu [a, b] plyne, Ze ke
zvolenému kladnému ¢islu € existuje ng € R tak, ze pro vsechna prirozend ¢isla n > ng a pro vSechna

x € [a,b] je
€

F,(x)— F(x _
[P () ()|<1+ff|g(z)|dx
kde F,, = >_}'_, fr- Potom pro n > ng plati:
, b b b b
fa(@)g(x)de — | F(x)g(x)dx| = | [ Fu(x)g(x)de — [ F(x)g(x)dx| <
kz_oa/ g a/ g a/ g a/ g
b

elg(z)| da

b
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