
1. Úplné prostory

Definice 1.1. Bud’ (X, ϱ) metrický prostor. Posloupnost {xn}∞
1 ⊂ X se nazývá cauchyovská,

právě když splňuje Bolzanovo-Cauchyovo kritérium konvergence, tj.
(∀ε > 0)(∃n0 ∈ N)(∀n > n0)(∀p ∈ N)(ϱ(xn+p, xn) < ε)

Poznámka. (1) Každá cauchyovská posloupnost má nejvýše jednu hromadnou hodnotu a je
omezená. Nemuśı mı́t limitu ani hromadnou hodnotu — např. snadno nalezneme racionálńı
posloupnost {rn}∞

1 ∈ Q a iracionálńı č́ıslo s ∈ R∖Q takové, že rn → s.
(2) Pokud je posloupnost {xn}∞

1 cauchyovská a existuje vybraná posloupnost {xkn}∞
1 konver-

guj́ıćı k x, tj. má hromadnou hodnotu, pak i {xn}∞
1 konverguje k x. (Z cauhyovskosti muśı

být všechny členy od n0 dál vzdáleny od sebe navzájem maximálně o epsilon, nemohou tedy
být daleko od hromadné hodnoty).

(3) Pokud {xn}∞
1 konverguje, je cauchyovská. (Stač́ı vźıt ϱ(xn, L) < ε

2 , kde L je limita.)

Definice 1.2. Metrický prostor se nazývá úplný, právě když každá cauchyovská posloupnost
konverguje.

Poznámka. (1) Úplný prostor je uzavřený vzhledem k operaci xn →. Jinými slovy, prováděńım
limity nevypadneme z prostoru.

(2) Q neńı úplný, R je úplný. Tato poznámka nicméně plat́ı pouze pro prostory s euklidov-
skou či jakoukoliv ekvivalentńı metrikou. Q s diskrétńı metrikou již úplným prostorem je,
nebot’ v diskrétńı metrice je posloupnost cauchyovská právě tehdy, je-li konstantńı. Taková
posloupnost pak bude mı́t jistě všechny prvky z prostoru a jej́ı limita v něm bude ležet také.

(3) Úplnost je tedy výhradně metrický pojem.
(4) Z Weierstrassovy věty bezprostředně vyplývá, že každý kompaktńı metrický prostor je

úplný.
(5) Prostor, jehož uzavřené koule jsou kompaktńı, je úplný. (Všechny členy xn, n > n0 jsou d́ıky

cauchyovskosti v B(xn0 , ε) ⊂ S(xn0 , ε) a kompaktnost S(xn0 , ε) zajist́ı konvergenci)

Definice 1.3. Podmnožinu A metrického prostoru (X, ϱ) nazveme úplnou, pokud je úplná jako
metrický podprostor.

Věta 1.4. Je-li A uzavřená podmnožina úplného prostoru X, pak A je úplná.

D̊ukaz. A je uzavřená podmnožina úplného prostoru. Vezměme si cauchyovskou posloupnost bod̊u z
A. Protože X je úplný, má v něm limitu. Body xn jsou ale všechny v A, a tedy limita lež́ı v uzávěru
A. A je však uzavřená, a proto v ńı každá cauchyovská posloupnost konverguje. □

Věta 1.5. Je-li A úplná podmnožina X, pak A je uzavřená.

D̊ukaz. (sporem) Chceme dokázat, že X∖A je otevřená. Vezměme bod x ∈ X∖A a předpokládejme,
že neexistuje jeho okoĺı, které v něm lež́ı, tj. pr̊unik okoĺı s A je pro každé okoĺı neprázdný. Vytvoř́ıme
tedy posloupnost neprázdných kouĺı se středem x a poloměrem 1/n. V každé je bod z A, máme tedy
posloupnost bod̊u {xn}∞

1 ⊂ A, která má limitu x mimo A. To je spor s t́ım, že A je úplná. □

Definice 1.6. Zobrazeńı f : (X, ϱ) 7→ (X, ϱ) se nazývá kontrahuj́ıćı, právě když
(∃k ∈ (0, 1))(∀x, y ∈ X)(ϱ(f(x), f(y)) ≤ kϱ(x, y)).

Poznámka. Kontrahuj́ıćı zobrazeńı je stejnoměrně spojité.

Definice 1.7. Množinu M ⊂ X nazýváme hustou v N ⊂ X, právě když N ⊂ M . Dále množina M
se nazývá všude hustou pokud M = X. Prostor, který má všude hustou spočetnou podmnožinu
nazýváme separabilńı. Množinu B nazýváme všude ř́ıdkou, právě když X ∖ B je všude hustá.

Př́ıklad. Je-li např́ıklad X = R, M = Q a N = (0, 1), potom M je hustá v N , ale také M je všude
hustá a spočetná a R je tedy separabilńı.
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Věta 1.8 (Banachova, o pevném bodě). Každé kontrahuj́ıćı zobrazeńı f na úplném prostoru má
právě jeden pevný bod, tj. existuje právě jedno takové x, že plat́ı f(x) = x. Nav́ıc každá posloupnost
{xn}∞

1 ⊂ X iteraćı zobrazeńı f konverguje k tomuto pevnému bodu.

D̊ukaz. Necht’ x0 ∈ X, x1 = f(x0), . . . , xn+1 = f(xn). Pak z předpokladu kontrahuj́ıćıho zobrazeńı
dostáváme, že

ϱ(xm+1, xm) = ϱ(f(xm), f(xm−1)) ≤ kϱ(xm, xm−1) ≤ kmϱ(x1, x0) = kmϱ(f(x0), x0)
což můžeme použ́ıt v cauchyovské podmı́nce

ϱ(xn+p, xn) ≤
p∑

i=1
ϱ(xn+i−1, xn+i) ≤

p∑
i=1

kn+i−1ϱ(x1, x0) ≤ kn

1 − k
ϱ(x1, x0) < ε

Tedy posloupnost postupných aproximaćı je cauchyovská. Dı́ky úplnému prostoru proto plat́ı, že
existuje x ∈ X takové, že xn → x.

D̊ukaz existence pevného bodu: Plat́ı, že xn+1 = f(xn). Přechodem k n → ∞ a s využit́ım spojitosti
f dostáváme x = f(x).

D̊ukaz jednoznačnosti: ϱ(f(x), f(x′)) ≤ kϱ(x, x′), tedy ϱ(x, x′) ≤ kϱ(x, x′) < ϱ(x, x′), což je
spor. □

Poznámka. Uvedená metoda se použ́ıvá při řešeńı úloh v numerické matematice. V praxi často nelze
zajistit, aby zobrazeńı f bylo kontrahuj́ıćı, přesto ale posloupnost postupných aproximaćı konverguje.
Může totiž platit, že až teprve zobrazeńı fi = f ◦ · · · ◦ f︸ ︷︷ ︸

i-krát

kontrahuje.

Necht’ dále x je pevný bod fi(x):
fi(f(x)) = fi+1(x) = f(fi(x)) = f(x),

tedy f(x) je pevným bodem fi, z jednoznačnosti pevného bodu pak vyplývá, že f(x) = x, tedy x je
pevným bodem f .

Sestrojme pak i posloupnost́ı:
1 2 3 i
x0 x1 = f(x0) x2 = f2(x0) · · · xi−1 = fi−1(x0)

xi = fi(x0) xi+1 = fi+1(x0) xi+2 = fi+2(x0) · · · x2i−1 = f2i−1(x0)
...

...
...

...
Všechny posloupnosti jsou posloupnostmi aproximaćı i-té iterace pro r̊uzné počátečńı body. Všechny
konverguj́ı k x a podle věty o pokryt́ı celá posloupnost postupných aproximaćı pro zobrazeńı f
konverguje k x.

Poznámka. Důkaz předchoźı věty je na zkoušce bezvýhradně vyžadován (i na E).

Definice 1.9. Lineárńı prostory klasifikujeme následovně:
• Normovaný lineárńı prostor, který je úplný vzhledem k metrice indukované normou, se

nazývá Banach̊uv.
• Pre-Hilbert̊uv prostor, který je úplný vzhledem k metrice indukované skalárńım součinem,

se nazývá Hilbert̊uv.

Poznámka. Hilbert̊uv prostor je Banach̊uv.
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