1. UPLNE PROSTORY

Definice 1.1. Bud (X, p) metricky prostor. Posloupnost {z,};° C X se nazyvd cauchyovska,
pravé kdyz splnuje Bolzanovo-Cauchyovo kritérium konvergence, tj.

(Ve > 0)(3no € N)(Vn > ng)(Vp € N)(o(zp4p, Tn) < €)

Pozndmka. (1) Kazdd cauchyovskd posloupnost ma nejvyse jednu hromadnou hodnotu a je
omezend. Nemusi mit limitu ani hromadnou hodnotu — napf. snadno nalezneme raciondlni
posloupnost {r,};" € Q a iraciondlni ¢islo s € R \ Q takové, ze r,, — s.

(2) Pokud je posloupnost {z,};° cauchyovskd a existuje vybrand posloupnost {zy, }7° konver-
gujici k z, tj. m4 hromadnou hodnotu, pak i {z,};" konverguje k z. (Z cauhyovskosti musi
byt vsechny cCleny od ng dal vzdaleny od sebe navzajem maximalné o epsilon, nemohou tedy
byt daleko od hromadné hodnoty).

(3) Pokud {x,}{" konverguje, je cauchyovské. (Staci vzit o(xz,, L) < 5, kde L je limita.)

Definice 1.2. Metricky prostor se nazyva tplny, pravé kdyz kazda cauchyovska posloupnost
konverguje.

Pozndmka. (1) Uplny prostor je uzavieny vzhledem k operaci x,, —. Jingmi slovy, provadénim
limity nevypadneme z prostoru.

(2) Q neni uplny, R je tplny. Tato pozndmka nicméné plati pouze pro prostory s euklidov-
skou ¢i jakoukoliv ekvivalentni metrikou. Q s diskrétni metrikou jiz uplnym prostorem je,
nebot v diskrétni metrice je posloupnost cauchyovsks pravé tehdy, je-li konstantni. Takové
posloupnost pak bude mit jisté vSechny prvky z prostoru a jeji limita v ném bude lezet také.

(3) Uplnost je tedy vyhradné metricky pojem.

(4) Z Weierstrassovy véty bezprostiedné vyplyva, ze kazdy kompaktni metricky prostor je
uplny.

(5) Prostor, jehoZ uzaviené koule jsou kompaktni, je iplny. (VSechny ¢leny x,,,n > ng jsou diky
cauchyovskosti v B(zp,,&) C S(Zn,,€) a kompaktnost S(x,,,e) zajist{ konvergenci)

Definice 1.3. Podmnozinu A metrického prostoru (X, ) nazveme tplnou, pokud je tplnd jako
metricky podprostor.

Véta 1.4. Je-li A uzaviend podmnozina tplného prostoru X, pak A je tpln4.

Diikaz. A je uzaviend podmnozina tplného prostoru. Vezméme si cauchyovskou posloupnost bodi z
A. Protoze X je Gplny, mé v ném limitu. Body x,, jsou ale vSechny v A, a tedy limita lezi v uzavéru
A. A je vSak uzavrend, a proto v ni kazda cauchyovska posloupnost konverguje. O

Véta 1.5. Je-li A iplnd podmnozina X, pak A je uzaviena.

Dikaz. (sporem) Chceme dokédzat, ze X \ A je oteviend. Vezméme bod z € X \ A a predpokladejme,
Ze neexistuje jeho okoli, které v ném lezi, tj. prunik okoli s A je pro kazdé okoli neprdzdny. Vytvorime
tedy posloupnost nepréazdnych kouli se stfedem z a polomérem 1/n. V kazdé je bod z A, méme tedy
posloupnost bodit {z,,}]° C A, kterd m4 limitu  mimo A. To je spor s tim, Ze A je Uplna. O

Definice 1.6. Zobrazeni f : (X, 9) — (X, 0) se nazyvd kontrahujici, pravé kdyz
(Fk € (0,1))(Vo,y € X)(o(f(2), f(y) < kolz,y)).

Pozndmka. Kontrahujici zobrazeni je stejnomérné spojité.

Definice 1.7. Mnozinu M C X nazyvdme hustou v N C X, pravé kdyz N C M. Déle mnozina M
se nazyva vSude hustou pokud M = X. Prostor, ktery ma vsude hustou spocetnou podmnozinu
nazyvame separabilni. Mnozinu B nazyvame vSude Fidkou, pravé kdyz X \ B je vsude husta.

Priklad. Je-li napifklad X =R, M =Q a N = (0,1), potom M je hustd v N, ale také M je vSude
husté a spocetna a R je tedy separabilni.



Véta 1.8 (Banachova, o pevném bodé). Kazdé kontrahujici zobrazeni f na tplném prostoru mé
pravé jeden pevny bod, tj. existuje pravé jedno takové z, ze plati f(z) = x. Navic kazda posloupnost
{z,}7° C X iteraci zobrazeni f konverguje k tomuto pevnému bodu.
Diikaz. Necht zq € X, 21 = f(20),...,Tns1 = f(x,). Pak z pfedpokladu kontrahujiciho zobrazeni
dostavame, ze

Q(xm—i-lvxm) = Q(f(xm)v f(xm—l)) < kQ(xwu xm—l) < kmg(xla l‘o) = /{img(f(.’lfo),l‘o)
coz muzeme pouzit v cauchyovské podmince
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Tedy posloupnost postupnych aproximaci je cauchyovskd. Diky tplnému prostoru proto plati, ze
existuje x € X takové, ze z,, — .

Diikaz existence pevného bodu: Plati, ze x,,+1 = f(x,). Pfechodem k n — o0 a s vyuzitim spojitosti
f dostévame z = f(z).

Diikaz jednoznacnosti: o(f(x), f(z')) < ko(z,a’), tedy o(x,2’) < ko(x,z') < o(x,2’), coz je
Spor. [l

Poznamka. Uvedend metoda se pouziva pri feseni tloh v numerické matematice. V praxi ¢asto nelze
zajistit, aby zobrazeni f bylo kontrahujici, presto ale posloupnost postupnych aproximaci konverguje.
Muze totiz platit, Ze az teprve zobrazeni f; = f o---o f kontrahuje.

—_——

i-krat

Necht dale x je pevny bod fi(z):
filf(2)) = figr(z) = f(fi(2)) = f(=),
tedy f(z) je pevnym bodem f;, z jednoznaénosti pevného bodu pak vyplyva, ze f(x) = z, tedy x je
pevnym bodem f.
Sestrojme pak ¢ posloupnosti:

1 2 3 1
o r1 = f(x0) vy = fo(xo) -+ w1 = fi1(wo)

i = fi(xo) @it1 = fir1(x0) @ig2 = fir2(zo) - X2i—1 = f2i—1(20)

Vsechny posloupnosti jsou posloupnostmi aproximaci i-té iterace pro rizné pocatecni body. VSechny
konverguji k x a podle véty o pokryti celd posloupnost postupnych aproximaci pro zobrazeni f
konverguje k x.

Pozndmka. Dtikaz predchozi véty je na zkousce bezvghradné vyzadovén (i na E).

Definice 1.9. Linearni prostory klasifikujeme nasledovneé:
e Normovany linedrni prostor, ktery je tplny vzhledem k metrice indukované normou, se
nazyva Banachtv.
e Pre-Hilbertiiv prostor, ktery je uplny vzhledem k metrice indukované skalarnim soucinem,
se nazyva Hilberttv.

Pozndmka. Hilbertuv prostor je Banachuv.



	1. Úplné prostory

