
1. Celoč́ıselné programováńı

Řeš́ıme úlohu

min z = cx

Ax = b

x ≥ 0

x ∈ Zn,1.

1.1. Gomoryho algoritmus. Nejdř́ıv vyřeš́ım úlohu bez podmı́nky celoč́ıselnosti. Pokud je řešeńı
celoč́ıselné, konč́ım. Pokud ne, vyberu jakoukoli rovnici, ve které je na levé straně tabulky simplexové
metody necelé č́ıslo — tzv. vytvořuj́ıćı rovnice. Označme

B = {j ∈ n̂|xj je bazická v optimálńı tabulce neceloč́ıselné úlohy}.

Vytvořuj́ıćı rovnice má tvar

x+
∑
j ̸∈B

ajxj = a0,

kde a0 ̸∈ Z, neboli

x = a0 −
∑
j ̸∈B

ajxj .

Č́ıslo

a0 −
∑
j ̸∈B

ajxj

tedy muśı být celé pro každé př́ıpustné řešeńı celoč́ıselné úlohy. Označme f0 = a0 − [a0], tedy
f0 ∈ ⟨0, 1), fj = aj − [aj ] pro j ̸∈ B, tedy fj ∈ ⟨0, 1). Předchoźı výraz lze pak přepsat

f0 + [a0]−
∑
j ̸∈B

(fj + [aj ])xj ∈ Z,

to je ekvivalentńı

f0 −
∑
j ̸∈B

fjxj ∈ Z

pro každé př́ıpustné řešeńı celoč́ıselné úlohy. Suma může nabývat pouze hodnot f0, f0+1, f0+2, . . . .
Do soustavy rovnic proto přidáme rovnici ∑

j ̸∈B

fjxj ≥ f0.

Všechna celoč́ıselná řešeńı z̊ustala, ale množina neceloč́ıselných řešeńı se zmenšila, např́ıklad p̊uvodńı
optimálńı řešeńı tam už nepatř́ı. Nerovnici převedeme na rovnici∑

j ̸∈B

fjxj − s = f0, s ≥ 0, s ∈ Z

a rovnici vynásob́ıme −1

s−
∑
j ̸∈B

fjxj = −f0, s ≥ 0, s ∈ Z.

K tabulce tak přibude řádek. Nová tabulka neńı primárně př́ıpustná, ale je duálně př́ıpustná, takže
se použije duálńı simplexová metoda.

Je možné dokázat, že po konečném počtu krok̊u nalezneme př́ıpustné řešeńı.
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1.2. Smı́̌sené programováńı. Řeš́ıme úlohu

min z = cx

Ax = b

x ≥ 0

xj ∈ Z, j ∈ J ⊂ n̂, J ̸= n̂.

Nejdř́ıv opět vyřeš́ıme neceloč́ıselnou úlohu. Necht’ optimálńı tabulka nesplňuje podmı́nku
celoč́ıselnosti. Bud’ opět B množina index̊u bazických proměnných. Necht’ vytvořuj́ıćı rovnice má
tvar

x+
∑
j ̸∈B

ajxj = a0, a0 ̸∈ Z,

x = a0 −
∑
j ̸∈B

ajxj .

Pak muśı pro každé př́ıpustné řešeńı smı́̌sené úlohy platit

a0 −
∑
j ̸∈B

ajxj ∈ Z.

Bud’ f0 = a0 − [a0] ∈ (0, 1), potom předchoźı podmı́nka je ekvivalentńı s

f0 −
∑
j ̸∈B

ajxj ∈ Z.

Bud’te dále J + = {j ̸∈ B|aj ≥ 0}, J− = {j ̸∈ B|aj < 0}, je n̂∖B = J + ∪ J−

Pokud je ∑
j ̸∈B

ajxj ≥ 0,

muśı suma nabývat hodnot f0, f0 + 1, f0 + 2, . . . , tedy∑
j ̸∈B

ajxj ≥ f0.

Pokud je ∑
j ̸∈B

ajxj < 0,

muśı nabývat hodnot f0 − 1, f0 − 2, . . . , tedy∑
j ̸∈B

ajxj ≤ f0 − 1.

∑
j∈J+

ajxj ≥
∑

j∈J+

ajxj +
∑

j∈J−

ajxj =
∑
j ̸∈B

ajxj ≥ f0

∑
j∈J−

ajxj ≤
∑
j ̸∈B

ajxj ≤ f0 − 1 ⇐⇒
∑

j∈J−

f0
f0 − 1

ajxj ≥ f0.

Protože ve druhé podmı́nce je (f0/(f0−1))aj > 0 (aj < 0 a f0 ∈ ⟨0, 1)), k soustavě přidáme novou
podmı́nku (spadla z nebe, nicméně snadno ověř́ıme, že je ve shodě s výše uvedenými nerovnostmi)∑

j∈J+

ajxj +
∑

j∈J−

f0
f0 − 1

ajxj ≥ f0,

ovšem převedenou na rovnici

−
∑

j∈J+

ajxj −
∑

j∈J−

f0
f0 − 1

ajxj + s = −f0,

kde s ≥ 0. Dále, stejně jako v předchoźım př́ıpadě, pokračujeme duálńı simplexovou metodou.
Pokud vezmeme v úvahu i celoč́ıselnost jiných proměnných, lze vyrobit lepš́ı podmı́nku:

(1) Je-li xj ∈ Z a aj ∈ Z, lze sč́ıtanec vynechat.
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(2) Je-li xj ∈ Z a aj ̸∈ Z, potom
(a) pro j ∈ J + lze aj nahradit fj = aj − [aj ],
(b) pro j ∈ J− lze za celý koeficient dosadit fj nebo jen za aj dosadit fj − 1. Porovnáme

min

{
fj ,

f0
f0 − 1

(fj − 1)

}
.

Zřejmě min = fj , právě když fj ≤ f0.

Koeficienty f∗ v podmı́nce ∑
j ̸∈B

f∗
j xj ≥ f0

tedy voĺıme následovně:

f∗
j =



aj . . . xj ̸∈ Z, aj ≥ 0
f0

f0−1aj . . . xj ̸∈ Z, aj < 0

0 . . . xj ∈ Z, aj ∈ Z

fj . . . xj ∈ Z, fj ≤ f0
f0

f0−1 (fj − 1) . . . xj ∈ Z, fj > f0

1.3. Plně celoč́ıselný algoritmus lineárńıho programováńı. Algoritmus řeš́ı úlohu LP v kano-
nickém tvaru, která z̊ustává celoč́ıselná, vycháźı se z duálně př́ıpustné tabulky. Z toho budeme
vycházet při tvorbě př́ıdavné podmı́nky. Tu je nutné vytvořit tak, aby byl pivot roven −1 a vyhnuli
jsme se tak děleńı. Při odvozováńı se bude hodit

Věta 1.1. Necht’ y ∈ R, λ > 0. Potom existuje r ∈ ⟨0, λ) takové, že

y =
[ y
λ

]
λ+ r.

Označ́ıme opět

B = {j ∈ n̂|xj je bazická}.

a0 = x+
∑
j ̸∈B

ajxj

a0 =
[a0
λ

]
λ+ r0 = x+

∑
j ̸∈B

([aj
λ

]
λ+ rj

)
xj

x+
∑
j ̸∈B

rjxj = r0 + λ

[a0
λ

]
−

∑
j ̸∈B

[aj
λ

]
xj


︸ ︷︷ ︸

s

Pro př́ıpustné řešeńı je s ∈ Z a s ≥ 0, nebot’ levá strana je nezáporná a r0 < λ. Kdyby s ≤ −1, byla
by pravá strana záporná.

s =
[a0
λ

]
−

∑
j ̸∈B

[aj
λ

]
xj

Alespoň jedno aj < 0, jinak by úloha neměla př́ıpustné řešeńı, nebot’ a0 < 0.

Č́ıslo λ muśıme zvolit dostatečně vysoké, aby byla v sumě alespoň jedna −1. Současně je ale
vhodné zvolit λ co nejmenš́ı možné, aby algoritmus rychle konvergoval. Neexistuje univerzálńı recept,
jak λ volit. Obvykle vyhovuje následuj́ıćı postup.

Necht’ vedoućı řádek má tvar

av0 = x+
∑
j ̸∈B

avjxj

a necht’ s je lexikograficky nejmenš́ı sloupec ze sloupc̊u, pro které je avj < 0. Pro j taková, že avj < 0
definujeme

µj =

[
a0j
a0s

]
∈ N,
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µj ∈ N d́ıky tomu, že sloupec s je lexikograficky nejmenš́ı. Pokud je a0s = 0, zvoĺıme rovnou
λ = −avs. Bud’

λj = −avj
µj

a
λ = max{λj |avj < 0} ≥ 1,

nebot’ avj < 0 a tedy avj ≤ −1, protože avj ∈ Z. Protože je µs = 1, je λs = −avs ≥ 1. Pokud λ = 1,
je λs = 1 a neńı nutné přidávat daľśı podmı́nku, protože už tam −1 mám.

(1) Ověř́ıme, že pivot je −1.

−1 ≥
[avs
λ

]
≥

[
avs
λs

]
= [−µs] = −1 =⇒

[avs
λ

]
= −1.

(2) Ověř́ıme soulad s prověrkou poměr̊u. Hledá se minimum z poměr̊u v absolutńı hodnotě,
takže muśı platit

a0s[
avs

λ

] ≥ a0j[avj

λ

] ⇐⇒ a0s ≤
a0j

−
[avj

λ

] ⇐⇒ −
[avj
λ

]
≤ a0j

a0s
.

Protože je

−
[avj
λ

]
≤ −

[
avj
λj

]
= −[−µj ] = µj =

[
a0j
a0s

]
≤ a0j

a0s
,

nerovnost plat́ı.
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