1. PROJEKCNI MIRA

Projekéni mira je zobrazeni (—oco,A) — Py. Bud pu < A, polozme A = [u,\) = (—00,A)
(—oo,p) = P\ — P,. P(A) = P\ — P, = P\(I — P,) je OG projektor. Protoze P, < Py, je
Ran P, C Ran P a Ran P\ = Ran P, ® Ran(Py — P,).

Uvazujme rozdéleni v = {vg,v1, ..., Un}, Vo S my vy > M, vg < vy < -+ < Up, A; = [Vi1,14)
proi =1,...,n. Zvolime libovolné 7; € A,;, oznac¢ime

=Y 5P(A) € B(H), Aj=A,.
=1

Dale plati P(A;)P(A;) = 6;;P(A;), nebot pro ¢ < jjevi1 < v < vjm1 < vy a (P, —
P, )P,-P,_ ,)=P,—P,—P,_ ,+ P, , =0. Analogicky pro i > j.
Ziejmé plati

Pozndmka. M&jme {P;}}_; mnozinu OG projektort, P,P; = 6;;P;, .0, Pj = I, {\;}}—; C C.
Potom

ZA Pj|| = max{|)\ I}

j=1

Diikaz. Oznaéme X =377 | A\;P;. Pak

n n n
| Xu||® = (Xu, Xu) ZZ Aidj(Pyu, Pju) Z il (u, Pu) <

i=1 j=1
2 n 2
2
< .
< (juax 1) > P = (max In1) Tl
nebot (Pyu, Pju) = (u, P;Pju) = d;;(u, Pyu). Ozna¢me maxi<;<n |Aj| = |\j,| a zvolme u € Ran Pj,
Pak Xu = Aj,u a proto | X|| = |Aj,|- O

Oznaéme d, = maxi<j<n(vj; — vj-1). Budte v = {v;}7_, 0 = {05}, {m}i—g = {vj}j=o U
{Uj}}”:07 w uspofadame tak, ze po < p1 < -+ - < pp. Plati po = min{vy, 00}, pp = max{v,, o} a
tedy o <m, pp > M.

Uvazujme pp = vj—1 <vj = . Ziegmé [ > k+1 a

-k

P(vi1,v5)) = Pk ) = > Pfthi1, fiiti)-
i=1
Pro kazdé i = 1,...,p existuje j takové, Ze [p;—1, ;) C [Vj—1,v;). Polozime fi; := U;. Dale plati

viP([vj—1,v;)) Zﬂk+z ([hegim1s porori))-

Vyséitanim pies v8echny ¢astecné intervaly v dostaneme

Ay = Z’%‘P([Vj—h'/j)) = wP([pi-1, ).

To samé provedeme pro o. Oznacme 4 := G, kde [1i—1, ;) C [0j-1,0;)

Z& [0j-1,05)) =

1

[ P([pti—1, 1s)).-

uMﬁ
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7 toho plyne

||AV_AG'||: < max |/~IJZ—/3,Z|

T 1<i<p

p
Z(ﬂi — i) P([pti—1, 1))
i=1

Protoze [pi—1, i) C [Vj-1,v;), [Bi-1, i) C [ok—1,0%), e [Vj—1,v;)N[ok-1,0%) # 0 a proto oznacme
[Vj—1,vj) U[ok—1,0%) = [a,b). Potom ‘ﬁi — ﬂ’ <b-—a<d,+d,. Dostavame tak odhad

||Au - Aa” S dl/ + da~

Dusledek. Je-li v®) = {V](k)}?io takovd posloupnost rozdélent, Ze limg o0 dy iy = 0, potom A, )
je cauchyouvskd posloupnost v B(H) a tedy existuje A = limg_, o0 A,y v B(H), A* = A. Navic A
nezdvisi na volbe v,

Diikaz. Zvolme druhou posloupnost o®), ze limy_, dymwy = 0, potom lim A,xy = lim A ). Za-
vedeme p®): v o) 1) 52 Opét limdftk) = 0 a tedy lim A, existuje a je stejnd jako
limity vybranych posloupnosti A &) a A, x). O

Véta 1. Ke kazdému A € B(H), A* = A, existuje prdvé jeden rozklad identity {P}rer takovy,
Fe A= [ AdPy. Navic pro kazdé C € B(H) plati CA = AC <= VX CP\ = P\C.

Diikaz. 7 ptedchozich lemmat vime, Ze pro A = A* existuje pravé jeden projektor E,(A):
AEL(A) >0, A(I - E4(A)) <0, Ker A C Ran £, (4).
Pro kazdé A polozme Py = I—FE, (A—\), kde E;[A— )] je projektor E odpovidajici operatoru
A — \. Ukazeme, ze P je rozklad jednicky:
(1) Polozme A < my = inf), =1 (z, Az). Pro kazdé = # 0 je A(z,z) < ma(z,r) < (v, Ax) a
tedy 0 < (z, (A=N)x). Proto A=A = |A — A|, Ker(A—A—|A — \|) = H,Ran E [A-)\] =H
a B JA—)N=1 = P, =0.
(2) Bud A > My. Potom pro = # 0 je A(z,z) > Ma(xz,x) > (z,Ax) a 0 > (z,(4A — Nx).
Predpokladejme, ze 0 # z € Ker(A — \). Potom by (z,A\z) = (z,Az) < Ma(z,x) a
Mz, z) > My(x,2) > (z,Az) = (x,Az) = Az, z), coZ je spor. Tedy Ker(A — \) = {0}.
Nulovy operator spliiuje viechny pozadavky kladené na E a z jednoznaénosti B [A—)\] =
0.
(3) Bud X < p. Ukézeme, ze PA\P, = Py <= 0= P\(I — P,). Z vlastnosti projektoru E a
nezapornosti (libovolného) projektoru plyne

Py (I=PB)(A—p) >0, (A—NPy(I—P,)<0.
~N—— o — —_————— —

>0 >0 <0 >0

Spojenim obou nerovnosti dostaneme
uP\(I — P,) < AP\(I — P,) < AP\(I — P,).
Pro kazdé x tak plati
w(z, Px(I — P,)x) < Mz, P\(I — P,)x)

a protoze A < p, je

0<(A—p)(z,P\(I —P,)x).
<0 >0

7 toho plyne, ze pro kazdé x je B
0= (z, PA(I = P)z) = (2, PY(I - B,)’x) = | PA(I = P, )a||”

a tedy Py(I — P,) =0.

(4) Bud X < p, P([A\,p)) = P, — Py = P,(I — Py). Z monotonie podle lemmatu ?? plyne
existence s-limy_,,— Py = P,_o, ozna¢me Py = P, — P,,_¢ = s-limy_,,— P([\, p)).

Obdobné jako vyse se ukaze nerovnost AP(A) < AP(A) < pP(A). Limitnim pfechodem

dostavame pPy < APy < Py = (A— )Py =0 <= RanPy C Ker(4 — pu) C
Ran F[A—p] = Ran(I — P,). Z toho dale plyne Py < I — P, <= Py(I-P,) =P, <
PyP, = 0. Soucasné P([\,p))P, = (P, — P\)P, = P, — P\ = P([\,1t)). Po provedeni
limity PP, = Fy. Celkem Py = 0, takZze Py je spojita zleva.



(5) Zbyva dokazat rovnost
A= /AdPA =lim A, =1lim » 7 P(AY).
Opét jako predtim ukdzeme v, P(AY) < AP(AY) < v; P(AY). Plati
A=A, =) APAY) =Y nP(AY) < (vi — 5)P(AY) <> d,P(AY) =d, 1.

Podobné se to odhadne zdola: A — A, > —d,I. Celkem pro kazdé z plati
—dy(x,2) <(x,(A—A))x) <d,(z,x)

aproz #0
(A= Aa)| _
(z,2) B
Protoze A — A, je samosdruzeny, je
|A— Al = SHPM <d,
z#0 (J}, l‘)

Je-li limd,, ) =0, potom lim A, = A v B(H) a proto A = [ AdP,.
(6) Komutativnost: Je-li CPy = P\C, pak i CP(AY) = P(AY)C a CA, = A,C, po provedeni
limity CA = AC.
Je-li CA = AC, pak C(A — X) = (A — N)C, z lemmatu pak plyne CEL[A — )] =
EL[A—-)\C, CP\,=P\C.
(7) Jednoznac¢nost Py dokadZzeme pozdéji. O

Lemma 2. Bud A € B(H) normdlni. Potom || A|| = rs(A).

Diikaz. Plati
|Az|)? = (Az, Az) = (z, A" Az) < |z | A* Az|| =

— Jla|l /(A" Az, A" Ax) = |l2l| o/ (A%, A7) = |l | A%]|,

dale postupujeme jako v dukazu véty 77. O

Bud A = A* € B(H), p polynom. Umime spocitat p(A). Bud f € C([ma, Mal). Protoze
A= A*, je p(A) normalni a plati

(A = 75 (p(A)) = sup{|A| [A € a(p(A))} = sup{[A[|X € p(c(A))} =
= sup{|p(o)| € € o(A)} < sup{|p(§)|[€ € [ma, Mal} = [Ipll -

Z Weierstrasse plyne, Ze pro f € C([ma, Ma]) existuje posloupnost polynomt p, takova, Ze
lim || f — px|| = 0. Posloupnost p,, je cauchyovska v C([m.a, M4]) a z nerovnosti ||p,(4) — pm(4)] <
lpr — Pmll o Plyne, Ze i p,(A) je cauchyovska v B(H), tudiz existuje lim p,,(A) v B(H).

Tato limita nezéavisi na volbé p,. Pokud ¢, — f v C([ma, M4]), polozime r,: p1,q1,p2, g2, - - -
ary, — f v C(Ima,Ms]) a podle véty o vybranych posloupnostech limp,(A4) = limg,(A) =
limr, (A).

Pokladame f(A) = limp, (4) € BUH). Protoze pa(A)pa(A)* = pa(A)pa(A), je i F(A)F(A)* =
f(A)*f(A) a tedy f(A) je normalni. Je-li f realna, lze i p, volit redlné a p,(A)* = p,(A) a tudiz
i f(A)* = f(A). Je-li f komplexni, je D,(A) = pn(4)* a f(A) = f(A)*. Pro normu f(A) plati
odhad

= 1 < 1 = .
1A = T [pa(A) < lim [lpall, = 1]
Definice 3. Necht {P\} je rozklad jednicky, Py = 0 pro A < m, P\ = I pro A\ > M. Je-li
f € C([m, M]), pak

[10vap = lim 37 P! € B,

d(v)—
Korektnost definice, tj. existence a jednoznacnost limity se ovéfi podobné jako u [ AdPj.

Véta 4. Je-li A= [ AdPy, potom f(A) = [ f(\)dPx.
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Diikaz. Polozme nejprve f(\) = A", n € Z,. Potom

[ v
P(A

nebot p¥i umociiovani smiSené ¢leny vypadnou diky tomu, ze P(A})P(AY) = d6;;P(AY). Diky

aditivité pak tvrzeni plati pro libovolny polynom.
Normu integréalu lze odhadnout jako

o] - -

Disledkem odhadu je nasledujici tvrzent: Jestlize f,, — f v C([m, M]), potom lim [ f, () dPy =
J f(X) dPy.

Zvolime posloupnost polynomu p,, — f v C([ma, M4l), potom
f(A) =limp,(A4) = lim/pn()\) dP, = /f(/\) dpP,. O

Pozndmka. Budte f,g € C([m, M]) realné, f(t) < g(t) pro kazdé t € [m, M|]. Potom

[rovars < [aoan,

Z fw)P(AY) < Z g(m)P(A7). O

Diikaz jednoznacnosti rozkladu jednicky (véta 1). Bud A = A* € B(H). Necht { Py} er je rozklad
jednicky takovy, ze A = [ AdPy. Zvolime posloupnost funkei f,, € C(R), 0 < f, < 1 (Ao je
libovolné pevné):

hm
d(

< i ;)| <
< d(l}gomzaﬂf(l/ﬂ < fllso

Diikaz. Pro kazdé v plati

1 A< —1
fa(A) =140 A= Ao
linearni A € [A — 1 )]
Ukézeme, Ze P, _ 1 < fu(A f fn(A)dPy < Py,: Zvolime posloupnost rozdéleni v®) Ao a )\07%
je deélici bod pro Kazdé k, d( k)) — 0. Potom ()\0 = Vi(k))
D F@)PAY) = > () P( Z P(AY) = P((—00,viry)) = Pa,,
i i<i(k) i<i(k

nebot pro i > i(k) je ; € AY C [Ag,+00) a f(7;) =0. Obdobne se odhadne > P, _.. Provedenim
limity z monotonie dostaneme rovnost

Py, = s-lim f,(A).
Prava strana nezévisi na rozkladu jednicky, takze rozklad Py je jednoznaény. O
Pozndmka. (1) Budte f,g € C([m, M]). Potom f(A)g(A) = (fg)(A).
Diikaz. Zvolme p, — f, go — g posloupnosti polynomi, potom p,q, — fg. Déle je
(f9)(A) = lim(pngn)(A) = limpn(A)gn(A) = f(A)g(A). O
(2) Necht Py je konstantni na [a,b], f € C, supp f C [a,b]. Potom [ f(A)dPy = 0.

Diikaz. Muzeme pozadovat, aby a,b byly délici body. Potom bud AY C [a,b) a P(AY) =
P,,— P, , =0nebo AY C [a,b) =0 a f(#;) = 0. Proto

> f@)P(AY) =0

pro kazdé takové v. O



(3) Bud A = [AdPy. Pak
(z,Az) =lim(z, A,z) = limz Ui(z, P(AY)x) = /)\d(az, Pyx),

coz je Riemann-Stieltjestiv integral s distribu¢ni funkei F'(A\) = (z, Pxx) a mirou p([a, b)) =
F(b) — F(a), a plati F(z) =0 pro A < m, F(z) = ||z||> pro A > M. Stejné tak je

(2, F(A)z) = / fN) d(z, Pr)

|Az|® = (Az, Az) = (z, A%z) = /AQd(%P)\x).

Véta 5. Necht { Py} je rozklad jednicky a A= [ AdPy. Potom
(i) X € o(A) NR, prive kdyz Py je konstantni na néjakém okoli \.
(i) A € op(A), prdvé kdyZ Py = Pxyo — Py # 0.

Navic Py je ortogondlni projektor na Ker(A — ).

Diikaz. (1) (i) «<: Polozme f =x — A,

L lzr— A >¢
glx) = ¢ _
linearni |z — \| <e.

Zvolime ¢ > 0 tak, aby Py byla konstantni na [A — e, A +¢]. Zfejmé f(A) = A — A, dale je
f(x)g(x) —1 € C(R), supp(fg — 1) C [A — &, A + ¢], podle pfedchozich poznamek je tedy
(9= 1)(4) = 0 a (A~ \g(A) — T = F(A)g(A) — T = 0, (A~ \g(4) = Lprotoze je g
omezené, g(A) = (A —N)"1 € B(H) a tedy A € o(A).

(2) (i) =: Necht X € p(A) N R, podle Weylova kritéria existuje M > 0 tak, Ze ||[(4 — A)z| >
M ||z|| pro kazdé x. Zvolme A = [A — 2 X+ &I). Stejné jako v ditkazu véty 1 ukaZeme

nerovnost
(/\ — A;) P(A)<PA)AL (/\ + A;) P(A).
Tu lze pfepsat ve tvaru
SALP(A) < (A= NP(A) < T P(A),

Pokud P(A) # 0, je ||P(A)|| = 1 a musi platit
(4= NP = s [, (4= \PO))] < s e Py = 3

Potom ale pro z € Ran P(A) plati
M
- llzll = (A =2 P(A)e| = (A =Xzl = M jz],

COZ je spor.
(3) (ii) Sta¢i dokazat, ze Ker(A — X) = Ran Py
D: Bud > A, P([\, p)) = P, — Px,

PO = P)\+0 — P)\ = s-lim P([)\,M))
p—=A+

Opét
AP 1)) < AP(A 1)) < uP(I\, ).

Limitnim pfechodem p — A+ dostavame APy < APy < APy = (A— \)Py =0, coz
je ekvivalentni s inkluzi Ran Py C Ker(A — A).



C: Bud z € Ker(4 — ). Potom
0= 4 = Nl = (& (4 = M%) = [ (u= N2l Py,

z &ehoz plyne nulovost miry (—oo, ) a (A, +00). Proto zobrazeni y — (z, P,x) je
konstantni pro g < A a g > A. Z definice rozkladu jednotky proto musi byt nutné
||Puac||2 = (z,P,x)=0propu<AXa HPH.’L‘||2 = (z,P,x) = |z|* pro p > A.

Z toho plyne, ze
0 <A
Px= { a
T o> A
Protoze P, je spojité zleva, je Pxx =0 a

Pyx = #1EE\I+(PM — P\)z = Mlggler =

Tedy = € Ran Py a Ker(A — A) C Ran F.
Celkem Ker(A — \) = Ran P, a z toho také plyne tvrzeni (ii). O
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