1 Systémy linearnich diferencialnich rovnic s
konstantnimi koeficienty

Zamyslete se:

Jaky tvar maji systémy linedrnich diferencidlnich rovnic s konstantnimi koe-
ficienty?

Jak se tesi tyto ulohy?

Co je to metoda neurcitych koeficientu?

Co vime o jednozna¢nosti?

J=Agj+b

Priklad ¢.1
Reste:

y' = —by + 2z + 40e”
Z=y—06z+9e "

7, prednasky vime, ze tato uloha je ekvivalentni s 1lohou nasledujici:
yY_(-9 2 Y [y n 40e”
2] \ 1 -6 z 9e*
i a b

Charakteristicky polynom matice A vypadd: (=5 —A)-(—6—\) —2=
(A+4) - (A + 7). Tedy kofeny jsou: \; = —4; \y = —7 Zjistim ted vlastnf
vektory matice:

-1 2 .

( 1 _2>:>(2,1):’U1

2 2 -

<1 1>:>(1,—1)—U2

Tedy muzu napsat feSeni bez pravé strany jako:

) 9 1
()=e(T)rmve (L)

a nyni ocekavanym krokem zndmym z prednasky provedeme:
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(y>:(C’{—4Cl)-<?>-e4m+(0§—702)-<_11>-e7$:L(c?)

L(d) =
Oy( -5 _26)(?),6_4%02,( N _26>.< B ).e—m(gSi)

Po upraveni, rozlozeni a vynasobeni matic zustava rovnost:

d (2 e (1) e (A0
(1)) e (o)

Muzeme tedy zpatky zapsat do rovnic soustavu:

20 e + Che™™ = 40e”
Cre ™ — Che™™ = 97"

Z této soustavy mohu dale vyjadrit:

3C) - e = 40e® + 9e~*
651 e3z
C{ _ 40 ;9
—3Che™™ = 40e® — 18¢™*

! 408 —18¢5
(72 = ——‘44447§4444*
I)éle:
8 !(
Cl == *36533 + 63x + 1
5 8x T
(72 __3368 _F 66 %_ B.Q

Mohu tedy zapsat a jako:

Yy _ §5:v 3x 2 —4x _§ 8x 6x 1 —Tx
<Z>—(3e +e +K1)<1>e +( 3¢ +e —|—K2)<_1 e

Konec¢ny vysledek je tieba zapsat ve tvaru:

Yy = (13—665"3 + 263 4+ 2K)e ™ + (— gesx + €5 + Ky)e™’
- (%6533 +63;p _’_Kl)efllx _ ( _ 3681 +€6x +K2>677

A komu se tento vysledek nelibi, muze si jako procvic¢eni klidné upravit
do néjaké prijemnéjsi podoby. Ja uz to prepisovat nebudu! Jen je opravdu
treba u zkousky dulezité, aby jste to prepsali tak, jak jsem to napsal na zavér
ja.



Priklad ¢.2
Reste:
T =05r—y—4z

y=—12z + 5y + 12z
z2=10x — 3y — 9z

Situaci mame ulehcenou o to, ze hledime pouze fundamentalni systém.
Na tomto prikladu si vSak ukazeme néco zajimavéjsiho. Nejprve budeme
postupovat naprosto analogicky:

x 5 —1 —4 x
y | =1 —-12 5 12 Y
z 10 -3 -9 z

Zjistim vlastni ¢isla matice A:

5—A -1 —4
—12 5—=X 12 |=A=1D1=N(1+N)
10 -3 —9-2X

Pro ty, kdo by se s timto determinantem trapili, prvni krok je pri¢teni
prvniho sloupce k poslednimu sloupci, dale pak sta¢i uz jen vytknout z po-
sledniho sloupce (1—\) a dél uz je to jen dopocitani. Problémem ale zustava,
ze mame vlastni ¢isla \; = —1; Ay 3 = 1. Co dal? Nejdiive pokud mame jedno
vlastni ¢islo, muzeme spocist k nému jeho vlastni vektor. Necham na Vas. Je
tov; = (—1,2,-2).

Chceme-li uspésné pokracovat v feseni tohoto piikladu, musime si vzpomét
na vétu z prednasky, ktera ,, v podstaté “ tvrdila, ze pokud mame néjaké
vlastni ¢islo o nasobnosti k& > 1, pak vektory feseni k tomuto ¢islu maji ve
slozkach polynomy stupné nejvyse k — 1. Budeme tedy hledat feseni v tomto
tvaru:

a1+b1~t
(lg—f-bg't €t:ﬁ
a3—|—bg't

a nyni dosadime do rovnosti do zadani:



a1+b1-t+b1 5a1+5b1t—a2—bgt—4a3—4b3t
as + b2 -+ b2 . €t = —12a1 — 12b1t -+ 5@2 + 5bgt -+ 12(13 + 12b3t . et
as + bg -t 4 bg 10@1 + 10b1t — 3@2 — ?)bgt — 9a3 — 9b3t

a nyni metodou neurcitych koeficientu staci uz jen sestavit Sest nasledujicich
rovnosti:

a1 + by = bay — ay — 4as
by = 5by — by — 4b3
as + by = —12a1 + Sas + 12a3
by = —12by + 5by + 12b3
as + bg = 10@1 - 3@2 - 9&3
bz = 10b; — 3by — 9bs

A protoze jste uz velci kuci, necham dopocitani na Vas. Musim se pfiznat,
ze pocital jsem to asi tfikrat, nikdy mi to nevyslo. :-) Mély by Vam vyjit dvé
feseni, vypadji asi takhle:

aq 2 1
(05} 3 0
as . 1 1
by | |1 [’ O
b 0 0
b3 1 0
tedy aby to bylo vidét:
. 2+t
u® = 3 et
1+1
1
uB =10 et
1

A jesté zavérem prepisu do findlni podoby:
r=—Cie "+ Cy(2+ t)e" + e3¢’

y = 2C e~ + 3cypet

2= =201+ Co(1 + t)e! + Cszet



Priklad ¢.3

Reste:
T=-—y+z
Y=z
z=—x+z

Postup je pro zacatek jednoznacny. Zjistime, ze charakteristicky polynom
je: (A2 4+ 1)(1 — X) = 0. To ale znamen4, ze mame komplexn{ dva koteny. A
jesté navic oba komplexné sdruzené. Koteny jsou: Ay = 1, Ay = 7; A3 = —i.
Kdyz ale mame jeden realny koten, resp.vlastni ¢islo, muzeme pro néj zjistit
vlastni vektor. Presvédcete se, ze ma slozky v; = (0,1,1). Muzu spocist i
dalsi vlastni vektory, napt.prvné pro i:

- =1 1 1 0 -1
0 —i 1 - 10 7 -1
-1 0 1-—=¢ 00 O

Muzu tedy urcit vlastni vektor této matice jako: vy = (144, 1,4). Podle
prednasky ale taky vim, ze dalsi vlastni vektor bude komplexné sdruzeny,
tedy: v3 = (1 — 4,1, —i). To bych mél ale komplexni fundamentalni systém
a to se mi nelibi. Podle prednasky totiz vim, ze ,, kdyz mam realné zadani,
existuje realné teseni“ . Tak proc se stresovat s komplexnim? Podle znamé
formule rozepsat et = cost + i - sint a tedy jedno z fesenf je:

141
us(t) = 1 - (cost+1-sint)
1

Z prednésky déle vim, ze pouze realna ¢ast jednoho komplexniho teseni z
fundamentalniho systému je taky fesenim a to plati taky o imaginarni casti.
Proto ted vezmu 5 a ,,vyrobim* z néj dalsf dvé feseni. Redln4.

cost —sint cost 4+ sint
Re(uy(t)) = cost s Im(us(t)) = sin ¢
—sint cost

tedy mohu konec¢né zapsat redlné feseni ve findlnim tvaru:
x = Cy(cost —sint) + Cs( cost + sint)

y = Cie! + Cycost + Cysint

z = Chel — Cysint + Cscost



Priklad ¢.4

Reste:
T=2rx+y—2z—1t+2
y=-—-z+1

=z +y—z—t+1

Posledn{ pifklad nechdm na Vés. ReSenf nicméné je:
x=—Kel + Kycost + Kssint

y = Kie' — Kysint + Kzcost +t

z = Kycost+ Kssint + 1



