1 Neékolik recepti jak hadat reseni LDR n-
tého radu

Jak z prednéasky vime, feSeni téchto rovnic je souc¢tem jednoho konkrétniho
feseni (partikularniho reseni) a dalsiho libovolného feseni rce bez pravé strany.
Za jistych okolnosti ( v zavislosti na tvaru rovnice a pravé strany ) se da ale
toto Teseni docela snadno uhodnout. Nyni si ukdzeme tii nejzakladnéjsi, z
nichz posledni v sobé zahrnuje dva ptredeslé.

1.1 Rovnice tvaru L(y) = P(x)

Pozadavek: 0 ...k-nasobny kofen polynomu P(x).

Regeni budeme hledat ve tvaru: z(z) = 2 - Q(z) kde Q(x) je polynom

nejvyse stupné polynomu P(x).
Priiklad ¢.1
Reste:
y”—yZZL‘Q—[E—i—l

Tedy charakteristicky polynom je: A> — 1 = 0. Proto muzu rovnou psat
obecné TeSeni bez pravé strany jako:

ylx)=Cr1-e*+Cy-e "

Podle kuchaiky ted budeme tedy hledat polynom druhého stupné. Nula je
nulandsobny kofen ( :-) ) polynomu P(x), takze z° = 1 se v rovnici nevysky-
tuje. Hledany polnynom m4 obecny predpis tento: z(z) = a-2*+b-z+c =
2"(x) = 2a. Dosadime do rovnice:

=2 —r+1
2a—a-22—b-r—c=x*—x+1

Prostym porovnanim koeficientt zjistujeme, ze a = —1;b = 1;¢ = —3.
Partikuldrn{ feseni tedy je: z(x) = —2? + x — 3. Celkovym vysledkem tedy

je:

yz)= -2 +2-3+C - +Cy-e"



Priklad ¢.2
Reste:
Y — 4y = —122° + 62 — 4

Charakteristicky polynom tedy je: A2—4\ = 0. Tedy nula je jednondsobny
koten. Obecné fesen{ rce bez pravé strany je: y(z) = C;+Cy-e*z. Budu hledat
partikularni feseni ve tvaru:

2(r) =x(a -2+ b -z +c)
Z(x)=3a-22+2b-x+c
2"(x) = 6a-x+ 2b
dosadim:
6a -z +2b—12a- 2% — 8 — 4c = —122% + 62 — 4

a opét porovnanim ¢lenu pred mocninami x dostavam fesent:

y(x) =Cy +Co- ™ +2° + o

1.2 Rovnice tvaru L(y) = e¢™ - P(x)
Necht a .. .k-ndsobny koien charakteristického polynomu. Pak hleddme feseni
ve tvaru: z(z) = 2% - e®® - Q(x)
Piiklad ¢.1
Reste:
y' =2y +y=4e"
Stestavim char. polynom: A? — 2\ +1 = 0, tedy (A — 1)? = 0. Kofenem je

pouze A = 1, jedna se o dvojnasobny koren. Tedy feSeni rce bez pravé strany
je: y(x) = C) - ¥ + Cyx - €*. Budu hledat feseni tvaru: z(x) = 2 Ae”.
2 (x) = 2xAe® + 2% Ae”
2 () = A(e“”(Z +2x) + €*(2z + a:'Q)) = Ae*(2 + 4x + 2?)
Ae®(2? + 4z + 2) — 2Ae* (2% + 2x) + 2% Ae” = 4e”
b=2

Resenim tedy je:

y(x) = Cre” + Coze® + 22%e”
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Priklad ¢.2
Reste:
y' — 3y =e* — 182

Tento priklad je trochu komplikovanéjsi. Na pravé strané rovnice mame
dva cleny. Ale z prednasky vime, ze bude stacit secist obé feseni jednotlivych
pripadu. Zacneme klasicky a prvné se mrkneme na exponencielu:

FA): X2 =3A=0= X\ =0;\=3

y(x) = Cy + Cae™

2(z) = Aze®®
2 (z) = Ae3®(1 + 3z)
2" = 3Ae* (2 + 3x)
dosadim:
3Ae3(2 + 3x) — 3Ae3*(1 + 3x) = ex
4=
2(z) = C1 + Co - €37 + xe™™

A nyni uz jen zbyvéa dopocitat zbylé Teseni. Protoze je to ale uz ten
predesly piipad, necham dopocitani na Vas samotnych. Celkové feseni rov-
nice je:

1
y(x) = 32 + 20 + gzve?’“ + C) + Cye®

1.3  Rovnice tvaru L(y) = e**{P(x) cosbx + Py(x)sin bz}

Predpoklad: a+ib. .. k-ndsobny kofen F'(\) Hleddme feseni ve tvaru: z(x) =
ke {Q(x) cos br+Qy(z) sinbr}, kde Q1, Q5 jsou polynomy stejného stupné
rovnému maximu stupiu polynomu Py, Ps.

Priklad ¢.1
Reste:
y" —y=2sinx —4cosx

Tedy vime, ze: y(x) = Cie® + Cye”®. Déale vime: a = 0,b = 1. Budeme
tedy hledat TeSeni:



z(x) = Acosz + Asinzx
2’(x) = —Acosx — Bsinx
—2Acosx —2Bsinx = 2sinz — 4cosx
tedy vime: A =2, B = —1. Muzu rovnou zapsat feseni jako:

y(x) = Cre” 4+ Cye™ " 4+ 2cosx —sinz
Priklad ¢.2
Reste:

y" +y =4xcosw

Dovolim si rovnou napsat fundamentaln{ systém (ovéite): {e™®, e~ }. Kdyz
vime, ze: e = cosx + i sin x, muzeme rovnéz zapsat:

Re(e") = cosz

Im(e™®) =sinz

Muzu tedy sestavit redlny fundamentdlni systém: { cos z; sin 2 }. Déle vime,
ze a = 0,b =1, takze budu hledat:

2(z) = x{(Alac + By)sinx + (Asz + Bs) cos x}

Dopocitani nechdm na Vas samotnych. Vyjde to: z(z) = x(z sin x+cos x).
Tedy celkové teseni je:

y(x) = z(xsinz + cosx) + Cy cosz + Cysinx



