1. SYSTEMY LINEARNICH DIFERENCIALN{CH ROVNIC. LINEARN{ ROVNICE n-TEHO RADU
Systémem linearnich diferencialnich rovnic rozumime systém rovnic
y1 = an(@)y1 + ar2(z)y2 + - + a1 (@)yn + b1 (2)
Yy = ag1(2)y1 + aza(x)y2 + - - - + a20(2)yn + ba(z)
(1)
y;, == anl(x)yl + an2(‘r)y2 + -+ ann(z)yn + bn(z)7
kde a;;(x), bi(z) i Feseni jsou komplexni funkce realné proménné.
Tento systém lze zapsat i maticové jako ¢ = A(z)y + b(z), kde

Y1

" ain(z) ... aip(z) b1(x)
y= i Az) = ) b(z) =
i an1(z) ... apn(x) b (2)
Yn
Véta 1 (o existenci a jednoznacnosti). Necht a;;(z), b;(z), kde 4, j € 1 jsou komplexni funkce redlné
proménné, spojité na intervalu Z. Necht = € Z a 319, ¥20, - - - ; Yno € C. Oznalme
Y10
qO =1 :
Yno

Potom systém (1) mé FeSeni

y1 ()
ylo) = | -
Yn ()
na intervalu Z, pro které plati, ze ¢(z¢) = 79, Toto FeSeni je jediné v tomto smyslu: Je-li
z1(x)
o) =1
Zn ()

fesen{ (1) na intervalu Z; C Z, 29 € T, pro které Z(zo) = y9, je Z(z) = §(x) pro z € T;.
Dikaz. Systém rovnic (1) je ekvivalentni s Cauchyovou pocdteéni tlohou

/ Zalj )y;(t) +b1(t) | dt + y10

Zo

n

/ Zam )Y () + bn(t) | dt + yno

To
Y10 y§p)
?j(O) _ ], ?7(19) — , (p) / Zam p 1) (t) + bi(t) | dt + yio-
ynO y’gp) xo

Chceme dokéazat, 7ze §(P) stejnomérné konverguji k #(x) pro = € I, piicemz 7(x) spliuje (1).
Dokazeme, ze na kazdém Ty C T uzavieném a obsahujicim zq 7P) (z) = (), kterd splituje (1).
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Ozna¢me L délku Zy. Z omezenosti a;;, b; plyne |a;;(x)] < K, |bi(z)] < K. Oznaéme Y =
max(|yiol, |y20], - - -, [ynol). Plati, ze

PR | o |PHL pt+1
nP KPH |z — x| < (1 +Y> (nKL)
(p+1)! (p+1)!

y" @) =y @) < (L4 ny) -

To dokazeme matematickou indukeci:

u @) = o @)

IN

/ S i (B)io + bi(t)| dt| < (nKY + K) & — o] =
o j:l

=1+nY)K |z — x|,

y5p+1)(x) _ yZ(P) (l,)‘ < / zn:aij (t) (ygp) (t) — yl(iﬂfl)(t)> dt <

Zo

p [p+1 7
< (1—|—nY)n7'/|t—xo|pdt.
p:

o
Potom je

lim ) (x) = lim [yz“” () + 3 (# (@) - W—%))] .

p—o p—o0

Rada m4 konvergentni majorantu
1 — (nKL) 1 KL
— Y — | = Y n -1
Gy =)y,

tudiz posloupnost 7¥) (z) na uzavieném Zy C Z stejnomérné konverguje.

Jednoznac¢nost dokaZeme sporem. Méjme funkce (), Z(x) takové, Ze Z(xq) = 70, §(xo) = 7¥
a necht neplati, ze Z(z) = y(z) pro kazdé x € Z;. Dokdzeme, ze na kazdém uzavieném intervalu
y(z) = Z(z). Po dosazeni do Cauchyovy pocatecni tlohy dostaneme

(o) = o) = [ X a0 (0 - 2i0)
=1
xo
pro kazdé x € Z;. Déle je diky spojitosti |a;;(z)] < A, |y;(z) — z;(z)| < K pro i € n. DokdZeme, Ze
pro Vp € Ny je
Alp — P
i) — z4(2)] < KWP,')

To provedeme indukei, pro p = 0 to plati z predpokladu,

xT n » x
lyi(z) — 2 ()] < / S s (1) (yy (1) — 2 (1)) dt < KW;P .An/ |t — ol dt =
o ']:1 ' o
(nA |z — zo|)P
N (p+1)!
V limité pak
Al — p
lim Kw —=0. O

p—roo p!

Pozndmka. Jsou-li funkece a;;(z), bi(x) a pocatetni podminka redlné, je i FeSeni §(x) redlnd funkce
realné proménné.
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1.1. Reseni linearni diferencialni rovnice n-tého radu. Linearni rovnice n-tého radu

(2) y™ 4 py(2)y "V 4 po(2)y "D 4 p(a)y = g(2)

je ekvivalentni se soustavou

Y1 =92

Ys = Y3

y’:z = —p1(2)Yn — P2(2)Yn—1 — ... — Pu(@)y1 + q(),
kde y1 () = y(x), ya(2) = ¢/ (2), yu(x) =y~ (2).
Véta 2. Necht pi(z),p2(x),...,pn(x),q(x) jsou komplexni funkce redlné proménné spojité v inter-
valu Z. Bud'te zg € Z a Yo, Y0, Yy, - - - ,yén_l) komplexni ¢isla. Pak existuje feseni y(z) rovnice (2)
v intervalu Z, které spliiuje podminky y(zo) = yo, ¥'(z0) = ¥h,- .., ¥V (20) = y(()nfl). Je-li z(x)
fesen{ (2) na intervalu Z; C Z, 29 € Z; a plati 2(xo) = vo, 2'(x0) = ¥h,...,2"" 1) = yén_l), plati

také z(x) = y(x) pro kazdé z € Z;.
Jak nalézt vSechna FeSenf (2): Linedrn{ diferencidlni rovnici bez pravé strany rozumime rovnici
(3) y™ 4 pr(2)y" Y 4+ paa)y = 0.
Operétor
Liy) =y + pr(2)y" "V + -+ pala)y

nazyvame linedrni diferencidlni operator. Linearita (L(cy) = cL(y), L(y + z) = L(y) + L(z)) je
zfejmé. Soustavy (2) resp. (3) lze pomoci tohoto operdtoru zapsat jako L(y) = ¢(x) resp. L(y) = 0.

Pozndmka. (1) Jsou-li funkece y1(x), ..., yx(z) FeSenim (3), je FeSenim i jejich linedrni kombinace

k

Diikaz. Protoze L(y;) =0, je
k k
L (Z Ciyi) = Z CzL(yl) =0. O
i=1 i=1
(2) Je-li z(z) feSenim (2), pak y(z) + z(x) je TeSenim (2), prave kdyz y(z) je feSenim (3).

Dikaz. (a) (=) L{y+2) = ¢, L(z) =q = L(y) = L((y+2) —2) = Ly +2) — L(z) = 0.
(b) () L(y) =0 = Lly+2) = L(y) + L(z) = . 0

Reseni hleddme tak, ze nalezneme vSechna feseni y (3) a jedno (partikuldrni) FeSeni z rovnice (2).
Kazdé feseni (2) m4 tvar y + z.

1.1.1. Nalezeni vsech rTeseni rovnice bez pravé strany.

Definice 3. Necht je ddno n funkci fi(x), fa(2), ..., fu(z) definovanych na intervalu Z. Rekneme,

Ze jsou linearné zavislé na 7, existuji-li ¢isla ¢y, ..., c, ne vSechna rovna nule tak, ze
n
E cifi=0
i=1
pro kazdé x € Z. Jestlize funkce fi(x), fa(z),..., fn(z) nejsou linedrné zavislé, fekneme, Ze jsou

linearné nezavislé.

Pozndmka. Jsou-li funkce linedrné nezavislé na Z, jsou linedrné nezavislé i na 7, kde Z C Z;.
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Definice 4. Necht fi(z), f2(x),..., fn(x) maji na T derivace az do (n — 1)-tého fddu. Funkci

fi(z) folz) ..o ful@)
fi(@) fo) ..o fu@)
W(z) =Wp fo,...5, () = : : :
@) 5@ T @)
nazyvdme Wronského determinantem (wronskidnem) funkei fi, fo,..., f, na Z.
Véta 5. jestlize funkece f1, fa,..., fn maji na intervalu Z derivace do (n — 1)-tého Fadu a jestlize

jsou na Z linedrné zavislé, je Wy, s,.... 1, () = 0 pro kazdé = € 7.

Dikaz. Soustava rovnic

afilz)  +  efd(lz) + -+ afalz) = 0
afilz)  +  efi@) o+ o+ afil@) =0
clfl(nfl) () + czfénfl)(m) + -+ cnfy(Lnfl) (r) = 0
ma netrividlni feseni, takze det = W = 0. (|

Pozndmka. Vétu obecné nelze obrétit — napi. funkce fi(z) = 2®, fo(z) = |2*| na intervalu (—a, a)
nejsou linedrné zavislé. Pritom pro z =0 je W =0, pro = > 0 je

3 a3
W= 322 322 0
aiprox <0 je
2B 3 0
W= 322 =322

Poznamka. (1) y =0 Tesi (3).
(2) Pokud existuje Feseni Y (x) rovnice (3) takové, ze Y (zo) = Y’ (z0) = --- = Y(*D(zq) = 0,
pak Y (z) = 0 pro kazdé x € Z, plyne to z jednoznaénosti Feseni.

(3) Necht yi(z),...,yn(x) fesi (3). Jsou-li linedrné zavislé, je Wy, .. (x) =0 pro kazdé x € 7.

.....

Existuje-li xg € Z tak, ze Wy, . 4. (z9) = 0, existuji ¢1,...,c, tak, ze
c1y1(o) + cay2(o) R CnYn(T0) =0
ayi(ze) +  cayplze)  + 0+ cyp(@e) = 0
C1y§"_1)(xo) + C2yén_l) (xo) + -+ + Cnyy(,n_l) (zg) = 0

Bud Y (o) = c191(x0) +caya (o) ++ -+ Cnyn (o). Protoze Y (z) fesi (3) a Y(xg) = Y'(z0) =
=YD (20) = 0, je 191 (2) 4 - Fcpyn(z) = 0 pro kazdé z € Z. Disledkem je nasledujici
véta.

Véta 6. Necht y;(z),y2(z), . .., yn(z) jsou feseni (3) na intervalu Z. Potom jejich Wronského deter-
minant je bud vsude roven nule nebo vsude riizny od nuly. V prvnim piipadé jsou funkce linedrné
zavislé, v druhém nezavislé.

Definice 7. Systém y;(z),...,yn(z) n TeSeni rovnice (3) (n-tého fddu) se nazyvad fundamentalni
systém FeSeni rovnice (3), pokud jsou funkce yi(z),...,y,(x) linedrné nezdvislé na Z, tj. pokud
Wy yn () #0na Z.

Véta 8. Je-li y1(x),...,yn(x) fundamentdlni systém TFeseni rovnice (3) na intervalu Z, lze kazdé
feSeni y(x) rovnice (3) na Z vyjadfit ve tvaru

y(r) = Z ciyi()

a to jedinym zpusobem.
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Diikaz. Necht yi(z),...,yn(x),y(x) fesi (3) a y1(x), ..., yn(z) tvori fundamentdlni systém. Bud dale
xg € Z. Polozme cy, ..., c, rovny Teseni soustavy

c1y1(o) + cay2(o) + ot CnYn (o) = y(wo)
ayi(ze) +  cyslze)  + 0+ cyp(we) = y(x0)
ay V@) + " V@) + o 4+ et Vo) = ¥y (o).
Funkce
Z(CL‘) = y(x) — 1Y (.’1?) R Cnyn(x)
je linedrn{ kombinaci y; (), ..., yn(x), y(x), tudiz také fesi (3). Protoze
2(z0) = 2/ (29) = -+ = z(”fl)(oso) =0,

je z(x) = 0 pro kazdé x € T.
Jednoznacnost dokazeme sporem. Predpoklddejme, zZe

y(@) = diyr(z) + -+ + dnyn (),
pro kazdé = € Z a existuje j takové, zZe ¢; # d;. Pak ale musi platit
0= (di —c)yi(z) + -+ (dn — cn)yn(2).
Protoze jsou funkce y1(z),...,yn(z) linedrné nezdvislé, musi byt ¢; = d; pro kazdé i € n, coz je
spor. O
Poznamka. Na Z; C T je to také fundamentalni systém.

Véta 9. Rovnice (3) mé fundamentaln{ systémy. Jsou-li y1(z), ...,y (x) Feseni (3) a je-li

n

Yi(z) = chjyj(ﬂf)’ Ya(z) = ZCijj(x), cs Yo(z) = Z cnjyi (),

plati
€11 €12 ... Cin
C21 C22 ... C2n
WYI;‘-an (.’I;) = : : Wy17~~;yn (.’I;)
Cnl1 Cp2 ... Cpn
a tedy Y7,Ys, ..., Y, tvori fundamentalni systém, praveé kdyz
C11 C12 ... Cin
C21 C22 ... C2p
£ 0.
Cnl Cp2 ... Cpn
Diikaz. Oznaéme z1(z), ..., zn(x) funkce, pro které plati
L(z1)=0 21(z0) =1 21(z0) =0 A" (20) = 0
L(22) =0 29(z0) =0 2h(xo) =1 . 2" (20) =0
L(zp,) =0 zn(xg) =0 2 (x9) =0 .. 2D () = 1.
Plati, ze Wy, »,......, = |I| = 1. Protoze
Yi(x) c

1 --- Cin yl(x)

Yn(.’IJ) Cnl oo Cpn yn(ac)
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z aditivity derivace je

Yl(k)(x) i1 ... Cin y§k)(:1c)
Y, (2) et oo Can) \yP(2)
Celkem tedy
Yi(z) v () e em (@)
Y, (z) Y™ () et oo Can) \yp(2)

tedy Wy, v, (%) = [cij| Wy, ..y, (7).

Poznamka. Jsou-li pi(x),...

u(x) + iv(z), pak ale i u(z) a v(z) jsou feSeni (3), nebot L(u+iv) =0 = L(u) +

L(u) =0 A L(v) = 0. Kromé toho mé i FeSeni u — iv.

Lemma 10. Je-li funkce A(z) definovdna vztahem

aq1(x) a1n(x)

Aw) =] 3t

an1(x) G ()

pak

a1 (x) an ()
PR e
Slaa@ oo an()
a'nl.(x) ann.(-r)

iL(v) =0

Véta 11. Necht y;(z),...,yn(z) jsou FeSeni (3) na intervalu Z, necht z € Z. Potom

W (1) = Wy (o)l OF,

Diikaz. Podle predchoziho lemmatu je

y1(z) Yn(z)
Yy (2) Yn ()
W?;/l1,~~~7yn (‘T) = . .
T € B Vil €)
Y1 (z) Y (2)

O

,Pn(x) redlné funkce, rovnice (3) muze mit i komplexni feseni y(z) =

nebot vSechny s¢itance az na posledni jsou nulové (determinanty obsahuji dva stejné ¥adky). Do

posledniho fadku dosadime

(n) _ (n—1)

Yy, = —D1 (-T)yz (n=2)

() — p2(x)y;

(x) — ... — pul@)yi(z)

a pricteme k poslednimu odpovidajici nasobky predchozich radka tak, abychom zrusili vSechno az

na —pp (ac)ygn_l)(x), z posledniho faddku vytkneme —p;(z) a dostaneme tak
Wélv-"yyn (.’L‘) =N (x)Wyhm,yn ('75)’
takze
W/
W = —p1(2),

In|W|= f/pl(x)derlnC,



W =Ce fzo pa(t)dt

7 py(t)dt
0 .

W(z) = W(xg)e ). O

Pozndamka. Méame-li linearni rovnici n-tého radu bez pravé strany a mame-li n+ 1 a vice feseni, jsou
linearné zavislé.

Véta 12. Budte ¥, ...,y, funkce, které maji v intervalu Z spojité derivace az do f4du n a necht
Wy,....yn (€) # 0 pro vSechna 2 € Z. Potom existuje pravé jedna rovnice (3) se spojitymi koeficienty
pi(x), kterd ma Feseni y1 (), y2(), ..., yn(x). Je to rovnice

Wy y1,y2,.eesm (T) —0.

Wy o,y (%)
Diikaz. Nejprve dokaZeme jednoznaénost. Bud
jind rovnice, které také vyhovuji fesenf yi,...,y,. Bud k prvni index takovy, Ze pi(z) — ri(z) # 0.

Potom, protoze p;(x),r;(x) jsou spojité, existuje 7y C Z takovy, ze pi(z) — ri(z) # 0 pro kazdé
x € I;. Odectenim (3) a (4) dostaneme

(5) (i (@) = ri(2))y "0 (@) + - + (pa(@) — ra(@))y(z) = 0

pro kazdé = € Z;. Funkce yi,...,y, jsou linedrné nezavislé a fesi (5), takze mam vic LN feSen{

nez koeficientti, coz je spor. V pripadé, ze se rovnice lisi pouze u posledniho koeficientu, dostaneme
(pn(2z) — rn(x))y(z) = 0, coz sice neni diferencidlni rovnice, ale dvé LN feSen{ také neexistuji.
Plati, ze

y Y1 Yn

y' i Un

Wyt eyn (T) = .
y(nfl) y§n—1) o y%n—l)

N
Po dosazeni libovolné funkce y1,%sa,...,yn dostaneme W = 0, nebot v matici budou dva stejné
sloupce. Rozvinutim podle prvniho sloupce a vydélenim dostaneme rovnici typu (3). Algebraické
dopliiky jsou spojité a koeficient u y(™) se zkrati. O

1.1.2. Linedrni rovnice s pravou stranou, metoda variace konstant. Bud
z(x) = cry1(x) + coya () + -+ - + cpyn ()
feseni rovnice (3). Pokusime se najit funkce ¢;(x) tak, aby funkce
2(2) = c1(@)yr () + c2(2)y2(z) + -+ + cn(@)yn(x)

fesila rovnici (2). Hleddme tak n konstant, zatim méme pouze jednu podminku. Dalsich n — 1
podminek vyrobime tak, ze predchozi vztah budeme postupné derivovat. Po prvnim derivovani
dostaneme

Z(2) = ca(@)yi (@) + -+ en@)yp (@) + A (@)ya(@) + -+ + ¢ (2)yn ().

Aby se dalo jednoduse derivovat dal, poloZime podminku
> @)yi(x) = 0.
i=1

Dalsim derivovanim dostaneme
/

#(@) = cr(@)yi () + -+ enl@)yy (@) + A (@) () + -+ + (), (2)

a polozime
n

> ei(@)yi(x) =0.

i=1
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Nakonec dostaneme
2V (@) = e @)y (@) + -+ en(@)y T () +
+ (@) @)+ + () D) (),
(n — 1)-t4 podminka je
¢ ()" (x) = 0.

i=1
Protoze

2 (@) = 1 (@) (@) + - + @)yl (@) + e @V @)+ (@) (@)
a v dusledku predchozich podminek je
L(2) = c1()L(y1) + ca(@)Lyz) + - + () L(yn) +
+ey (@) V(@) + -+ @)y (@) = gla).

Protoze L(y;) = 0, dostdvame posledni podminku

@)y (@) = q(2).

n

i—

1.2. Lineérni rovnice n-tého fadu s konstantnimi koeficienty. Rovnice tvaru

(6) L(y) = aoy"™ + a1y + -+ any = q(a),

kde ag # 0, a; € C a g(x) je spojitd funkce R — C. Za y(z) dosadime e**. Potom dostaneme
apA\"e M + a NV LM 4, e’ =0,

tedy

(ao)\" +a A" 4 an) N =0,
pro kazdé x € Z. Rovnici FI(A) = 0, kde F(A\) = agA"™ + - -+ + a,, nazyvame charakteristickou
rovnici, F()\) je charakteristicky polynom.

Véta 13. Nechf p je k-nidsobny kofen F()). Pak FeSenim linedrni diferencidlni rovnice jsou
et zelt® gler . ghTlerr

Diikaz. Bud y(z) = et®z(x), L(y) = e**M(z), kde M je linearni diferencialni operator stejného
radu jako L.

n n l
! % —1 x
L) =Y any® = an [Z (e 1 -
=0 =0

=0

_ [Z Z () M-zw))]

M(z)
Bud G()) charakteristicky polynom M (z). Potom

n l
G =D an )y, (ﬁ) AT = P\ 4 p).
=0 =0

(A+p)t

ProtoZe p je k-ndsobny koten F, je F(z) = (x — u)kﬁ(x), kde F je polynom. Déle je F(A + pu) =
MeF(A 4+ p), tedy G mé k-ndsobny kofen 0. Potom G musf mit tvar
G(\) = A\ + AN A, g AF

a M ma tvar
M(z) = Az 4+ A2 4 A 2B,



Rovnice M(z) = 0 ma ziejmé feSeni 1,z,22%,...,28 1 takie L(y) = 0 méa Tfeseni
er getw . ghlene

Bud'te A1, A2,..., ), kofeny charakteristického polynomu a ki, ks, ..., k, jejich ndsobnosti, tj.
> ki =n.Bud déle systém FeSeni

e)\1£l?7 z6A11E7 :L,k‘lfle)\ld?’

e)\QCE, xek217 e xkg—le)\2$’
(7)

er®  ger® . gheTledeT,

Ukézeme, ze Teseni (7) jsou linedrné nezdvisld na intervalu Z. Nejprve ale dokdZeme nésledujici
lemma. (]

Lemma 14. Necht P;(z), P(z), ..., P.(x) jsou nenulové polynomy a A1, Ag, ..., A, vzajemné rizna
¢isla. Pak na kazdém intervalu Z (obsahujicim alespon 2 body) neplati, Ze
Py(2)eM® + Py(2)e2® 4 -+ + Pu(z)eM® =0
pro kazdé x € 7.
Diikaz. Vétu dokdzeme indukei. Je-li Py (z)e*® = 0, je nutné Py (z) = 0. Piedpokladdme, Ze r-Elenna,
relace plati, potom je
(8) Py(x) = —Pg(x)e’\”_’\”; — Pg(x)e’\”_)‘” - = Pr(x)e)‘””_’\”.
Bud p; = \; — A1, plati, Ze p; # 0 pro kazdé i € 7~ {1}. ProtoZe plati
(Pi(z)ers) ST = Qifw)er,
(k + 1)-tym derivovanim (8) dostaneme
0=Q2(x)e"*® + - 4+ Qr(x)e!™,
tedy (r — 1)-¢lennd relace by musela rovnéz platit, coz je spor. U

Predpokladejme nyni rovnost
P

k;—1
g g cij? Nt =0
=0

i=1

P; ()
pro kazdé x € Z. Z predchoziho lemmatu vyplyva, ze vSechny polynomy P;(z) jsou nulové, tudiz
¢ij = 0. Z toho plyne, Ze FeSeni (7) jsou linedrné nezéavisld a tvoii fundamentalni systém.

Pro rovnici s realnymi koeficienty existuje realny fundamentalni systém. Nalezeny fundamentalni
systém ale neni redlny, protoze koreny charakteristického polynomu mohou byt komplexni. Vime
ovsem, ze pokud je kofenem a +1ib, je kofenem i a —ib. Pokud fundamentalni systém obsahuje dvojici
feseni

n (l‘) — xke(a-i—ib)m, yg(x) — xke(a—ib)m.
Tuto dvojici ze systému odstranime a misto ni zaradime

e) = D@ 0@ L 0@) ()

2 ’ 21 ’
tedy
z1(z) = 2%e cosbx,  zo(x) = zFe sin b
Je potieba dokézat, ze i novy systém je fundamentalni. Plati, ze
/2 1/2 0 ... 0\ [w(z) 21 ()
/21 1/22 0 ... 0 ya(x) z9(x)

0 0 1 ... 0 ys(x) | — | ya(x)

0 0 0 . 1)\ \wm@
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a protoze

1
Wzl,zmys ~~~~~ Yn — 7£Wyl,y2,ysy---7yn #0

a protoze Wy, v, ys....yn 7 0, je to fundamentalni systém.

1.3. Systémy linearnich diferencidlnich rovnic. Systémem linearnich rovnic rozumime systém

(9) J = A@)j+b().
Systémem linedrnich rovnic bez pravé strany rozumime systém
(10) 7 = A(2)7.

Zavadime linedrni diferencialni operator L() = 7 — A(z)7. Plati-li L(Z) = b(z) a L(§j) =0,
je Z+ ¢ feSenim (9). Jsou-li ¢, Z FeSeni (9), pak Z — ¢ Fes{ (10).
1.3.1. Nalezeni vsech rTeseni systému bez pravich stran.
(1) Nulovy vektor 6 je FeSenim (10).
(2) Jestlize Feseni ¢(x) spliiuje v bodé z¢ € Z podminku ¢(xg) = 0, pak z jednoznacnosti FeSeni

plyne, §(z) = 0 pro kazdé x € 7.
(3) Jsou-li M, 7, ... 7™ feseni (10), pak

k

Z i (x)

i=1
je Feseni (10).
Bud'te 7V, 72, ..., 7™ funkce takové, Ze

y%(@
; Yy ()
="
yi ()
Potom definujeme wronskian
1 2 n
yéli(w) yizi () ... y% ;(w)
Yo (2) yy (x) ... gy (2)
Wi g g (T) = ) . ‘
@) @) @)
Véta 15. Jsou-li funkce 7, 72, ... 4™ linedrné zavislé na intervalu Z, potom v kazdém bodé
x €T je
Wi g g (x) = 0.
Diikaz. Necht existuji ci,ca, ..., c, ne viechna rovna nule takovd, Ze pro kazdé z € T je
> i@ =4,
i=1

tedy pro kazdé x € Z a i € 1 je
> ey (@) =o.
j=1

To je systém s matici stejnou jako je matice W a ma netrivialni feseni, tedy Wy g, g (z) =
0. O



11

Pozndmka. Pfedchozi vétu nelze obecné obratit, napifklad funkce z a 22 jsou linedrné nezavislé, ale

T 5C2

0o o=

Plati vSak nasledujici véta.

Vé&ta 16. Necht 71, 72 ... 7™ jsou feseni (10) na intervalu Z. Jestlize alesponl v jednom bodé
xg €7 je
Wi g, g (T0) = 0,

jsou 7, .. 7™ linedrné zavislé. ’
Diikaz. Bud W (xg) = 0. Potom existuji c1,ca, ..., ¢, ne viechna rovna nule takovd, Ze
znzcjg(j)(xo) =0
j=1
Bud .
Y(z) =Y e(x)

1

i

Plati, ze )7(330) =0a proto z jednoznac¢nosti Y(z)=0 pro kazdé x € Z. Proto plati
n
Y i@ (@) =0
i=1
pro kazdé x € 7 a tedy funkce jsou linedrné zavislé. O

Piimym dusledkem dvou predchozich vét je nasledujici véta.

Véta 17. Jsou-li 7V, 7 ... #™ fefeni systému (10) na intervalu Z, potom Wiy g g je
bud pro kazdé x € T riizny od nuly nebo je pro kazdé = € Z roven nule. Prvni p¥ipad nast4va, kdyz
jsou Teseni linedrné nezavisla, druhy, kdyz jsou linearné zavisla.

Definice 18. Fundamentilnim systémem FeSeni systému (10) nazgvame kazdych n linedrné
nezavislych feseni (10).

Véta 19. Necht ¢, 72 ... 4™ je fundamentalni systém feseni (10). Pak kazdé feSeni i(z)
systému (10) lze psit ve tvaru

7=y (@) + g (@) + - + ™ (2),
kde ¢; jsou konstanty, které jsou feSenim () urteny jednoznaéné.

Diikaz. Bud x¢ € Z. ProtoZe feseni tvori fundamentdlni systém, je W (zg) # 0. UvaZzujme soustavu
linedrnich rovnic

n
> ey (w0) = yilwo)
j=1
pro kazdé i € n. Protoze matice soustavy je reguldrni, je soustava jednoznacné resitelnd. Definujme
n
Y =g(z) — Z i ().
i=1
Protoze Y je linearni kombinace feSeni systému (10), fesf i ¥ systém (10). Protoze Y () = 0, je

}7(96) = 0 pro kazdé z € Z. Nakombinovali jsme tak feseni ¢ z fundamentdlniho systému.
Necht také plati

Potom
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proto musi platit d; = ¢; pro ¢ € n. O

Véta 20. Existuji fundamentélni systémy feseni systému (10), pfi redlnych a;;(z) existuji redlné
fundamentalni systémy.

Diikaz. Bud xo € Z. Budte dale ¢V, 7, ... ¢ feseni takova, ze 4V (zo) = e, 53 (xy) =
e@ .. g (z9) = e(™ . Potom Wiy g g (20) = 1. O

Véta 21. Necht 7™, ¢, ... 7™ jsou feseni (10). Necht

Y11 CIEIR Yin
I=1{: K
Tnl -+ Unn
je danad matice. Polozme
(11) 0 (2) =Y i (@)
j=1

pro kazdé i € n. Pak funkce (") (x) jsou opét feseni (10) a plati
Weay,  zo = detI'Wiay s

a tudiz 2V, 23 . Z(" je fundamentalni systém, pravé kdyz ¢V, #®, ..., 7" je fundamentalni
systém a det I' # 0.

Diikaz. Vztah (11) je ekvivalentni vztahu
(Z, 2@ F) = O, g, gt

7 toho vyplyvé, 7e kazda z funkei 2V, 22 .. 2" je linedrni kombinaci funkei g1, 72, ... 7).
Soucasné z toho vyplyva vztah pro determinanty. O

Véta 22. Pro libovolnou n-tici feseni ¢V, 7?), ... 7™ systému (10) a bod z¢ € J plati

" T(A1)dt
Wi g g () = Wya) g g (330)6‘[”0 ! ;

kde 7(A(x)) = a11(x) + asa(z) + - - - + ann(x) = Tr A(x) je stopa matice A(x).

Diikaz. Pro derivaci wronskidanu plati podle lemmatu 10

@ @ @)

' 2. n
q n y;(f,)}(w) y;(c,)}(af) y,(c,)ll(x)
@W:Zygi @ 9 (@) @)
k=1 yk+1(1:) yk_H(x) yk11(93)
pl @) @) @)

Na i-tém misté v derivovaném tadku je zderivovana k-ta slozka i-tého fesSeni, kterd vyhovuje k-té
rovnici systému:

n
N .
g = ar (@)l (@).
j=1
Tento vztah dosadime za derivace a ode¢teme od derivovaného radku vhodné nésobky ostatnich tak,

aby tam zustal pouze k-ty scitanec. k-ty fadek determinantu bude pak mit tvar

an(@)y”  am(@)y? o am(@)yl|-
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Potom plati, ze

n
%ngg@) ,,,,, g = Zakk(ﬂﬁ)ng,g(z) ..... g = Wi g g T(A(x)).
k=1

Pro W = 0 véta plati, pokud W # 0, je to separovatelnd rovnice a jeji feseni je (z pocatecnich
podminek C' = W (xyg))

W = W(xo)ef;) T(A(t))dt.
Véta 23. Necht funkce 7V, ¢, ... ¢ spliuji vatah

Wi g gm0 # 0

pro x € Z, kde 7 je interval, a maji na Z spojité derivace. Pak existuje pravé jeden systém tvaru
(10), jehoZ jsou fundamentalnim systémem. Je to systém

@ (n)!

O

vi Y , Yi .o Yi ,
1 2

T ), y )/ y§”), .

;oW (2) (n)

Yy Y Y ey —— =0

.2 2. 2. 2. Wy”“),ﬁ(”,.--,ﬂ(")

' 1 / 2 / : /

A SV T
pro kazdé i € n.
Diikaz. Prvni ¢ast dokdzeme sporem. Predpokladejme, ze 71, 72, ..., ¢ fesf rizné systémy (9 =

A(x)7D 1§ = B(x)7. Potom (A(z) — B(z))7¥ (x) = 0 pro kazdé i € 7, tedy
(A(2) = B(2)) (7 (2), 7 (2),.... 7" (2)) = 0.

Y

Matice Y je reguldrni, nebot funkce jsou linedrné nezavislé, proto existuje Y ', po vynasobeni
rovnice Y ! zprava dostaneme A (z) — B(x) = 0, tedy matice A(z) a B(z) jsou stejné, coz je spor.

Rozvinutim matice podle 1. sloupce dostaneme systém typu (10). Po dosazeni libovolného 7 za
iy rovnost plati. O

1.4. Systémy linearnich diferencidlnich rovnic s konstantnimi koeficienty. Systém i =

A7+ b(z), kde A € C™".

1.4.1. Nalezeni fundamentdlniho systému. Resenf systému i = Ay se pokusime hledat ve tvaru
§(z) = 7er; A\ver = Aver. Pokud je A diagonalizovatelnd, jsou @' vlastni vektory. Pokud ne, je
to slozitéjsi.

Véta 24. Nechf A, Aa,..., A, jsou vSechna vzdjemné ruznd vlastni ¢éisla matice A fadu n s al-
gebraickymi ndsobnostmi ki, kg, ..., kp, k1 + &k, + -+ + kp, = n. Pak systém diferencidlnich rovnic
¥ = Ay md fundamentdlni systém FeSen{ tvaru

i @ene B @ g @,

@), P @edr, g (m)ere,

?j(lp) (z)ee, (@»(210)(1,)e>\p:1c7 g}(cp)(x)eApx’

P

kde yj(z)(m) je n vektori, jejichz slozky jsou polynomy stupné nejvyse j — 1 (nebo jsou nulové).

Diikaz. Existuje reguldrni matice T takovd, ze plati A = TJT !, kde J je matice v Jordanové
normélnim tvaru. Vynasobenim rovnice ' = Ay = TJT ! matici T~! zleva dostaneme Ty =
JT'y. Oznaéme Z = T~ 'y a uvazujme systém 2/ = JZ. Pokud najdeme fundamentélni systém
vyse uvedenych vlastnosti systému 2’ = JZ, odpovidd mu fundamentaln{ systém stejnych vlastnosti
systému i/ = A4, nebof linedrni kombinaci polynomt stupné k& dostaneme opét polynom stupné k.
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Matice J mé blokovy tvar

g
J5Y
J= 1) ;
szl
TV
kde
A1
1 N
3 = 1\
1 N
Systém 2z’ = JZ m4 tedy tvar (¢ := k1)
Zi = )\12:1
Zé = z1 + Azo
Zé = zZ9 + A12’3
Z; = Zq_l + Aqu
Z;+1 = /\22q+1
Zgyo = Zg+1 T A2Zgy2

Hledani fundamentalniho systému jsme tak rozlozili na dil¢i problémy. Nyni fesime systém

’

zZ1 = )\121

Zé = z1 + Aiz2

Zé = zo  +  Az3

/ —

zg = Zg—1 + Aizg.

A1

Tady 2} = zi—1 + A1 2. Zavedeme substituci z;(x) = e*%u;(x), dosazenim vyjde

/ A A
z; =€ U1 + A et Py
a derivaci identity vyjde
! A A /
Zi = )\16 lxuz' + e lxul‘

a tedy u} = u;_1. Tento systém m4 ¢ linedrné nezavislych reseni, naptiklad

0 0 0 0

o [o] [o] [0 )

of lo]| [o] [0 N

. : N z?

: 3 N U

O ) 0 b 0 b 1 b) .

ol [of |12 v i

ol 1] =] |2 (="
$2 3:3

1 T S &
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Regen{ celého systému pak jsou

0 0 0 0
0 0 0 0 1
0 0 0 0 T
. . . N :02
. . . N j
0 0 0 1 :
0 ek1$7 0 €>\1$, 1 ekll'7 xT 6)\11,.”7 xq.—l 6)\1w7... ([l
0 1 x é—? (g—1)!
1 x é—? i 0

1 30
0 0 0 0 :
: : : 0
0 0 0 0

Poznamka. Je-li A1 ki-ndsobné vlastni ¢islo, existuje skupina k; linedrné nezavislych feseni tvaru
7(z)e*®, kde () ma za své slozky polynomy stupné nejvyse k; — 1.

To umoziiuje hledat fundamentalni systémy metodou ,neuréitych koeficient“. Za ¢(x) dosadime
soucin Z(x)e*?, kde Z(z) je ,polynomialni“ vektor. V kazdé rovnici dostaneme rovnost dvou poly-
nomu stupné nejvyse ky — 1.

1.4.2. Metoda wvariace konstant. Bud ¢, g3, ... 7™ fundamentdlni systém systému (10).
Predpokladame partikularni feseni systému s pravou stranou

cr(2)g M (@) + ea (@) g (@) + - + en (@) 5" (2).
Dosazenim do systému dostaneme
i (@)7 M (@) + h(@)g® (@) + - + ¢ (@) g™ (@) +

-/ /

+ (@)D (@) + 2@y (@) + -+ enl@)y® () =
= 1 (2)A@) TV (@) + 2 (@) AT (2) + - + (@) A@)F (@) + ()

n
&) (@) = b(),
i=1
— .
protoze c;(x)y® (x) = ¢;(x)A(z)§? () pro kazdé i € n. Matice soustavy je regularni, existuje proto
pravé jedno feseni. Soustavu vyfesime Cramerovym pravidlem. Protoze viechny funkce () i b jsou
spojité, bude spojité i fesend.
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