
1. Systémy lineárńıch diferenciálńıch rovnic. Lineárńı rovnice n-tého řádu

Systémem lineárńıch diferenciálńıch rovnic rozumı́me systém rovnic
y′

1 = a11(x)y1 + a12(x)y2 + · · · + a1n(x)yn + b1(x)
y′

2 = a21(x)y1 + a22(x)y2 + · · · + a2n(x)yn + b2(x)
...

y′
n = an1(x)y1 + an2(x)y2 + · · · + ann(x)yn + bn(x),

(1)

kde aij(x), bi(x) i řešeńı jsou komplexńı funkce reálné proměnné.
Tento systém lze zapsat i maticově jako y⃗′ = A(x)y⃗ + b⃗(x), kde

y⃗ =


y1
y2
...

yn

 , A(x) =

a11(x) . . . a1n(x)
...

...
an1(x) . . . ann(x)

 , b⃗(x) =

b1(x)
...

bn(x)

 .

Věta 1 (o existenci a jednoznačnosti). Necht’ aij(x), bi(x), kde i, j ∈ n̂ jsou komplexńı funkce reálné
proměnné, spojité na intervalu I. Necht’ x ∈ I a y10, y20, . . . , yn0 ∈ C. Označme

y⃗(0) =

y10
...

yn0

 .

Potom systém (1) má řešeńı

y⃗(x) =

y1(x)
...

yn(x)


na intervalu I, pro které plat́ı, že y⃗(x0) = y⃗(0). Toto řešeńı je jediné v tomto smyslu: Je-li

z⃗(x) =

z1(x)
...

zn(x)


řešeńı (1) na intervalu I1 ⊂ I, x0 ∈ I1, pro které z⃗(x0) = y(0), je z⃗(x) = y⃗(x) pro x ∈ I1.

D̊ukaz. Systém rovnic (1) je ekvivalentńı s Cauchyovou počátečńı úlohou

y1(x) =
x∫

x0

 n∑
j=1

a1j(t)yj(t) + b1(t)

dt + y10

...

yn(x) =
x∫

x0

 n∑
j=1

anj(t)yj(t) + bn(t)

 dt + yn0

y⃗(0) =

y10
...

yn0

 , y⃗(p) =


y

(p)
1
...

y
(p)
n

 , y
(p)
i (x) =

x∫
x0

 n∑
j=1

aij(t)y(p−1)
j (t) + bi(t)

 dt + yi0.

Chceme dokázat, že y⃗(p) stejnoměrně konverguj́ı k y⃗(x) pro x ∈ I, přičemž y⃗(x) splňuje (1).
Dokážeme, že na každém I0 ⊂ I uzavřeném a obsahuj́ıćım x0 y⃗(p)(x) ⇒ y⃗(x), která splňuje (1).
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Označme L délku I0. Z omezenosti aij , bi plyne |aij(x)| ≤ K, |bi(x)| ≤ K. Označme Y =
max(|y10| , |y20| , . . . , |yn0|). Plat́ı, že∣∣∣y(p+1)

i (x) − y
(p)
i (x)

∣∣∣ ≤ (1 + nY )npKp+1 |x − x0|p+1

(p + 1)! ≤
(

1
n

+ Y

)
(nKL)p+1

(p + 1)! .

To dokážeme matematickou indukćı:∣∣∣y(1)
i (x) − y

(0)
i (x)

∣∣∣ ≤

∣∣∣∣∣∣
x∫

x0

∣∣∣∣∣∣
n∑

j=1
aij(t)yj0 + bi(t)

∣∣∣∣∣∣dt

∣∣∣∣∣∣ ≤ (nKY + K) |x − x0| =

= (1 + nY )K |x − x0| ,

∣∣∣y(p+1)
i (x) − y

(p)
i (x)

∣∣∣ ≤
x∫

x0

∣∣∣∣∣∣
n∑

j=1
aij(t)

(
y

(p)
i (t) − y

(p−1)
i (t)

)∣∣∣∣∣∣dt ≤

≤ (1 + nY )npKp+1

p!

x∫
x0

|t − x0|p dt.

Potom je

lim
p→∞

y⃗(p)(x) = lim
p→∞

[
y⃗(0)(x) +

p∑
i=1

(
y⃗(i)(x) − y⃗(i−1)(x)

)]
.

Řada má konvergentńı majorantu(
1
n

+ Y

) ∞∑
i=1

(nKL)i

i! =
(

1
n

+ Y

)[
enKL − 1

]
,

tud́ıž posloupnost y⃗(k)(x) na uzavřeném I0 ⊂ I stejnoměrně konverguje.
Jednoznačnost dokážeme sporem. Mějme funkce y⃗(x), z⃗(x) takové, že z⃗(x0) = y⃗(0), y⃗(x0) = y⃗(0)

a necht’ neplat́ı, že z⃗(x) = y⃗(x) pro každé x ∈ I1. Dokážeme, že na každém uzavřeném intervalu
y⃗(x) = z⃗(x). Po dosazeńı do Cauchyovy počátečńı úlohy dostaneme

yi(x) − zi(x) =
x∫

x0

 n∑
j=1

aij(t) (yj(t) − zj(t)) dt


pro každé x ∈ I1. Dále je d́ıky spojitosti |aij(x)| ≤ A, |yi(x) − zi(x)| ≤ K pro i ∈ n̂. Dokážeme, že
pro ∀p ∈ N0 je

|yi(x) − zi(x)| ≤ K
(nA |x − x0|)p

p! .

To provedeme indukćı, pro p = 0 to plat́ı z předpokladu,

|yi(x) − zi(x)| ≤
x∫

x0

∣∣∣∣∣∣
n∑

j=1
aij(t) (yj(t) − zj(t))

∣∣∣∣∣∣dt ≤ K
(nA)p

p! · An

x∫
x0

|t − x0|p dt =

= K
(nA |x − x0|)p+1

(p + 1)! .

V limitě pak

lim
p→∞

K
(nA |x − x0|)p

p! = 0. □

Poznámka. Jsou-li funkce aij(x), bi(x) a počátečńı podmı́nka reálné, je i řešeńı y⃗(x) reálná funkce
reálné proměnné.
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1.1. Řešeńı lineárńı diferenciálńı rovnice n-tého řádu. Lineárńı rovnice n-tého řádu

(2) y(n)
n + p1(x)y(n−1) + p2(x)y(n−2) + · · · + pn(x)y = q(x)

je ekvivalentńı se soustavou
y′

1 = y2

y′
2 = y3

...
y′

n = −p1(x)yn − p2(x)yn−1 − . . . − pn(x)y1 + q(x),

kde y1(x) = y(x), y2(x) = y′(x), yn(x) = y(n−1)(x).

Věta 2. Necht’ p1(x), p2(x), . . . , pn(x), q(x) jsou komplexńı funkce reálné proměnné spojité v inter-
valu I. Bud’te x0 ∈ I a y0, y′

0, y′′
0 , . . . , y

(n−1)
0 komplexńı č́ısla. Pak existuje řešeńı y(x) rovnice (2)

v intervalu I, které splňuje podmı́nky y(x0) = y0, y′(x0) = y′
0,. . . , y(n−1)(x0) = y

(n−1)
0 . Je-li z(x)

řešeńı (2) na intervalu I1 ⊂ I, x0 ∈ I1 a plat́ı z(x0) = y0, z′(x0) = y′
0, . . . , z(n−1) = y

(n−1)
0 , plat́ı

také z(x) = y(x) pro každé x ∈ I1.

Jak nalézt všechna řešeńı (2): Lineárńı diferenciálńı rovnićı bez pravé strany rozumı́me rovnici

(3) y(n) + p1(z)y(n−1) + · · · + pn(x)y = 0.

Operátor
L(y) = y(n) + p1(z)y(n−1) + · · · + pn(x)y

nazýváme lineárńı diferenciálńı operátor. Linearita (L(cy) = cL(y), L(y + z) = L(y) + L(z)) je
zřejmá. Soustavy (2) resp. (3) lze pomoćı tohoto operátoru zapsat jako L(y) = q(x) resp. L(y) = 0.

Poznámka. (1) Jsou-li funkce y1(x), . . . , yk(x) řešeńım (3), je řešeńım i jejich lineárńı kombinace
k∑

i=1
ciyi(x).

D̊ukaz. Protože L(yi) = 0, je

L

(
k∑

i=1
ciyi

)
=

k∑
i=1

ciL(yi) = 0. □

(2) Je-li z(x) řešeńım (2), pak y(x) + z(x) je řešeńım (2), právě když y(x) je řešeńım (3).

D̊ukaz. (a) (⇒) L(y + z) = q, L(z) = q =⇒ L(y) = L((y + z) − z) = L(y + z) − L(z) = 0.
(b) (⇐) L(y) = 0 =⇒ L(y + z) = L(y) + L(z) = q. □

Řešeńı hledáme tak, že nalezneme všechna řešeńı y (3) a jedno (partikulárńı) řešeńı z rovnice (2).
Každé řešeńı (2) má tvar y + z.

1.1.1. Nalezeńı všech řešeńı rovnice bez pravé strany.

Definice 3. Necht’ je dáno n funkćı f1(x), f2(x), . . . , fn(x) definovaných na intervalu I. Řekneme,
že jsou lineárně závislé na I, existuj́ı-li č́ısla c1, . . . , cn ne všechna rovná nule tak, že

n∑
i=1

cifi = 0

pro každé x ∈ I. Jestliže funkce f1(x), f2(x), . . . , fn(x) nejsou lineárně závislé, řekneme, že jsou
lineárně nezávislé.

Poznámka. Jsou-li funkce lineárně nezávislé na I, jsou lineárně nezávislé i na I1, kde I ⊂ I1.
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Definice 4. Necht’ f1(x), f2(x), . . . , fn(x) maj́ı na I derivace až do (n − 1)-tého řádu. Funkci

W (x) = Wf1,f2,...,fn(x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
f1(x) f2(x) . . . fn(x)
f ′

1(x) f ′
2(x) . . . f ′

n(x)
...

...
...

f
(n−1)
1 (x) f

(n−1)
2 (x) . . . f

(n−1)
n (x)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
nazýváme Wronského determinantem (wronskiánem) funkćı f1, f2, . . . , fn na I.

Věta 5. jestliže funkce f1, f2, . . . , fn maj́ı na intervalu I derivace do (n − 1)-tého řádu a jestliže
jsou na I lineárně závislé, je Wf1,f2,...,fn

(x) = 0 pro každé x ∈ I.

D̊ukaz. Soustava rovnic
c1f1(x) + c2f2(x) + · · · + cnfn(x) = 0
c1f ′

1(x) + c2f ′
2(x) + · · · + cnf ′

n(x) = 0
...

c1f
(n−1)
1 (x) + c2f

(n−1)
2 (x) + · · · + cnf

(n−1)
n (x) = 0

má netriviálńı řešeńı, takže det = W = 0. □

Poznámka. Větu obecně nelze obrátit — např. funkce f1(x) = x3, f2(x) =
∣∣x3
∣∣ na intervalu (−a, a)

nejsou lineárně závislé. Přitom pro x = 0 je W = 0, pro x > 0 je

W =
∣∣∣∣ x3 x3

3x2 3x2

∣∣∣∣ = 0

a i pro x < 0 je

W =
∣∣∣∣ x3 −x3

3x2 −3x2

∣∣∣∣ = 0.

Poznámka. (1) y = 0 řeš́ı (3).
(2) Pokud existuje řešeńı Y (x) rovnice (3) takové, že Y (x0) = Y ′(x0) = · · · = Y (n−1)(x0) = 0,

pak Y (x) = 0 pro každé x ∈ I, plyne to z jednoznačnosti řešeńı.
(3) Necht’ y1(x), . . . , yn(x) řeš́ı (3). Jsou-li lineárně závislé, je Wy1,...,yn(x) = 0 pro každé x ∈ I.

Existuje-li x0 ∈ I tak, že Wy1,...,yn
(x0) = 0, existuj́ı c1, . . . , cn tak, že

c1y1(x0) + c2y2(x0) + · · · + cnyn(x0) = 0
c1y′

1(x0) + c2y′
2(x0) + · · · + cny′

n(x0) = 0
...

c1y
(n−1)
1 (x0) + c2y

(n−1)
2 (x0) + · · · + cny

(n−1)
n (x0) = 0

Bud’ Y (x0) = c1y1(x0)+c2y2(x0)+ · · ·+cnyn(x0). Protože Y (x) řeš́ı (3) a Y (x0) = Y ′(x0) =
· · · = Y (n−1)(x0) = 0, je c1y1(x)+· · ·+cnyn(x) = 0 pro každé x ∈ I. Důsledkem je následuj́ıćı
věta.

Věta 6. Necht’ y1(x), y2(x), . . . , yn(x) jsou řešeńı (3) na intervalu I. Potom jejich Wronského deter-
minant je bud’ všude roven nule nebo všude r̊uzný od nuly. V prvńım př́ıpadě jsou funkce lineárně
závislé, v druhém nezávislé.

Definice 7. Systém y1(x), . . . , yn(x) n řešeńı rovnice (3) (n-tého řádu) se nazývá fundamentálńı
systém řešeńı rovnice (3), pokud jsou funkce y1(x), . . . , yn(x) lineárně nezávislé na I, tj. pokud
Wy1,...,yn(x) ̸= 0 na I.

Věta 8. Je-li y1(x), . . . , yn(x) fundamentálńı systém řešeńı rovnice (3) na intervalu I, lze každé
řešeńı y(x) rovnice (3) na I vyjádřit ve tvaru

y(x) =
n∑

i=1
ciyi(x)

a to jediným zp̊usobem.
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D̊ukaz. Necht’ y1(x), . . . , yn(x), y(x) řeš́ı (3) a y1(x), . . . , yn(x) tvoř́ı fundamentálńı systém. Bud’ dále
x0 ∈ I. Položme c1, . . . , cn rovny řešeńı soustavy

c1y1(x0) + c2y2(x0) + · · · + cnyn(x0) = y(x0)
c1y′

1(x0) + c2y′
2(x0) + · · · + cny′

n(x0) = y′(x0)
...

c1y
(n−1)
1 (x0) + c2y

(n−1)
2 (x0) + · · · + cny

(n−1)
n (x0) = y(n−1)(x0).

Funkce
z(x) = y(x) − c1y1(x) − . . . − cnyn(x)

je lineárńı kombinaćı y1(x), . . . , yn(x), y(x), tud́ıž také řeš́ı (3). Protože

z(x0) = z′(x0) = · · · = z(n−1)(x0) = 0,

je z(x) = 0 pro každé x ∈ I.
Jednoznačnost dokážeme sporem. Předpokládejme, že

y(x) = d1y1(x) + · · · + dnyn(x),

pro každé x ∈ I a existuje j takové, že cj ̸= dj . Pak ale muśı platit

0 = (d1 − c1)y1(x) + · · · + (dn − cn)yn(x).

Protože jsou funkce y1(x), . . . , yn(x) lineárně nezávislé, muśı být ci = di pro každé i ∈ n̂, což je
spor. □

Poznámka. Na I1 ⊂ I je to také fundamentálńı systém.

Věta 9. Rovnice (3) má fundamentálńı systémy. Jsou-li y1(x), . . . , yn(x) řešeńı (3) a je-li

Y1(x) =
n∑

j=1
c1jyj(x), Y2(x) =

n∑
j=1

c2jyj(x), . . . , Yn(x) =
n∑

j=1
cnjyj(x),

plat́ı

WY1,...,Yn
(x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
c11 c12 . . . c1n

c21 c22 . . . c2n

...
...

...
cn1 cn2 . . . cnn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣Wy1,...,yn
(x)

a tedy Y1, Y2, . . . , Yn tvoř́ı fundamentálńı systém, právě když∣∣∣∣∣∣∣∣∣
c11 c12 . . . c1n

c21 c22 . . . c2n

...
...

...
cn1 cn2 . . . cnn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ̸= 0.

D̊ukaz. Označme z1(x), . . . , zn(x) funkce, pro které plat́ı

L(z1) = 0 z1(x0) = 1 z′
1(x0) = 0 . . . z

(n−1)
1 (x0) = 0

L(z2) = 0 z2(x0) = 0 z′
2(x0) = 1 . . . z

(n−1)
2 (x0) = 0

...

L(zn) = 0 zn(x0) = 0 z′
n(x0) = 0 . . . z(n−1)

n (x0) = 1.

Plat́ı, že Wz1,z2,...,zn
= |I| = 1. ProtožeY1(x)

...
Yn(x)

 =

c11 . . . c1n

...
...

cn1 . . . cnn


y1(x)

...
yn(x)

 ,
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z aditivity derivace je 
Y

(k)
1 (x)

...
Y

(k)
n (x)

 =

c11 . . . c1n

...
...

cn1 . . . cnn




y
(k)
1 (x)

...
y

(k)
n (x)

 .

Celkem tedy 
Y1(x) . . . Y

(k)
1 (x)

...
...

Yn(x) . . . Y
(k)

n (x)

 =

c11 . . . c1n

...
...

cn1 . . . cnn




y1(x) . . . y
(k)
1 (x)

...
...

yn(x) . . . y
(k)
n (x)

 ,

tedy WY1,...,Yn
(x) = |cij | Wy1,...,yn

(x). □

Poznámka. Jsou-li p1(x), . . . , pn(x) reálné funkce, rovnice (3) může mı́t i komplexńı řešeńı y(x) =
u(x) + iv(x), pak ale i u(x) a v(x) jsou řešeńı (3), nebot’ L(u + iv) = 0 =⇒ L(u) + iL(v) = 0 =⇒
L(u) = 0 ∧ L(v) = 0. Kromě toho má i řešeńı u − iv.

Lemma 10. Je-li funkce A(x) definována vztahem

A(x) =

∣∣∣∣∣∣∣
a11(x) . . . a1n(x)

...
...

an1(x) . . . ann(x)

∣∣∣∣∣∣∣ ,
pak

A′(x) =
n∑

i=1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11(x) . . . a1n(x)
...

...
ai−1,1(x) . . . ai−1,n(x)

a′
i1(x) . . . a′

in(x)
ai+1,1(x) . . . ai+1,n(x)

...
...

an1(x) . . . ann(x)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Věta 11. Necht’ y1(x), . . . , yn(x) jsou řešeńı (3) na intervalu I, necht’ x0 ∈ I. Potom

Wy1,...,yn(x) = Wy1,...,yn(x0)e
∫ x

x0
p1(t)dt

.

D̊ukaz. Podle předchoźıho lemmatu je

W ′
y1,...,yn

(x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

y1(x) . . . yn(x)
y′

1(x) . . . y′
n(x)

...
...

yn−2
1 (x) . . . yn−2

n (x)
yn

1 (x) . . . yn
n(x)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

nebot’ všechny sč́ıtance až na posledńı jsou nulové (determinanty obsahuj́ı dva stejné řádky). Do
posledńıho řádku dosad́ıme

y
(n)
i = −p1(x)y(n−1)

i (x) − p2(x)y(n−2)
i (x) − . . . − pn(x)yi(x)

a přičteme k posledńımu odpov́ıdaj́ıćı násobky předchoźıch řádk̊u tak, abychom zrušili všechno až
na −p1(x)y(n−1)

i (x), z posledńıho řádku vytkneme −p1(x) a dostaneme tak
W ′

y1,...,yn
(x) = −p1(x)Wy1,...,yn

(x),
takže

W ′

W
= −p1(x),

ln |W | = −
∫

p1(x)dx + ln C,
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W = Ce
−
∫ x

x0
p1(t)dt

,

W (x) = W (x0)e−
∫ x

x0
p1(t)dt

. □

Poznámka. Máme-li lineárńı rovnici n-tého řádu bez pravé strany a máme-li n+1 a v́ıce řešeńı, jsou
lineárně závislé.

Věta 12. Bud’te y1, . . . , yn funkce, které maj́ı v intervalu I spojité derivace až do řádu n a necht’
Wy1,...,yn

(x) ̸= 0 pro všechna x ∈ I. Potom existuje právě jedna rovnice (3) se spojitými koeficienty
pi(x), která má řešeńı y1(x), y2(x), . . . , yn(x). Je to rovnice

Wy,y1,y2,...,yn
(x)

Wy1,y2,...,yn
(x) = 0.

D̊ukaz. Nejprve dokážeme jednoznačnost. Bud’

(4) y(n) + r1(z)y(n−1) + · · · + rn(x)y = 0
jiná rovnice, které také vyhovuj́ı řešeńı y1, . . . , yn. Bud’ k prvńı index takový, že pk(x) − rk(x) ̸= 0.
Potom, protože pi(x), ri(x) jsou spojité, existuje I1 ⊂ I takový, že pk(x) − rk(x) ̸= 0 pro každé
x ∈ I1. Odečteńım (3) a (4) dostaneme

(5) (pk(x) − rk(x))y(n−k)(x) + · · · + (pn(x) − rn(x))y(x) = 0
pro každé x ∈ I1. Funkce y1, . . . , yn jsou lineárně nezávislé a řeš́ı (5), takže mám v́ıc LN řešeńı
než koeficient̊u, což je spor. V př́ıpadě, že se rovnice lǐśı pouze u posledńıho koeficientu, dostaneme
(pn(x) − rn(x))y(x) = 0, což sice neńı diferenciálńı rovnice, ale dvě LN řešeńı také neexistuj́ı.

Plat́ı, že

Wy,y1,y2,...,yn
(x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

y y1 . . . yn

y′ y′
1 . . . y′

n
...

...
...

y(n−1) y
(n−1)
1 . . . y

(n−1)
n

y(n) y
(n)
1 . . . y

(n)
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Po dosazeńı libovolné funkce y1, y2, . . . , yn dostaneme W = 0, nebot’ v matici budou dva stejné
sloupce. Rozvinut́ım podle prvńıho sloupce a vyděleńım dostaneme rovnici typu (3). Algebraické
doplňky jsou spojité a koeficient u y(n) se zkrát́ı. □

1.1.2. Lineárńı rovnice s pravou stranou, metoda variace konstant. Bud’

z(x) = c1y1(x) + c2y2(x) + · · · + cnyn(x)
řešeńı rovnice (3). Pokuśıme se naj́ıt funkce ci(x) tak, aby funkce

z(x) = c1(x)y1(x) + c2(x)y2(x) + · · · + cn(x)yn(x)
řešila rovnici (2). Hledáme tak n konstant, zat́ım máme pouze jednu podmı́nku. Daľśıch n − 1
podmı́nek vyrob́ıme tak, že předchoźı vztah budeme postupně derivovat. Po prvńım derivováńı
dostaneme

z′(x) = c1(x)y′
1(x) + · · · + cn(x)y′

n(x) + c′
1(x)y1(x) + · · · + c′

n(x)yn(x).
Aby se dalo jednoduše derivovat dál, polož́ıme podmı́nku

n∑
i=1

c′
1(x)yi(x) = 0.

Daľśım derivováńım dostaneme
z′(x) = c1(x)y′′

1 (x) + · · · + cn(x)y′′
n(x) + c′

1(x)y′
1(x) + · · · + c′

n(x)y′
n(x)

a polož́ıme
n∑

i=1
c′

1(x)y′
i(x) = 0.
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Nakonec dostaneme
z(n−1)(x) = c1(x)y(n−1)

1 (x) + · · · + cn(x)y(n−1)
n (x)+

+ c′
1(x)y(n−2)

1 (x) + · · · + c′
n(x)(n−2)(x),

(n − 1)-tá podmı́nka je
n∑

i=1
c′

1(x)y(n−2)
i (x) = 0.

Protože
z(n)(x) = c1(x)y(n)

1 (x) + · · · + cn(x)y(n)
n (x) + c′

1(x)y(n−1)
1 (x) + · · · + c′

n(x)y(n−1)
n (x)

a v d̊usledku předchoźıch podmı́nek je
L(z) = c1(x)L(y1) + c2(x)L(y2) + · · · + cn(x)L(yn)+

+ c′
1(x)y(n−1)

1 (x) + · · · + c′
n(x)y′(n−1)

n (x) = q(x).

Protože L(yi) = 0, dostáváme posledńı podmı́nku
n∑

i=1
c′

i(x)y(n−1)
i (x) = q(x).

1.2. Lineárńı rovnice n-tého řádu s konstantńımi koeficienty. Rovnice tvaru
(6) L(y) = a0y(n) + a1y(n−1) + · · · + any = q(x),
kde a0 ̸= 0, ai ∈ C a q(x) je spojitá funkce R 7→ C. Za y(x) dosad́ıme eλx. Potom dostaneme

a0λneλx + a1λn−1eλx + · · · + aneλx = 0,

tedy (
a0λn + a1λn−1 + · · · + an

)
eλx = 0,

pro každé x ∈ I. Rovnici F (λ) = 0, kde F (λ) = a0λn + · · · + an nazýváme charakteristickou
rovnićı, F (λ) je charakteristický polynom.

Věta 13. Necht’ µ je k-násobný kořen F (λ). Pak řešeńım lineárńı diferenciálńı rovnice jsou
eµx, xeµx, x2eµx, . . . , xk−1eµx.

D̊ukaz. Bud’ y(x) = eµxz(x), L(y) = eµxM(z), kde M je lineárńı diferenciálńı operátor stejného
řádu jako L.

L(y) =
n∑

l=0
an−ly

(l) =
n∑

l=0
an−l

[
l∑

i=0

(
l

i

)
µiz(l−i)eµx

]
=

=
[

n∑
l=0

an−l

l∑
i=0

((
l

i

)
µiz(l−i)

)]
︸ ︷︷ ︸

M(z)

eµx.

Bud’ G(λ) charakteristický polynom M(z). Potom

G(λ) =
n∑

l=0
an−l

l∑
i=0

(
l

i

)
µiλl−i

︸ ︷︷ ︸
(λ+µ)l

= F (λ + µ).

Protože µ je k-násobný kořen F , je F (x) = (x − µ)kF̂ (x), kde F̂ je polynom. Dále je F (λ + µ) =
λkF̂ (λ + µ), tedy G má k-násobný kořen 0. Potom G muśı mı́t tvar

G(λ) = A0λn + A1λn−1 + · · · + An−kλk

a M má tvar
M(z) = A0z(n) + A1z(n−1) + · · · + An−kz(k).
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Rovnice M(z) = 0 má zřejmě řešeńı 1, x, x2, . . . , xk−1, takže L(y) = 0 má řešeńı
eµx, xeµx, . . . , xk−1eµx.

Bud’te λ1, λ2, . . . , λp kořeny charakteristického polynomu a k1, k2, . . . , kp jejich násobnosti, tj.∑p
i=1 ki = n. Bud’ dále systém řešeńı

(7)

eλ1x, xeλ1x, . . . , xk1−1eλ1x,
eλ2x, xeλ2x, . . . , xk2−1eλ2x,

...
...

...
eλpx, xeλpx, . . . , xkp−1eλpx.

Ukážeme, že řešeńı (7) jsou lineárně nezávislá na intervalu I. Nejprve ale dokážeme následuj́ıćı
lemma. □

Lemma 14. Necht’ P1(x), P2(x), . . . , Pr(x) jsou nenulové polynomy a λ1, λ2, . . . , λr vzájemně r̊uzná
č́ısla. Pak na každém intervalu I (obsahuj́ıćım alespoň 2 body) neplat́ı, že

P1(x)eλ1x + P2(x)eλ2x + · · · + Pr(x)eλrx = 0
pro každé x ∈ I.

D̊ukaz. Větu dokážeme indukćı. Je-li P1(x)eλ1x = 0, je nutně P1(x) = 0. Předpokládáme, že r-členná
relace plat́ı, potom je
(8) P1(x) = −P2(x)eλ2x−λ1x − P3(x)eλ3x−λ1x − . . . − Pr(x)eλrx−λ1x.

Bud’ µi = λi − λ1, plat́ı, že µi ̸= 0 pro každé i ∈ r̂ ∖ {1}. Protože plat́ı

(Pi(x)eµix)(k+1) = Qi(x)eµix,

(k + 1)-tým derivováńım (8) dostaneme
0 = Q2(x)eµ2x + · · · + Qr(x)eµrx,

tedy (r − 1)-členná relace by musela rovněž platit, což je spor. □

Předpokládejme nyńı rovnost
p∑

i=1

ki−1∑
j=0

cijxj


︸ ︷︷ ︸

Pi(x)

eλix = 0

pro každé x ∈ I. Z předchoźıho lemmatu vyplývá, že všechny polynomy Pi(x) jsou nulové, tud́ıž
cij = 0. Z toho plyne, že řešeńı (7) jsou lineárně nezávislá a tvoř́ı fundamentálńı systém.

Pro rovnici s reálnými koeficienty existuje reálný fundamentálńı systém. Nalezený fundamentálńı
systém ale neńı reálný, protože kořeny charakteristického polynomu mohou být komplexńı. Vı́me
ovšem, že pokud je kořenem a+ ib, je kořenem i a− ib. Pokud fundamentálńı systém obsahuje dvojici
řešeńı

y1(x) = xke(a+ib)x, y2(x) = xke(a−ib)x.

Tuto dvojici ze systému odstrańıme a mı́sto ńı zařad́ıme

z1(x) = y1(x) + y2(x)
2 , z2(x) = y1(x) − y2(x)

2ı ,

tedy
z1(x) = xkeax cos bx, z2(x) = xkeax sin bx.

Je potřeba dokázat, že i nový systém je fundamentálńı. Plat́ı, že
1/2 1/2 0 . . . 0
1/2ı 1/2ı 0 . . . 0

0 0 1 . . . 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 . . . 1




y1(x)
y2(x)
y3(x)

...
yn(x)

 =


z1(x)
z2(x)
y3(x)

...
yn(x)
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a protože

Wz1,z2,y3,...,yn
= − 1

2ıWy1,y2,y3,...,yn
̸= 0

a protože Wy1,y2,y3,...,yn
̸= 0, je to fundamentálńı systém.

1.3. Systémy lineárńıch diferenciálńıch rovnic. Systémem lineárńıch rovnic rozumı́me systém

(9) y⃗′ = A(x)y⃗ + b⃗(x).

Systémem lineárńıch rovnic bez pravé strany rozumı́me systém

(10) y⃗′ = A(x)y⃗.

Zavád́ıme lineárńı diferenciálńı operátor L(y⃗) = y⃗′ − A(x)y⃗. Plat́ı-li L(z⃗) = b⃗(x) a L(y⃗) = θ⃗,
je z⃗ + y⃗ řešeńım (9). Jsou-li y⃗, z⃗ řešeńı (9), pak z⃗ − y⃗ řeš́ı (10).

1.3.1. Nalezeńı všech řešeńı systému bez pravých stran.
(1) Nulový vektor θ⃗ je řešeńım (10).
(2) Jestliže řešeńı y⃗(x) splňuje v bodě x0 ∈ I podmı́nku y⃗(x0) = θ⃗, pak z jednoznačnosti řešeńı

plyne, y⃗(x) = 0 pro každé x ∈ I.
(3) Jsou-li y⃗(1), y⃗(2), . . . , y⃗(n) řešeńı (10), pak

k∑
i=1

ciy⃗
(i)(x)

je řešeńı (10).
Bud’te y⃗(1), y⃗(2), . . . , y⃗(n) funkce takové, že

y⃗(i)(x) =


y

(i)
1 (x)

y
(i)
2 (x)

...
y

(i)
n (x)

 .

Potom definujeme wronskián

Wy⃗(1),y⃗(2),...,y⃗(n)(x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
y

(1)
1 (x) y

(2)
1 (x) . . . y

(n)
1 (x)

y
(1)
2 (x) y

(2)
2 (x) . . . y

(n)
2 (x)

...
...

...
y

(1)
n (x) y

(2)
n (x) . . . y

(n)
n (x)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Věta 15. Jsou-li funkce y⃗(1), y⃗(2), . . . , y⃗(n) lineárně závislé na intervalu I, potom v každém bodě
x ∈ I je

Wy⃗(1),y⃗(2),...,y⃗(n)(x) = 0.

D̊ukaz. Necht’ existuj́ı c1, c2, . . . , cn ne všechna rovná nule taková, že pro každé x ∈ I je
n∑

i=1
ciy⃗

(i)(x) = θ⃗,

tedy pro každé x ∈ I a i ∈ n̂ je
n∑

j=1
cjy

(j)
i (x) = 0.

To je systém s matićı stejnou jako je matice W a má netriviálńı řešeńı, tedy Wy⃗(1),y⃗(2),...,y⃗(n)(x) =
0. □
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Poznámka. Předchoźı větu nelze obecně obrátit, např́ıklad funkce x a x2 jsou lineárně nezávislé, ale∣∣∣∣x x2

0 0

∣∣∣∣ = 0.

Plat́ı však následuj́ıćı věta.

Věta 16. Necht’ y⃗(1), y⃗(2), . . . , y⃗(n) jsou řešeńı (10) na intervalu I. Jestliže alespoň v jednom bodě
x0 ∈ I je

Wy⃗(1),y⃗(2),...,y⃗(n)(x0) = 0,

jsou y⃗(1), y⃗(2), . . . , y⃗(n) lineárně závislé.

D̊ukaz. Bud’ W (x0) = 0. Potom existuj́ı c1, c2, . . . , cn ne všechna rovná nule taková, že
n∑

j=1
cj y⃗(j)(x0) = 0

Bud’

Y⃗ (x) =
n∑

i=1
ciy⃗

(i)(x).

Plat́ı, že Y⃗ (x0) = θ⃗ a proto z jednoznačnosti Y⃗ (x) = 0 pro každé x ∈ I. Proto plat́ı
n∑

i=1
ciy⃗

(i)(x) = 0

pro každé x ∈ I a tedy funkce jsou lineárně závislé. □

Př́ımým d̊usledkem dvou předchoźıch vět je následuj́ıćı věta.

Věta 17. Jsou-li y⃗(1), y⃗(2), . . . , y⃗(n) řešeńı systému (10) na intervalu I, potom Wy⃗(1),y⃗(2),...,y⃗(n) je
bud’ pro každé x ∈ I r̊uzný od nuly nebo je pro každé x ∈ I roven nule. Prvńı př́ıpad nastává, když
jsou řešeńı lineárně nezávislá, druhý, když jsou lineárně závislá.

Definice 18. Fundamentálńım systémem řešeńı systému (10) nazýváme každých n lineárně
nezávislých řešeńı (10).

Věta 19. Necht’ y⃗(1), y⃗(2), . . . , y⃗(n) je fundamentálńı systém řešeńı (10). Pak každé řešeńı y⃗(x)
systému (10) lze psát ve tvaru

y⃗ = c1y⃗(1)(x) + c2y⃗(2)(x) + · · · + cny⃗(n)(x),
kde ci jsou konstanty, které jsou řešeńım y⃗(x) určený jednoznačně.

D̊ukaz. Bud’ x0 ∈ I. Protože řešeńı tvoř́ı fundamentálńı systém, je W (x0) ̸= 0. Uvažujme soustavu
lineárńıch rovnic

n∑
j=1

cjy
(j)
i (x0) = yi(x0)

pro každé i ∈ n̂. Protože matice soustavy je regulárńı, je soustava jednoznačně řešitelná. Definujme

Y⃗ = y⃗(x) −
n∑

i=1
ciy⃗

(i)(x).

Protože Y⃗ je lineárńı kombinace řešeńı systému (10), řeš́ı i Y⃗ systém (10). Protože Y⃗ (x0) = 0, je
Y⃗ (x) = 0 pro každé x ∈ I. Nakombinovali jsme tak řešeńı y⃗ z fundamentálńıho systému.

Necht’ také plat́ı

y⃗(x) =
n∑

i=1
diy⃗

(i)(x).

Potom

θ⃗ =
n∑

i=1
(ci − di)y⃗(i)(x),
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proto muśı platit di = ci pro i ∈ n̂. □

Věta 20. Existuj́ı fundamentálńı systémy řešeńı systému (10), při reálných aij(x) existuj́ı reálné
fundamentálńı systémy.

D̊ukaz. Bud’ x0 ∈ I. Bud’te dále y⃗(1), y⃗(2), . . . , y⃗(n) řešeńı taková, že y⃗(1)(x0) = e(1), y⃗(2)(x0) =
e(2), . . . , y⃗(n)(x0) = e(n). Potom Wy⃗(1),y⃗(2),...,y⃗(n)(x0) = 1. □

Věta 21. Necht’ y⃗(1), y⃗(2), . . . , y⃗(n) jsou řešeńı (10). Necht’

Γ =

γ11 . . . γ1n

...
...

γn1 . . . γnn

 ,

je daná matice. Položme

(11) z⃗(i)(x) =
n∑

j=1
γij y⃗(j)(x)

pro každé i ∈ n̂. Pak funkce z⃗(i)(x) jsou opět řešeńı (10) a plat́ı

Wz⃗(1),...,z⃗(n) = det ΓWy⃗(1),...,y⃗(n)

a tud́ıž z⃗(1), z⃗(2), . . . , z⃗(n) je fundamentálńı systém, právě když y⃗(1), y⃗(2), . . . , y⃗(n) je fundamentálńı
systém a det Γ ̸= 0.

D̊ukaz. Vztah (11) je ekvivalentńı vztahu

(z⃗(1), z⃗(2), . . . , z⃗(n)) = (y⃗(1), y⃗(2), . . . , y⃗(n))ΓT .

Z toho vyplývá, že každá z funkćı z⃗(1), z⃗(2), . . . , z⃗(n) je lineárńı kombinaćı funkćı y⃗(1), y⃗(2), . . . , y⃗(n).
Současně z toho vyplývá vztah pro determinanty. □

Věta 22. Pro libovolnou n-tici řešeńı y⃗(1), y⃗(2), . . . , y⃗(n) systému (10) a bod x0 ∈ J plat́ı

Wy⃗(1),y⃗(2),...,y⃗(n)(x) = Wy⃗(1),y⃗(2),...,y⃗(n)(x0)e
∫ x

x0
τ(A(t))dt

,

kde τ(A(x)) = a11(x) + a22(x) + · · · + ann(x) = Tr A(x) je stopa matice A(x).

D̊ukaz. Pro derivaci wronskiánu plat́ı podle lemmatu 10

d
dx

Wy⃗(1),y⃗(2),...,y⃗(n) =
n∑

k=1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

y
(1)
1 (x) y

(2)
1 (x) . . . y

(n)
1 (x)

...
...

...
y

(1)
k−1(x) y

(2)
k−1(x) . . . y

(n)
k−1(x)

y
(1)
k

′
(x) y

(2)
k

′
(x) . . . y

(n)
k

′
(x)

y
(1)
k+1(x) y

(2)
k+1(x) . . . y

(n)
k+1(x)

...
...

...
y

(1)
n (x) y

(2)
n (x) . . . y

(n)
n (x)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Na i-tém mı́stě v derivovaném řádku je zderivovaná k-tá složka i-tého řešeńı, která vyhovuje k-té
rovnici systému:

y
(i)
k

′
=

n∑
j=1

akj(x)y(i)
j (x).

Tento vztah dosad́ıme za derivace a odečteme od derivovaného řádku vhodné násobky ostatńıch tak,
aby tam z̊ustal pouze k-tý sč́ıtanec. k-tý řádek determinantu bude pak mı́t tvar∣∣∣akk(x)y(1)

k akk(x)y(2)
k . . . akk(x)y(n)

k

∣∣∣ .
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Potom plat́ı, že

d
dx

Wy⃗(1),y⃗(2),...,y⃗(n) =
n∑

k=1
akk(x)Wy⃗(1),y⃗(2),...,y⃗(n) = Wy⃗(1),y⃗(2),...,y⃗(n)τ(A(x)).

Pro W = 0 věta plat́ı, pokud W ̸= 0, je to separovatelná rovnice a jej́ı řešeńı je (z počátečńıch
podmı́nek C = W (x0))

W = W (x0)e
∫ x

x0
τ(A(t))dt

. □

Věta 23. Necht’ funkce y⃗(1), y⃗(2), . . . , y⃗(n) splňuj́ı vztah
Wy⃗(1),y⃗(2),...,y⃗(n) ̸= 0

pro x ∈ I, kde I je interval, a maj́ı na I spojité derivace. Pak existuje právě jeden systém tvaru
(10), jehož jsou fundamentálńım systémem. Je to systém∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

y′
i y

(1)
i

′
y

(2)
i

′
. . . y

(n)
i

′

y′
1 y

(1)
1

′
y

(2)
1

′
. . . y

(n)
1

′

y′
2 y

(1)
2

′
y

(2)
2

′
. . . y

(n)
2

′

...
...

...
...

y′
n y

(1)
n

′
y

(2)
n

′
. . . y

(n)
n

′

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1

Wy⃗(1),y⃗(2),...,y⃗(n)
= 0

pro každé i ∈ n̂.

D̊ukaz. Prvńı část dokážeme sporem. Předpokládejme, že y⃗(1), y⃗(2), . . . , y⃗(n) řeš́ı r̊uzné systémy y⃗(i) =
A(x)y⃗(i) i y⃗(i) = B(x)y⃗(i). Potom (A(x) − B(x))y⃗(i)(x) = 0 pro každé i ∈ n̂, tedy

(A(x) − B(x)) (y⃗(1)(x), y⃗(2)(x), . . . , y⃗(n)(x))︸ ︷︷ ︸
Y

= 0.

Matice Y je regulárńı, nebot’ funkce jsou lineárně nezávislé, proto existuje Y−1, po vynásobeńı
rovnice Y−1 zprava dostaneme A(x) − B(x) = 0, tedy matice A(x) a B(x) jsou stejné, což je spor.

Rozvinut́ım matice podle 1. sloupce dostaneme systém typu (10). Po dosazeńı libovolného y⃗(i) za
y⃗ rovnost plat́ı. □

1.4. Systémy lineárńıch diferenciálńıch rovnic s konstantńımi koeficienty. Systém y⃗′ =
Ay⃗ + b⃗(x), kde A ∈ Cn,n.

1.4.1. Nalezeńı fundamentálńıho systému. Řešeńı systému y⃗′ = Ay⃗ se pokuśıme hledat ve tvaru
y⃗(x) = v⃗eλx; λv⃗eλx = Av⃗eλx. Pokud je A diagonalizovatelná, jsou v⃗ vlastńı vektory. Pokud ne, je
to složitěǰśı.

Věta 24. Necht’ λ1, λ2, . . . , λp jsou všechna vzájemně r̊uzná vlastńı č́ısla matice A řádu n s al-
gebraickými násobnostmi k1, k2, . . . , kp, k1 + kp + · · · + kp = n. Pak systém diferenciálńıch rovnic
y⃗′ = Ay⃗ má fundamentálńı systém řešeńı tvaru

y⃗
(1)
1 (x)eλ1x, y⃗

(1)
2 (x)eλ1x, . . . y⃗

(1)
k2

(x)eλ1x,

y⃗
(2)
1 (x)eλ2x, y⃗

(2)
2 (x)eλ2x, . . . y⃗

(2)
k2

(x)eλ2x,
...

...
...

y⃗
(p)
1 (x)eλpx, y⃗

(p)
2 (x)eλpx, . . . y⃗

(p)
kp

(x)eλpx,

kde y
(i)
j (x) je n vektor̊u, jejichž složky jsou polynomy stupně nejvýše j − 1 (nebo jsou nulové).

D̊ukaz. Existuje regulárńı matice T taková, že plat́ı A = TJT−1, kde J je matice v Jordanově
normálńım tvaru. Vynásobeńım rovnice y⃗′ = Ay⃗ = TJT−1 matićı T−1 zleva dostaneme T−1y⃗′ =
JT−1y⃗. Označme z⃗ = T−1y⃗ a uvažujme systém z⃗′ = Jz⃗. Pokud najdeme fundamentálńı systém
výše uvedených vlastnost́ı systému z⃗′ = Jz⃗, odpov́ıdá mu fundamentálńı systém stejných vlastnost́ı
systému y⃗′ = Ay⃗, nebot’ lineárńı kombinaćı polynomů stupně k dostaneme opět polynom stupně k.
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Matice J má blokový tvar

J =



J
(1)
1

J
(1)
2

. . .
J

(1)
k1

. . .
J

(p)
kp


,

kde

J(1)
i =


λ1
1 λ1

1 λ1
. . . . . .

1 λ1

 .

Systém z⃗′ = Jz⃗ má tedy tvar (q := k1)

z′
1 = λ1z1

z′
2 = z1 + λ1z2

z′
3 = z2 + λ1z3

...
. . .

z′
q = zq−1 + λ1zq

z′
q+1 = λ2zq+1

z′
q+2 = zq+1 + λ2zq+2

...
. . .

Hledáńı fundamentálńıho systému jsme tak rozložili na d́ılč́ı problémy. Nyńı řeš́ıme systém

z′
1 = λ1z1

z′
2 = z1 + λ1z2

z′
3 = z2 + λ1z3

...
. . .

z′
q = zq−1 + λ1zq.

Tady z′
i = zi−1 + λ1zi. Zavedeme substituci zi(x) = eλ1xui(x), dosazeńım vyjde

z′
i = eλ1xui−1 + λ1eλ1xui

a derivaćı identity vyjde
z′

i = λ1eλ1xui + eλ1xu′
i

a tedy u′
i = ui−1. Tento systém má q lineárně nezávislých řešeńı, např́ıklad

0
0
0
...
0
0
0
1


,



0
0
0
...
0
0
1
x


,



0
0
0
...
0
1
x
x2

2!


,



0
0
0
...
1
x
x2

2!
x3

3!


, . . . ,


1
x
x2

2!
...

xq−1

(q−1)!

 .
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Řešeńı celého systému pak jsou

0
0
0
...
0
0
0
1
0
...
0



eλ1x,



0
0
0
...
0
0
1
x
0
...
0



eλ1x,



0
0
0
...
0
1
x
x2

2!
0
...
0



eλ1x,



0
0
0
...
1
x
x2

2!
x3

3!
0
...
0



eλ1x, . . . ,



1
x
x2

2!
...

xq−1

(q−1)!
0
...
0


eλ1x, . . . □

Poznámka. Je-li λ1 k1-násobné vlastńı č́ıslo, existuje skupina k1 lineárně nezávislých řešeńı tvaru
y⃗(x)eλ1x, kde y⃗(x) má za své složky polynomy stupně nejvýše k1 − 1.

To umožňuje hledat fundamentálńı systémy metodou ”neurčitých koeficient̊u“. Za y⃗(x) dosad́ıme
součin z⃗(x)eλ1x, kde z⃗(x) je ”polynomiálńı“ vektor. V každé rovnici dostaneme rovnost dvou poly-
nomů stupně nejvýše k1 − 1.

1.4.2. Metoda variace konstant. Bud’ y⃗(1), y⃗(2), . . . , y⃗(n) fundamentálńı systém systému (10).
Předpokládáme partikulárńı řešeńı systému s pravou stranou

c1(x)y⃗(1)(x) + c2(x)y⃗(2)(x) + · · · + cn(x)y⃗(n)(x).
Dosazeńım do systému dostaneme

c′
1(x)y⃗(1)(x) + c′

2(x)y⃗(2)(x) + · · · + c′
n(x)y⃗(n)(x)+

+ c1(x) ⃗y(1)
′
(x) + c2(x) ⃗y(2)

′
(x) + · · · + cn(x) ⃗y(n)

′
(x) =

= c1(x)A(x)y⃗(1)(x) + c2(x)A(x)y⃗(2)(x) + · · · + cn(x)A(x)y⃗(n)(x) + b⃗(x)
a

n∑
i=1

c′
i(x)y⃗(i)(x) = b⃗(x),

protože ci(x)y⃗(i)
′
(x) = ci(x)A(x)y⃗(i)(x) pro každé i ∈ n̂. Matice soustavy je regulárńı, existuje proto

právě jedno řešeńı. Soustavu vyřeš́ıme Cramerovým pravidlem. Protože všechny funkce y⃗(i) i b⃗ jsou
spojité, bude spojité i řešeńı.
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