1. RESENI NEKTERYCH SPECIALNICH ROVNIC 1. RADU

1.1. ReSeni rovnice y' = f(x,y). Rovnici tvaru ¢y’ = f(x,y) nazgvdme rovnici ve tvaru vyreseném
vzhledem k 1. derivaci. Kfivku f(x,y) = ¢ nazgvame isoklina.

1.2. Rovnice se separovanymi proménnymi. Rovnici se separovanymi proménnymi rozumime
rovnici tvaru

(1) P(z) +Q(y)y' =0,
kde P(z) a Q(y) jsou spojité funkce jedné redlné proménné.

Véta 1. Necht P(x) je spojitd na intervalu Z = (a,b) a Q(y) spojitd na intervalu K = (c, d). Potom

(1) kazdé feseni rovnice (1) na intervalu Z; C Z spliluje rovnici

(2) /P(x)dx - /Q(y)dy e

pro néjaké C.
(2) Kazd4 funkce implicitné definované vztahem (2) pfi libovolném C na intervalu Zo C Z, kterd
mé na intervalu Z, derivaci, je fesenim (1).

Dikaz. (1) (=) Integrovanim rovnice a substituci y = u(x) okamzité dostavame

0= [P+ Quiw@yar = [ P d:Jc+/62

(2) (&) Bud F'(z) = P(x), G'(y) = Q(y), necht plati F(z) + G(y) = C, F(z) + G(z2(x)) = C.
Potom pro derivaci musi platit
P(z) + Q(2(x))# (x) = 0
O

Véta 2. Necht P(z) je spojitd na (a,b), Q(y) spojitd na (c,d), necht Q(y) # 0 pro y € (c,d).
Potom kazdym bodem oblasti (a,b) X (¢,d) prochdzi pravé jedna integralni kiivka rovnice (1) (tj.
je-li [xo,y0] € (a,b) x (¢,d) existuje pravé jedno FeSeni (1) spliujici rovnici y(zg) = xo).

Dikaz. (1) Budte F'(z) = P(z), G'(y) = Q(y), necht funkce y(z) vyhovuje rovnici F(x) +
G(y(z)) = C. Soucasné musi platit F(xo) + G(yo) = C, celkem tedy musi y(x) spliiovat
rovnici F(z) + G(y(x)) = F(zo) + G(yo). Diky spojitosti parcidlnich derivaci 1ze y(z) z této
rovnice explicitné vyjadrit.

(2) Bud'te y1(z),y2(x), y1(z0) = y2(z0) = yo riizna feseni (1) na (a, B) 3 x¢. Potom musi platit

P(x) + Qu1(2))y1(x) = P(x) + Q(y2(x))ys(2),

d d

2 Gn() = L Gln).
tedy G(y1(z)) = G(y2(x))+C. Protoze tato rovnice musi platit i pro z = z, jedinou moznou
hodnotou C je C = 0. Protoze @ je spojitd a Q(x) # 0, je G prostd, tudiz yi(z) = ya(x),
COZ je spor. O

1.3. Separovatelné rovnice. Separovatelnou rovnici rozumime rovnici tvaru

Pi(z)Pa(y) + Q1(2)Q2(y)y’ =0,
kde Py, Q1 jsou spojité na (a,b) a Pa, Q2 jsou spojité na (¢, d). Za predpokladu Q1(x)Ps(y) # 0 1ze
tuto rovnici prevést na rovnici tvaru
Py () + QQ(y)y/ _
Qi(z)  Pa(y)

Oznatme ay,az,...,an € (a,b) a by, ba,...,b, € (¢,d) nulové body Q; resp. Ps. Resenim ptivodn{
rovnice jsou i konstantni kiivky y = b; na (a, b).
Pri urcovani definicniho oboru je nutné ovérit pripadné priseciky s konstantami.
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1.4. Homogenni diferencidlni rovnice 1. rfadu.
Definice 3. Funkce n redlnych proménnych F(x1,xo,...,x,) se nazyvd homogenni stupné k,
plati-li, ze

F(txy,txg, ... tx,) =tV F(zy,x0, ..., 2y).

Rovnici

(3) P(:my) + Q(xvy)yl =0,

kde P, (@ jsou homogenni funkce stejného stupné k nazyvame homogenni rovnici stupné k.
K feSeni vede substituce y = xu, kde u je novd nezndmé funkce. Ta prevede puvodni rovnici na
rovnici

P(z,zu) + Q(z, zu)(u + zu’) = 0,
2*[P(1,u) + Q(1,u)(u + zu)] = 0,
ktera je separovatelna.
Vé&ta 4. Necht 0 ¢ M C R. Je-li u(z) FeSeni rovnice
(4) P(1,u) 4+ Q(1,u)u + zQ(1,u)u’ =0,
je y(x) = xu(x) feSenim rovnice (3). Je-li y FeSenim rovnice (3) na M, existuje u(x), které je FeSenim

(4) na M tak, ze y(z) = zu(x).

Pozndmka. Zavadi se také zobecnéné homogenni (kvazihomogenni) rovnice. Ty se Tesi sub-
stituci y = z - u pro o € R. Této substituce je mozné vyuzit, pokud lze po substituci vytknout x z
kazdého clenu diferencialni rovnice ve stejné mocniné.

1.5. Rovnice tvaru ¢y = f (%) U rovnice tvaru
axr + by + ¢

(5) V= —"
ar + By +

rozlisime nasledujici pripady:
(1) a=p=a=0b=0: Potom

<

()
f(c)x—i-C.
Y
; ar + ¢
_f<a3:+'y)’
o= [ 1(555) ve
;L ax + by
/ f<ax+ﬁy>’

a b
¢ Yo

Bud b #0, pakaB —ab=0aa = %a a rovnici upravime na tvar

, axr + by +c
=1 (g
b lax +by) +~

tedy

Y
(2) b= p =0: Potom

<

(3) c=y=0:

tato rovnice je homogenni.
(4) Neplati b= =0, ale je




(6)

a dale na

z':a+bf BZ+C .

Funkce y(x) je Fesenim (5) na mnoziné M, pravé kdyz z(x) = ax + by(z) je TeSenim (6).

(5) Platf, 7e

b
Z ﬂ‘ £0.
Vyftesime soustavu rovnic
axg+byg+c=0
arg+ fyo+v =0
a zavedeme substituci
U=2I— X r=x9+u
V=YY Y =Yyo +v.
Plati
v(u) =y(z) —yo = y(zo +u) —yo = y(z) =v(z — 20) + Yo
Substituci dostaneme

v =y = (a(x0+u)+b(y0+v)+c):
a(zo +u) + Byo +v) +
B au+bv +arg+byo+c '\ au + bv
=/ (au+ﬁv+am0+ﬂy0+7) =/ (au—f—ﬁv) ’
Je-li v(u) FeSenim rovnice (7), pak y(z) = yo + v(x — o) je FeSenim rovnice (5) a naopak ke
kazdému feseni y(x) rovnice (5) lze nalézt feseni (7) tak, Ze dany vztah plati.

1.6. Linearni diferenciialni rovnice 1. fadu. Rovnice tvaru

(8)

Y +plx)y = q(z),

kde p(x) a g(z) jsou spojité na (a,b).

(1) Reseni rovnice bez pravé strany: Méjme rovnici y' + p(xz)y = 0. Tuto rovnici ziejmé Fesi

y(x) = 0 pro kazdé x. Po vydéleni y (pfedpokldddme y # 0) dostaneme
y/
Y

coz je ekvivalentni s rovnici

In |y| + /p(x)dx =K.
Po odlogaritmovani dostaneme
y=Ce Jr@d R
coz je obecné FeSeni rovnice bez pravé strany pro kazdé C.

Véta 5. Je-li p(z) spojitd na (a,b), prochdzi kazdym bodem [z, yo] € (a,b) X (—o0, +0)
prévé jedna integralni k¥ivka rovnice 3y’ + p(z)y = 0, kterd je feSenim rovnice na celém (a, b).

Dikaz. Obecné feSeni méa tvar

g T
bodem [z, yo] prochdzi pouze
y = goe S "

Osou x prochazi prave y = 0. O



(2) Metoda variace konstanty: Predpokladejme, ze C' zavisi na x

y=Claje 1,
tedy
Clx) = y(a?)efp(r)dm.
Dosazenim za y do (8) obdrzime
C'(a)e” PO — @) S PO () (o) Cla)e [ 70 — o),

y’ Y

po upravé

C'(aye PO — g(a),

C(z) = /q(x)efp(z)dw +C.

Obecné feseni rovnice s pravou stranou je
y(r) = [/ q(m)efp(m)da: . C} o~ [p@s
Véta 6. Necht p(z), q(y) jsou funkce spojité na (a,b). Potom pro libovolné C' je funkce
(9) y(z) = {/ g(z)e) P@1= | O] o [ p@da

feSenim rovnice y’' + p(x)y = ¢(x) na (a,bd). Kazdym bodem [zq,yo] € (a,b) x (—o0,+0c0)
prochézi pravé jedna integralni kiivka, kterd je feSenim na (a,b) a je popsdna rovnici tvaru
(9) pro vhodnou volbu C.

Véta 7. Obecné FeSeni linedrni diferencidlni rovnice s pravou stranou je sou¢tem obecného (ho-
mogenniho) Teseni rovnice bez pravé strany a libovolného pevné zvoleného FeSeni rovnice s pravou
stranou (partikuldrniho feseni).

1.7. Bernoulliho rovnice. Rovnice tvaru
(10) y' +p(@)y = q(x)y,
kde p(z), q(z) jsou spojité na (a,b), @ € R. Pokud je @ = 0 nebo a = 1, je to linedrni rovnice
prvniho radu. Jinak opét y = 0 trivialné resi, za predpokladu y # 0 muzeme rovnici upravit na
!
i;+M@yF“=q@%
dale substituci z =y~ 2/ = (1 — @)y~ ¥y na

Z/

o TPz =)

(11) 2+ (1= a)px)z = (1 - a)q(z).

Véta 8. Necht a # 0,1. Necht p(z), q(x) jsou spojité na (a,b), ¢(x) neni na (a,b) identickd 0.
necht z(z) je feSenim (11) na (a,b). Pak kazd4 funkce y(z) spliiujici na intervalu Z C (a, b) rovnici
y'~%(z) = z(v) a takovd, Ze na svém definiénim oboru je y(z) # 0 a existuje y'(x) na T je feSenfm
(10) na Z.

Naopak necht y(z) je fesenf (10) na Z C (a,b) a y(z) # 0 na Z. Pak existuje TfeSeni z(z) rovnice
(11) na Z takové, ze y'=%(z) = z(x).



1.8. Riccatiho rovnice.

(12) y' = ao(x) + a1 ()y + az(x)y”,

kde ag, a1, as jsou spojité funkce na (a,b). Je-li ag = 0, je to Bernoulliho rovnice, je-li az = 0, je to
linearni rovnice.

(1) Substituce x = ¢(t), kde ¢ mé spojité derivace na (¢, d), ¢(c,c) C (a,b), nezabere,

D Wl (1) = aolp)e! (1) + ar (1)) (y + aao(0) ¢ (1)
protoze dostaneme jenom novou Riccatiho rovnici.
(2) Substituce
_az+f
v= vz 44’
kde «, 3,7, d maji spojité derivace na (c,d) C (a,b) a je

také nezabere.

d 1
% = m[(azl + o' z+ ) (vz4+0) — (Zy++'2+ ) (az+ B)] =

= (’YZ i 6)2 [(O{(S - ’Yﬂ)zl + (0/7 - ’}//OZ)Z2+

+ @5+ B'y—+B—8a)z+ (86— dB))

ao(z) + a1 (z)y + az(z)y* = W[GO(W +0)? +ai(vz +8)(az + B)+
+ az(az + ﬁ)2]

Abychom se v nové rovnici zbavili 22, musi platit

a'y =v'a—apy? — aza® — ayya =0,

Dostali jsme opét pouze jinou Riccatiho rovnici.
(3) Kanonicky tvar Riccatiho rovnice: U y? je koeficient 1 a y v rovnici nevystupuje. Prvniho
1ze dosdhnout substituci

y=w(z)z,
2 2

w2 + 20 = ag + arwz + asw?z*,

2 = a0 + (a1 — W/) z+a2w22,
w w
z ¢ehoZ dostdvame podminku pro w(zx)
1
as(x)’

Nulového koeficientu u y dosdhneme substituci y = u + «, tim rovnice pfejde na

w==

u = lag +ara+ asa’® — o]+ (a1 + 2aza) + asu?,

tedy a musi byt




(4)

Zname-li jedno feSeni yi(x) na (a,b), umime najit zbyvajici. Bud y;(z) feSeni Riccatiho
rovnice
/

yi(z) = ao(x) + a1 (z)y1 () + az(2)yi (2).
Zavedeme substituci

za predpokladu u(z) # 0 je

Po dosazeni dostaneme

., 1 1\?
y=y1——s=atalyn+-—|t+talnt-|] =
u u u

2ay1 | as

U u?

2, M1

= a0+ a1y +agyi + -+

takze
v + (a1 + 2a2y1)u + az = 0.

Tim jsme Riccatiho rovnici pfevedli na linearni diferencialni rovnici prvniho radu.
Vztah Riccatiho rovnice a linedrni diferencidlni rovnice 2. fadu. Uvazujme linearni dife-
rencidlni rovnici 2. fadu

po(x)y” + pu(x)y + p2(2)y =r(z), po(x) # 0.
Bud'te ag, a1, az,ay spojité na (a,b), az(z) # 0, y(z) FeSeni Riccatiho rovnice na («, ) C

(a,b). Zavedeme substituci

) _ efftm(:c)y(a:)dz7

u(x

W' (x) = —az(@)y(@)u(@).
7 této rovnice vyjadiime y

—u'(z)
y(z) =
az(x)u(x)

a derivovanim vyrazu

ul

~ = —agy

u
dostaneme

wu — u/2 , ,
———— = —ahty —agy’.
u? 2
Vynasobime to u?
" 2 / N,,2
u'u—u” = (—agy — azy’)u’,
dosadime za 1’
" 2 / 2 2
u'u — ' = [—aby — az(ag + a1y + azy”)]u’,
dosadime u'(z) = —ag(z)y(x)u(z), vynisobime as/u
u"u = —abyu® — azapu® — azaryu?,
azu” = —abasyu — adaou — adaiyu,

dosadime za y
agu” = a’2u’ — a%aou + agalu’.
Reseni Riccatiho rovnice vyhovuje linearni diferencidlni rovnici 2. stupné

agu’ — [aly + aras)u’ + a2agu = 0.
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Véta 9. Necht ag(x),a1(x),az(x),ah(x) jsou spojité na (a,b). Necht y(x) fesi (12). Potom

funkce

u(x) — e—faz(w)y(I)dl’

je FeSenim (13) na (a, 8). Naopak, necht u(z) je feSenim (13) na (v,4) C (a,b) a u(z) # 0,

az(x) # 0 pro x € (v, 9). Potom

w'(x)
yl(@) = ag(z)u(x)
je Tesenim (12) na (v, 0).
Specidlni Riccatiho rovnice:
y' +ay? = ba®,
kde a,b # 0 jsou konstanty, a € R. Pro o = 0 je to separovatelna rovnice, pro o = —2

dostaneme po substituci

homogenni rovnici
2
u
W =a—b (7) .
x

y = u(x)z +v(z)

Jinak zavedeme substituci

'z +u + v+ a(u®2? + 2uvz + v?) = ba®

uz + (u' 4 2auv)z + (V' + av?) + au?2? = ba®.

Polozme v’ 4+ av? = 0 a v/ + 2auv = 0. Potom

v 1
——=a = v(r)=—
v ax
2u 1
U+ 20w =u' + — =0 = u(r) = =
x x
Zavedeme tedy substituci
z 1
y=-5+—.
x?  ax
Dostaneme ,
z 1
—+ a—422 = bx®,
x x
1,9 2 a+2
Z+—=z x> ™=,
x
Za z dosadime
z=—,
21
2] a
_Z1 B
22 222 ’
1 1
/ . 2
to vynasobime zj
a
2 bt = —-
x
Rovnici pretransformujeme do nové proménné z; = z°+3

—3, x > 0. Pro derivace plati
d 1

d aro d B
dx—(a—l—?))x =

puvodni rovnici upravime na

1
_a+te
, T =

dzy’ dzy (a+3)zot2ds’

, za predpokladu o #



a po transformaci obdrzime

(a+3)j—z11 + bz} = ar, 3—1‘3‘
Po tpravé mame novou Riccatiho rovnici, ale s jinym a.
dz; b a 4
dixl+ a+32% - a+3x11’
kde
_ a+4
o] = — art3 .

Chceme dojit k @y = —2 nebo vy = 0. Pro a; = -2 je a = —2, pro a3 = 0 je a = —4.
Napiseme rekurentni vztah

o = o1 +4
ap_1+3
Ozk+2:fak71+4 2ak,1+3:ak,1+2
ap_1+3 oap—1+3  ap—1+3
L o_oea+d_ 01 1
o + 2 ap_1+2 ap_1+2 o+ 2
Pro ai = 0 (ax = —2 nemd vyznam, protoze se nikam nehnu) dostaneme
L = ! +k = a= —dk
2 a+2 2k -1’
kde £ =0,1,2,.... Pokud zvolime opacny smér rekurze
1 1
a+2 k+ a_g+2’
dostaneme
4k
T ok
kde k=1,2,.... Celkem tedy muzeme nalézt feSeni pro
4k
T -1

kde k € Z. Lze dokézat, ze pro jind « to nejde. Kromé toho lze TeSeni této rovnice prevést
na tvar y” + qr®y = 0, kde ¢ je konstanta.

1.9. Diferencialni rovnice tvaru z = f(y’) resp. y = g(v/).

(1) Rovnice typu z = f(y'). Rovnici parametrizujeme y' = t, x = f(¢). Potom po substituci
dz = f’(t)dt dostaneme

y:/y’dx+C:/tdx+C’:/tf'(t)dtz/tTf'(T)dT—&-C'.

to

Véta 10. Necht funkce f(t) ma v intervalu (1, t2) spojitou kladnou (resp. zdpornou) deri-
vaci, necht
a= inf f(t) b= sup f(t)
te(ty,t2) te(t1,t2)

(resp. a = —oo pro f neomezenou zdola, b = +oo pro f neomezenou shora). Pak kazdym
bodem [xg, yo] € (a,b) x (—o0, +00) prochdzi pravé jedna integralni k¥ivka rovnice z = f(y'),
jejiz te¢na ma smérnici z intervalu (¢1,t2) a je feSenim rovnice na celém (a,b). Parametrické
rovnice této krivky jsou

x = f(1)

t

v= [ @i+,

to



kde t € (tl,tQ). Plati, ze f(t()) = Xg.

Diikaz. Protoze funkce f je prostd, rovnici z = f(y') lze pievést na tvar y' = f~1(z), coz je
rovnice se separovatelnymi proménnymi. Z toho okamzité plyne existence a jednoznacnost
reseni.

Integrovanim a pouzitim pocatecnich podminek dostaneme

/f z)dz + C = /f €)de + yo.

Polozenim x = f(t), xo = f(to) a po substituci x = f(7), de = f/(7)dt mame
f(@) t
v= [ 5©% = [rfdr e O
f(to) to
Rovnice typu y = ¢(y’). Parametrizace y' = ¢, y = g(t).

o= [ [ 14 dt+0/

Véta 11. Necht funkce g(t) mé na intervalu (¢1,t3) spojitou kladnou (resp. zdpornou)
derivaci. Necht 0 & (t1,t2). Oznaéme

dT—|—xo.

o= inf gt B= sup g(t)
te(ty,t2) te(t1,t2)

(resp. @« = —o0, resp. f = 400). Potom kazdym bodem [zg,y0] € (—o0,+00) X (a, )
prochdz{ pravé jedna integraln{ kiivka, kterd je FeSenim rovnice na intervalu (a,b), kde

t

/ /
a=x9+ inf g(7) dr, b=x¢9+ sup / g(7) dr,
te(tl,tQ)t T tE(tl,tz)t T
0 0

priemz ty je definovéno vztahem yo = g(tg). Parametrické rovnice kiivky jsou:

t
!
x:xo—&—/g(ﬂdr
T

to

y = g(t) + o,

kde t € (ty,t5).

Diikaz. Funkce g je prostd, tudfZ existuje inverzni funkce ¢!, tedy 3 = g~ !(y) a pokud
/
Yy #0

/

Yy
-1
()
To je rovnice se separovanymi proménnymi, z ¢ehoz plyne existence a jednoznacnost reseni.
Integraci a z pocatecnich podminek dostaneme

Yo

=1

Dosadime y = g(t), yo = g(to) a zavedeme substituci n = g(7), dn = ¢'(7)dr.
g(t) t
_ _ g'(
T =X+ / =X+ /
g
g(to)

Na zdvér se musi vySetfit pripad, kdy ' = 0 a to je tehdy kdyZ yo = ¢(0), takZe je to
konstantni reseni.
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