
1. Řešeńı některých speciálńıch rovnic 1. řádu

1.1. Řešeńı rovnice y′ = f(x, y). Rovnici tvaru y′ = f(x, y) nazýváme rovnićı ve tvaru vyřešeném
vzhledem k 1. derivaci. Křivku f(x, y) = c nazýváme isoklina.

1.2. Rovnice se separovanými proměnnými. Rovnićı se separovanými proměnnými rozumı́me
rovnici tvaru
(1) P (x) + Q(y)y′ = 0,

kde P (x) a Q(y) jsou spojité funkce jedné reálné proměnné.

Věta 1. Necht’ P (x) je spojitá na intervalu I = (a, b) a Q(y) spojitá na intervalu K = (c, d). Potom
(1) každé řešeńı rovnice (1) na intervalu I1 ⊂ I splňuje rovnici

(2)
∫

P (x)dx +
∫

Q(y)dy = C

pro nějaké C.
(2) Každá funkce implicitně definovaná vztahem (2) při libovolném C na intervalu I2 ⊂ I, která

má na intervalu I2 derivaci, je řešeńım (1).

D̊ukaz. (1) (⇒) Integrováńım rovnice a substitućı y = u(x) okamžitě dostáváme

C =
∫

(P (x) + Q(u(x))u′(x))dx =
∫

P (x)dx +
∫

Q(y)dy.

(2) (⇐) Bud’ F ′(x) = P (x), G′(y) = Q(y), necht’ plat́ı F (x) + G(y) = C, F (x) + G(z(x)) = C.
Potom pro derivaci muśı platit

P (x) + Q(z(x))z′(x) = 0
. □

Věta 2. Necht’ P (x) je spojitá na (a, b), Q(y) spojitá na (c, d), necht’ Q(y) ̸= 0 pro y ∈ (c, d).
Potom každým bodem oblasti (a, b) × (c, d) procháźı právě jedna integrálńı křivka rovnice (1) (tj.
je-li [x0, y0] ∈ (a, b) × (c, d) existuje právě jedno řešeńı (1) splňuj́ıćı rovnici y(x0) = x0).

D̊ukaz. (1) Bud’te F ′(x) = P (x), G′(y) = Q(y), necht’ funkce y(x) vyhovuje rovnici F (x) +
G(y(x)) = C. Současně muśı platit F (x0) + G(y0) = C, celkem tedy muśı y(x) splňovat
rovnici F (x) + G(y(x)) = F (x0) + G(y0). Dı́ky spojitosti parciálńıch derivaćı lze y(x) z této
rovnice explicitně vyjádřit.

(2) Bud’te y1(x), y2(x), y1(x0) = y2(x0) = y0 r̊uzná řešeńı (1) na (α, β) ∋ x0. Potom muśı platit
P (x) + Q(y1(x))y′

1(x) = P (x) + Q(y2(x))y′
2(x),

d
dx

G(y1(x)) = d
dx

G(y2(x)),

tedy G(y1(x)) = G(y2(x))+C. Protože tato rovnice muśı platit i pro x = x0, jedinou možnou
hodnotou C je C = 0. Protože Q je spojitá a Q(x) ̸= 0, je G prostá, tud́ıž y1(x) = y2(x),
což je spor. □

1.3. Separovatelné rovnice. Separovatelnou rovnićı rozumı́me rovnici tvaru
P1(x)P2(y) + Q1(x)Q2(y)y′ = 0,

kde P1, Q1 jsou spojité na (a, b) a P2, Q2 jsou spojité na (c, d). Za předpokladu Q1(x)P2(y) ̸= 0 lze
tuto rovnici převést na rovnici tvaru

P1(x)
Q1(x) + Q2(y)

P2(y) y′ = 0.

Označme a1, a2, . . . , am ∈ (a, b) a b1, b2, . . . , bn ∈ (c, d) nulové body Q1 resp. P2. Řešeńım p̊uvodńı
rovnice jsou i konstantńı křivky y = bi na (a, b).

Při určováńı definičńıho oboru je nutné ověřit př́ıpadné pr̊useč́ıky s konstantami.
1
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1.4. Homogenńı diferenciálńı rovnice 1. řádu.

Definice 3. Funkce n reálných proměnných F (x1, x2, . . . , xn) se nazývá homogenńı stupně k,
plat́ı-li, že

F (tx1, tx2, . . . , txn) = tkF (x1, x2, . . . , xn).

Rovnici
(3) P (x, y) + Q(x, y)y′ = 0,

kde P, Q jsou homogenńı funkce stejného stupně k nazýváme homogenńı rovnićı stupně k.
K řešeńı vede substituce y = xu, kde u je nová neznámá funkce. Ta převede p̊uvodńı rovnici na
rovnici

P (x, xu) + Q(x, xu)(u + xu′) = 0,

xk[P (1, u) + Q(1, u)(u + xu′)] = 0,

která je separovatelná.

Věta 4. Necht’ 0 ̸∈ M ⊂ R. Je-li u(x) řešeńı rovnice
(4) P (1, u) + Q(1, u)u + xQ(1, u)u′ = 0,

je y(x) = xu(x) řešeńım rovnice (3). Je-li y řešeńım rovnice (3) na M , existuje u(x), které je řešeńım
(4) na M tak, že y(x) = xu(x).

Poznámka. Zavád́ı se také zobecněné homogenńı (kvazihomogenńı) rovnice. Ty se řeš́ı sub-
stitućı y = xα · u pro α ∈ R. Této substituce je možné využ́ıt, pokud lze po substituci vytknout x z
každého členu diferenciálńı rovnice ve stejné mocnině.

1.5. Rovnice tvaru y′ = f
(

ax+by+c
αx+βy+γ

)
. U rovnice tvaru

(5) y′ = f

(
ax + by + c

αx + βy + γ

)
rozlǐśıme následuj́ıćı př́ıpady:

(1) α = β = a = b = 0: Potom

y′ = f

(
c

γ

)
,

tedy

y = f

(
c

γ

)
x + C.

(2) b = β = 0: Potom

y′ = f

(
ax + c

αx + γ

)
,

y(x) =
∫

f

(
ax + c

αx + γ

)
+ C.

(3) c = γ = 0:

y′ = f

(
ax + by

αx + βy

)
,

tato rovnice je homogenńı.
(4) Neplat́ı b = β = 0, ale je ∣∣∣∣a b

α β

∣∣∣∣ = 0.

Bud’ b ̸= 0, pak aβ − αb = 0 a α = β
b a a rovnici uprav́ıme na tvar

y′ = f

(
ax + by + c

β
b (ax + by) + γ

)
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a dále na

(6) z′ = a + bf

(
z + c

β
b z + γ

)
.

Funkce y(x) je řešeńım (5) na množině M , právě když z(x) = ax + by(x) je řešeńım (6).
(5) Plat́ı, že ∣∣∣∣a b

α β

∣∣∣∣ ̸= 0.

Vyřeš́ıme soustavu rovnic
ax0 + by0 + c = 0

αx0 + βy0 + γ = 0
a zavedeme substituci

u = x − x0 x = x0 + u

v = y − y0 y = y0 + v.

Plat́ı
v(u) = y(x) − y0 = y(x0 + u) − y0 =⇒ y(x) = v(x − x0) + y0.

Substitućı dostaneme

v′ = y′ = f

(
a(x0 + u) + b(y0 + v) + c

α(x0 + u) + β(y0 + v) + γ

)
=

= f

(
au + bv + ax0 + by0 + c

αu + βv + αx0 + βy0 + γ

)
= f

(
au + bv

αu + βv

)
.

(7)

Je-li v(u) řešeńım rovnice (7), pak y(x) = y0 + v(x − x0) je řešeńım rovnice (5) a naopak ke
každému řešeńı y(x) rovnice (5) lze nalézt řešeńı (7) tak, že daný vztah plat́ı.

1.6. Lineárńı diferenciálńı rovnice 1. řádu. Rovnice tvaru
(8) y′ + p(x)y = q(x),
kde p(x) a q(x) jsou spojité na (a, b).

(1) Řešeńı rovnice bez pravé strany: Mějme rovnici y′ + p(x)y = 0. Tuto rovnici zřejmě řeš́ı
y(x) = 0 pro každé x. Po vyděleńı y (předpokládáme y ̸= 0) dostaneme

y′

y
+ p(x) = 0,

což je ekvivalentńı s rovnićı

ln |y| +
∫

p(x)dx = ln K.

Po odlogaritmováńı dostaneme

y = Ce−
∫

p(x)dx, C ∈ R

což je obecné řešeńı rovnice bez pravé strany pro každé C.

Věta 5. Je-li p(x) spojitá na (a, b), procháźı každým bodem [x0, y0] ∈ (a, b) × (−∞, +∞)
právě jedna integrálńı křivka rovnice y′ +p(x)y = 0, která je řešeńım rovnice na celém (a, b).

D̊ukaz. Obecné řešeńı má tvar

y = Ce
−
∫ x

x0
p(x)dx

,

bodem [x0, y0] procháźı pouze

y = y0e
−
∫ x

x0
p(x)dx

.

Osou x procháźı právě y = 0. □
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(2) Metoda variace konstanty: Předpokládejme, že C záviśı na x

y = C(x)e−
∫

p(x)dx,

tedy

C(x) = y(x)e
∫

p(x)dx.

Dosazeńım za y do (8) obdrž́ıme

C ′(x)e−
∫

p(x)dx − C(x)e−
∫

p(x)dxp(x)︸ ︷︷ ︸
y′

+p(x) C(x)e−
∫

p(x)dx︸ ︷︷ ︸
y

= q(x),

po úpravě

C ′(x)e−
∫

p(x)dx = q(x),

C(x) =
∫

q(x)e
∫

p(x)dx + C.

Obecné řešeńı rovnice s pravou stranou je

y(x) =
[∫

q(x)e
∫

p(x)dx + C

]
e−
∫

p(x)dx.

Věta 6. Necht’ p(x), q(y) jsou funkce spojité na (a, b). Potom pro libovolné C je funkce

(9) y(x) =
[∫

q(x)e
∫

p(x)dx + C

]
e−
∫

p(x)dx

řešeńım rovnice y′ + p(x)y = q(x) na (a, b). Každým bodem [x0, y0] ∈ (a, b) × (−∞, +∞)
procháźı právě jedna integrálńı křivka, která je řešeńım na (a, b) a je popsána rovnićı tvaru
(9) pro vhodnou volbu C.

Věta 7. Obecné řešeńı lineárńı diferenciálńı rovnice s pravou stranou je součtem obecného (ho-
mogenńıho) řešeńı rovnice bez pravé strany a libovolného pevně zvoleného řešeńı rovnice s pravou
stranou (partikulárńıho řešeńı).

1.7. Bernoulliho rovnice. Rovnice tvaru

(10) y′ + p(x)y = q(x)yα,

kde p(x), q(x) jsou spojité na (a, b), α ∈ R. Pokud je α = 0 nebo α = 1, je to lineárńı rovnice
prvńıho řádu. Jinak opět y = 0 triviálně řeš́ı, za předpokladu y ̸= 0 můžeme rovnici upravit na

y′

yα
+ p(x)y1−α = q(x),

dále substitućı z = y1−α, z′ = (1 − α)y−αy′ na

z′

1 − α
+ p(x)z = q(x)

a

(11) z′ + (1 − α)p(x)z = (1 − α)q(x).

Věta 8. Necht’ α ̸= 0, 1. Necht’ p(x), q(x) jsou spojité na (a, b), q(x) neńı na (a, b) identická 0.
necht’ z(x) je řešeńım (11) na (a, b). Pak každá funkce y(x) splňuj́ıćı na intervalu I ⊂ (a, b) rovnici
y1−α(x) = z(x) a taková, že na svém definičńım oboru je y(x) ̸= 0 a existuje y′(x) na I je řešeńım
(10) na I.

Naopak necht’ y(x) je řešeńı (10) na I ⊂ (a, b) a y(x) ̸= 0 na I. Pak existuje řešeńı z(x) rovnice
(11) na I takové, že y1−α(x) = z(x).
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1.8. Riccatiho rovnice.

(12) y′ = a0(x) + a1(x)y + a2(x)y2,

kde a0, a1, a2 jsou spojité funkce na (a, b). Je-li a0 ≡ 0, je to Bernoulliho rovnice, je-li a2 ≡ 0, je to
lineárńı rovnice.

(1) Substituce x = φ(t), kde φ má spojité derivace na (c, d), φ(c, c) ⊂ (a, b), nezabere,
dy

dt
= dy

dx
φ′(t) = a0(φ(t))φ′(t) + a1(φ(t))φ′(t)y + a2(φ(t))φ′(t)y2

protože dostaneme jenom novou Riccatiho rovnici.
(2) Substituce

y = αz + β

γz + δ
,

kde α, β, γ, δ maj́ı spojité derivace na (c, d) ⊂ (a, b) a je∣∣∣∣α β
γ δ

∣∣∣∣ ̸= 0

také nezabere.
dy

dx
= 1

(γz + δ)2 [(αz′ + α′z + β′)(γz + δ) − (z′γ + γ′z + δ′)(αz + β)] =

= 1
(γz + δ)2 [(αδ − γβ)z′ + (α′γ − γ′α)z2+

+ (α′δ + β′γ − γ′β − δ′α)z + (β′δ − δ′β)]

a0(x) + a1(x)y + a2(x)y2 = 1
(γz + δ)2 [a0(γz + δ)2 + a1(γz + δ)(αz + β)+

+ a2(αz + β)2].
Abychom se v nové rovnici zbavili z2, muśı platit

α′γ − γ′α − a0γ2 − a2α2 − a1γα = 0,

α′γ − γ′α

γ2 − a0 − a2

(
α

γ

)2
− a1

α

γ
= 0,(

α

γ

)′

− a0 − a2

(
α

γ

)2
− a1

α

γ
= 0.

Dostali jsme opět pouze jinou Riccatiho rovnici.
(3) Kanonický tvar Riccatiho rovnice: U y2 je koeficient ±1 a y v rovnici nevystupuje. Prvńıho

lze dosáhnout substitućı
y = ω(x)z,

ωz′ + zω′ = a0 + a1ωz + a2ω2z2,

z′ = a0

ω
+
(

a1 − ω′

ω

)
z + a2ωz2,

z čehož dostáváme podmı́nku pro ω(x)

ω = ± 1
a2(x) .

Nulového koeficientu u y dosáhneme substitućı y = u + α, t́ım rovnice přejde na

u′ = [a0 + a1α + a2α2 − α′] + (a1 + 2a2α) + a2u2,

tedy α muśı být

α(x) = − a1(x)
2a2(x) .
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(4) Známe-li jedno řešeńı y1(x) na (a, b), umı́me naj́ıt zbývaj́ıćı. Bud’ y1(x) řešeńı Riccatiho
rovnice

y′
1(x) = a0(x) + a1(x)y1(x) + a2(x)y2

1(x).
Zavedeme substituci

u(x) = 1
y(x) − y1(x) ,

za předpokladu u(x) ̸= 0 je

y(x) = y1(x) + 1
u(x) .

Po dosazeńı dostaneme

y′ = y′
1 − u′

u2 = a0 + a1

(
y1 + 1

u

)
+ a2

(
y1 + 1

u

)2
=

= a0 + a1y1 + a2y2
1 + a1

u
+ 2a2y1

u
+ a2

u2

,

takže
u′ + (a1 + 2a2y1)u + a2 = 0.

T́ım jsme Riccatiho rovnici převedli na lineárńı diferenciálńı rovnici prvńıho řádu.
(5) Vztah Riccatiho rovnice a lineárńı diferenciálńı rovnice 2. řádu. Uvažujme lineárńı dife-

renciálńı rovnici 2. řádu

p0(x)y′′ + p1(x)y′ + p2(x)y = r(x), p0(x) ̸= 0.

Bud’te a0, a1, a2, a′
2 spojité na (a, b), a2(x) ̸= 0, y(x) řešeńı Riccatiho rovnice na (α, β) ⊂

(a, b). Zavedeme substituci

u(x) = e−
∫

a2(x)y(x)dx,

u′(x) = −a2(x)y(x)u(x).
Z této rovnice vyjádř́ıme y

y(x) = −u′(x)
a2(x)u(x)

a derivováńım výrazu
u′

u
= −a2y

dostaneme
u′u − u′2

u2 = −a′
2y − a2y′.

Vynásob́ıme to u2

u′′u − u′2 = (−a′
2y − a2y′)u2,

dosad́ıme za y′

u′′u − u′2 = [−a′
2y − a2(a0 + a1y + a2y2)]u2,

dosad́ıme u′(x) = −a2(x)y(x)u(x), vynásob́ıme a2/u

u′′u = −a′
2yu2 − a2a0u2 − a2a1yu2,

a2u′′ = −a′
2a2yu − a2

2a0u − a2
2a1yu,

dosad́ıme za y

a2u′′ = a′
2u′ − a2

2a0u + a2a1u′.

Řešeńı Riccatiho rovnice vyhovuje lineárńı diferenciálńı rovnici 2. stupně

(13) a2u′′ − [a′
2 + a1a2]u′ + a2

2a0u = 0.
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Věta 9. Necht’ a0(x), a1(x), a2(x), a′
2(x) jsou spojité na (a, b). Necht’ y(x) řeš́ı (12). Potom

funkce
u(x) = e−

∫
a2(x)y(x)dx

je řešeńım (13) na (α, β). Naopak, necht’ u(x) je řešeńım (13) na (γ, δ) ⊂ (a, b) a u(x) ̸= 0,
a2(x) ̸= 0 pro x ∈ (γ, δ). Potom

y(x) = − u′(x)
a2(x)u(x)

je řešeńım (12) na (γ, δ).

(6) Speciálńı Riccatiho rovnice:
y′ + ay2 = bxα,

kde a, b ̸= 0 jsou konstanty, α ∈ R. Pro α = 0 je to separovatelná rovnice, pro α = −2
dostaneme po substituci

y(x) = 1
u(x)

− u′

u2 + a

u2 = b

x2

homogenńı rovnici
u′ = a − b

(u

x

)2
.

Jinak zavedeme substituci
y = u(x)z + v(x)

u′z + uz′ + v′ + a(u2z2 + 2uvz + v2) = bxα

uz′ + (u′ + 2auv)z + (v′ + av2) + au2z2 = bxα.

Položme v′ + av2 = 0 a u′ + 2auv = 0. Potom

− v′

v2 = a =⇒ v(x) = 1
ax

u′ + 2auv = u′ + 2u

x
= 0 =⇒ u(x) = 1

x2

Zavedeme tedy substituci
y = z

x2 + 1
ax

.

Dostaneme
z′

x2 + a
1
x4 z2 = bxα,

z′ + a

x2 z2 = bxα+2.

Za z dosad́ıme
z = 1

z1
,

− z′
1

z2
1

+ a

x2z2
1

= bxα+2,

to vynásob́ıme z2
1

z′
1 + bxα+2z2

1 = a

x2 .

Rovnici přetransformujeme do nové proměnné x1 = xα+3, x = x
1

α+3
1 , za předpokladu α ̸=

−3, x > 0. Pro derivace plat́ı
d

dx
= (α + 3)xα+2 d

dx1
,

d
dx1

= 1
(α + 3)xα+2

d
dx

,

p̊uvodńı rovnici uprav́ıme na
z′

1
xα+2 + bz2

1 = a

xα+4
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a po transformaci obdrž́ıme

(α + 3) dz1

dx1
+ bz2

1 = ax
− α+4

α+3
1 .

Po úpravě máme novou Riccatiho rovnici, ale s jiným α.
dz1

dx1
+ b

α + 3z2
1 = a

α + 3xα1
1 ,

kde
α1 = −α + 4

α + 3 .

Chceme doj́ıt k α1 = −2 nebo α1 = 0. Pro α1 = −2 je α = −2, pro α1 = 0 je α = −4.
Naṕı̌seme rekurentńı vztah

αk = −αk−1 + 4
αk−1 + 3

αk + 2 = −αk−1 + 4
αk−1 + 3 + 2αk−1 + 3

αk−1 + 3 = αk−1 + 2
αk−1 + 3

1
αk + 2 = αk−1 + 3

αk−1 + 2 = 1 + 1
αk−1 + 2 = k + 1

α + 2 .

Pro αk = 0 (αk = −2 nemá význam, protože se nikam nehnu) dostaneme
1
2 = 1

α + 2 + k =⇒ α = −4k

2k − 1 ,

kde k = 0, 1, 2, . . . . Pokud zvoĺıme opačný směr rekurze
1

α + 2 = k + 1
α−k + 2 ,

dostaneme
α = −4k

2k + 1 ,

kde k = 1, 2, . . . . Celkem tedy můžeme nalézt řešeńı pro

α = −4k

2k − 1 ,

kde k ∈ Z. Lze dokázat, že pro jiná α to nejde. Kromě toho lze řešeńı této rovnice převést
na tvar y′′ + qxαy = 0, kde q je konstanta.

1.9. Diferenciálńı rovnice tvaru x = f(y′) resp. y = g(y′).
(1) Rovnice typu x = f(y′). Rovnici parametrizujeme y′ = t, x = f(t). Potom po substituci

dx = f ′(t)dt dostaneme

y =
∫

y′dx + C =
∫

tdx + C =
∫

tf ′(t)dt =
t∫

t0

τf ′(τ)dτ + C.

Věta 10. Necht’ funkce f(t) má v intervalu (t1, t2) spojitou kladnou (resp. zápornou) deri-
vaci, necht’

a = inf
t∈(t1,t2)

f(t) b = sup
t∈(t1,t2)

f(t)

(resp. a = −∞ pro f neomezenou zdola, b = +∞ pro f neomezenou shora). Pak každým
bodem [x0, y0] ∈ (a, b)×(−∞, +∞) procháźı právě jedna integrálńı křivka rovnice x = f(y′),
jej́ıž tečna má směrnici z intervalu (t1, t2) a je řešeńım rovnice na celém (a, b). Parametrické
rovnice této křivky jsou

x = f(t)

y =
t∫

t0

τf ′(τ)dτ + y0,
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kde t ∈ (t1, t2). Plat́ı, že f(t0) = x0.

D̊ukaz. Protože funkce f je prostá, rovnici x = f(y′) lze převést na tvar y′ = f−1(x), což je
rovnice se separovatelnými proměnnými. Z toho okamžitě plyne existence a jednoznačnost
řešeńı.

Integrováńım a použit́ım počátečńıch podmı́nek dostaneme

y(x) =
∫

f−1(x)dx + C =
x∫

x0

f−1(ξ)dξ + y0.

Položeńım x = f(t), x0 = f(t0) a po substituci x = f(τ), dx = f ′(τ)dt máme

y =
f(t)∫

f(t0)

f−1(ξ)dξ + y0 =
t∫

t0

τf ′(τ)dτ + y0. □

(2) Rovnice typu y = g(y′). Parametrizace y′ = t, y = g(t).

x =
∫ dx

dy
dy + C =

∫ 1
t
g′(t)dt + C =

t∫
t0

g′(τ)
τ

dτ + x0.

Věta 11. Necht’ funkce g(t) má na intervalu (t1, t2) spojitou kladnou (resp. zápornou)
derivaci. Necht’ 0 ̸∈ (t1, t2). Označme

α = inf
t∈(t1,t2)

g(t) β = sup
t∈(t1,t2)

g(t)

(resp. α = −∞, resp. β = +∞). Potom každým bodem [x0, y0] ∈ (−∞, +∞) × (α, β)
procháźı právě jedna integrálńı křivka, která je řešeńım rovnice na intervalu (a, b), kde

a = x0 + inf
t∈(t1,t2)

t∫
t0

g′(τ)
τ

dτ, b = x0 + sup
t∈(t1,t2)

t∫
t0

g′(τ)
τ

dτ,

přičemž t0 je definováno vztahem y0 = g(t0). Parametrické rovnice křivky jsou:

x = x0 +
t∫

t0

g′(τ)
τ

dτ

y = g(t) + y0,

kde t ∈ (t1, t2).
D̊ukaz. Funkce g je prostá, tud́ıž existuje inverzńı funkce g−1, tedy y′ = g−1(y) a pokud
y′ ̸= 0

y′

g−1(y) = 1.

To je rovnice se separovanými proměnnými, z čehož plyne existence a jednoznačnost řešeńı.
Integraćı a z počátečńıch podmı́nek dostaneme

x =
∫ dy

g−1(y) + C = x0 +
y∫

y0

dη

g−1(η) .

Dosad́ıme y = g(t), y0 = g(t0) a zavedeme substituci η = g(τ), dη = g′(τ)dτ .

x = x0 +
g(t)∫

g(t0)

dη

g−1(η) = x0 +
t∫

t0

g′(τ)
τ

dτ. □

Na závěr se muśı vyšetřit př́ıpad, kdy y′ = 0 a to je tehdy když y0 = g(0), takže je to
konstantńı řešeńı.
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