1. POLYNOMY NAD KOMUTATIVNIMI TELESY

1.1. PoLyNOMY

» 1.1.1. PozNAMKA. Budeme znacit T" komutativni téleso a budeme vySetfovat okruh poly-

nomu nad télesem T, ktery znac¢ime T'[z]. Vime, Ze T'[x] je asociativni, komutativni, bez déliteli
nuly, tedy je oborem integrity s jednotkou 1 - z°.

1.1.2. VETA (O DELENI SE ZBYTKEM, ALGORITMUS DELEN{). Budte P, P, € T[x] poly-
nomy, pricemz P, # 6. Pak existuji polynomy @, R € T[z] takové, ze P, = P»@Q + R, pfi¢emz
R =0 nebo st R < st Ps.

Diikaz. Pro P = @ plati P, = P, -0+ 0. Pro st P, < st P, je P, = P, -6+ P;. Tedy necht
Py #0astP >stPy,. Necht P, =" a;x" a P, =) bz, kde an, # 0, b, #0 am > n.
Diikaz provedeme matematickou indukei podle m.

(1) m =0, tedy i n =0, tedy P, = apz® a P, = boz°. Pak P, = apz® = (byz°)(aoby'z°) + 6.

(2) Necht m > 0 a necht tvrzeni plati polynomy P; stupné mensiho nez m. Definujme P, :=
Py—(a,b,'x™ ™) Py. Stupen (a,,b,, '2™~™) P, je m a jeho ¢len s nejvyssi mocninu je a,,z™.
Tedy ¢len P; s mocninou ™ je a,, — a,, = 0. Pokud je P, = 6, je P, = Py(amb, '™ ™) +6.
Pokud P, # 0, je st P <stP a podle indukéniho predpokladu existuji Q, R takové, ze
P, = PQ+RaR =0nebo stR < stP,. A koneénd P, = P, + (b ta™ ™) Py =

P, ((2 + (amb,;lxm—”)> +R.
O

1.1.3. POzNAMKA. T|z]je Eukleidtuv okruh, tj. kazdé 2 polynomy maji nejvétsiho spole¢ného
délitele a ten se da najit Eukleidovym algoritmem.

1.1.4. VETA. Okruh T'[z] je okruhem hlavnich ideald.

Dikaz. Méjme libovolny idedl I < T'[z]. Pokud I = E = {0}, je I = Iy. Tedy necht I # E.
Méjme polynom P € I, P # 6 takovy, Zze ma nejmensi stupeni ze vSech nenulovych polynomt
v I. Ukézeme, ze I = Ip.

(I C Ip) Zvolme libovolny P, € I, pak vime, ze existuji @, R takové, ze P, = PQ + R, kde
R =0nebost R <stP.Déale R= P, —QP € I, tedy pokud by R # 6, nutné st R < st P,
coz je spor s minimalitou st P. Tedy R =60 a P, = PQ € Ip.

(Ip C I) Pokud P € I, pak také Ip C I.

U

1.1.5. DEFINICE. Budte P,Q € T[z]. Rekneme, 7e Q déli P, existuje-li S € T[z] takovy, Ze
P =@QS. Zna¢ime Q| P.

1.1.6. DEFINICE. Budte T,U komutativni télesa, T € U a budte P = > ja;a" € T[z] a
« € U. Pak polozime hodnotu polynomu P na prvku « jako P(a) =Y " ja;a' € U.
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» 1.1.7. DEFINICE. Bud P € T[z|. Kofenem polynomu P (feSeni algebraické rovnice P(z) = 0)
rozumime libovolny prvek « z néjakého nadtélesa U T takovy, ze P(a) = 0.

» 1.1.8. VETA. Budte T € U, P € T[z], a € U*. Potom

Pla)=0 <= (z—a)|P.

o  Dukaz.

(=) Necht P(a) =0a P = (r —a)Q + R. Plati R = 6 nebo st R < 1, tedy R = roz° pro
ro € T. Pak 0 = P(a) =0+ 19, tedy ro =0 a P = (z — a)Q.

(«) Plati P = (z — «)S tedy P(a) =0-S(a) = 0.

U
» 1.1.9. DUSLEDEK. MA4-li P navzajem ruzné kofeny av,...,qx, pak (z —aq)--- (2 —ay) | P.
o Dikaz. Play)=0=(x—o)|P=P=(x—o)P.
Plag) =0= (e —a1)Pi(a2) =0=P = (r —ag)Po = P = (v —aq)(x — a2) P.
Po k krocich dostaneme P = (x — ay) - - - (v — ag) Py. O

» 1.1.10. DUSLEDEK. Polynom stupné n mé nejvyse n riznych kofent.

» 1.1.11. PozNAMKA. Neni-li 7" komutativni téleso, nemusi posledni dusledek platit.
Vezméme nap¥. okruh Z, ktery neni télesem, a 2% € Zj4[x]. Jeho kofeny jsou 0, 4, 8 a 12,
tedy jsou Ctyfi pro polynom stupné 2.
Méjme K téleso kvaterniont, které je nekomutativni, a polynom stupné dva, P := 22 +1 €
Klz]. Pak pro a = +i, +5, +k plati o? = —1, tedy m4 6 koFent.

» 1.1.12. DEFINICE. Derivaci polynomu P = >"" ja;2" € T[z] rozumime polynom P € T[z]

dany vztahem
n
P = E ja;x L.
i=1

> 1.1.13. POzNAMKA. Ve vztahu ) ", 4a;2'" " neni soudin ia; soucinem v télese, ale i x a;. Pro
jednoduchost zapis zkracujeme.

» 1.1.14. POzNAMKA. Derivace polynomu je formalné stejnd jako v analyze, nebudeme tedy
znovu dokazovat zndma tvrzeni, jako (PQ) = P'Q + PQ’ apod.

» 1.1.15. DEFINICE. BudteT € U, P € T[z], « € U®, m € Ny. Rekneme, 7e a je m-ndsobny koten
polynomu P, plati-li (z — «)™| P, ale (z — )™ { P.

» 1.1.16. VETA. Bud o m-nasobny kofen polynomu P. Potom « je alespon (m—1)-nasobnym
kofenem polynomu P’



Ditkaz. Méme P = (x — a)™Q, tedy P’ = m(x — )™ 'Q + (x — a)"Q" = (v — o)™ 1 (mQ +
(z —a)Q). O

1.1.17. PozNAMKA. Pokud by T mélo nenulovou charakteristiku p a m bylo nédsobkem p,
pak mQ(«a) =0 a plati P' = (z — a)"(Q)'.

1.1.18. DEFINICE. Rekneme, ze P € T[z] stupné alespon 1 je reducibilni nad T, existuji-li
P, P, € Tx] takové, ze 1 <st P, <stP a P = P, P,.
V opac¢ném pripadé rekneme, ze P je ireducibilni nad 7.

1.1.19. PozNAMKA. Reducibilita zavisi na télese.

(1) Polynom z*> — 2 € Q[z] je ireducibilni nad @, ale reducibilni nad R, nebof z? — 2 =

(:v + \/5) (w - \/5)
(2) Polynom z? + 1 € Q[z] je ireducibilni nad R, ale reducibilni nad C, nebof z? + 1 =
(x +1i)(x —1i).

1.1.20. LEMMA. Libovolny polynom stupné 1 je ireducibilni nad libovolnym télesem.

1.1.21. VETA.
(1) Nad C jsou ireducibilni pravé jen polynomy 1. stupné.
(2) Nad R jsou ireducibilni pravé jen polynomy 1. stupné a polynomy 2. stupné se zapornym
diskriminantem pfislusné kvadratické rovnice.
1.1.22. LEMMA. Ma&-li polynom P € T'[x] v télese T" kofen, je nad télesem 7" reducibilni.

Diikaz. Pokud P(a) =0, plati P = (z — )@, kde Q € T'[z] O

1.1.23. PozNAMKA. Opacnéa implikace neplati. Napiiklad P = PP, nad T, kde st P, > 2 a
nemaji koren v T'.

1.1.24. LEMMA. Je-list P < 3 a P je reducibilni nad 7', pak ma P v télese T" koten.
Diikaz.  Alespon jeden z polynomi v rozkladu ma stupen 1. O

1.1.25. PozNAMKA. Kazdy ideél v okruhu polynomt je hlavni, tj. (VI < T'[z])(3P € T[z])({ =
Ip). Déle Ip = Tx] - P.

Mgjme t¥idy ekvivalence T'[z] / Ip pro P # 6. Pak do jedné zbytkové tiidy patii 2 polynomy
pravé tehdy, davaji-li stejny zbytek po déleni polynomem P

Pro P = 6 jsou polynomy ekvivalentni pouze, kdyz jsou stejné.

Je-li st P = n, pak zbytkové polynomy jsou vSechny polynomy stupné nejvyse n — 1.

Zbytkovou t¥idu obsahujici polynom R oznacujeme R.

1.1.26. LEMMA. Je-li T" kone¢né téleso radu ¢, pak pocet zbytkovych t¥id podle polynomu P
stupné n je q".



» 1.1.27. LEMMA. T[z]/ Ip je asociativni a komutativni okruh s jednotkou. Jednotkou je 1 - 20.

» 1.1.28. VETA. Je-li P € T[z] reducibilni nad T, potom faktorokruh 7'[z] / Ip obsahuje délitele
nuly.

o Dukaz. Existuje netrividlni rozklad P = P, P,. Dale [ =+ P,af=P=PP,. OJ

» 1.1.29. VETA. Je-li P € T[z] ireducibilni nad 7', potom je faktorokruh T[z] / Ip komutativni
téleso.

o Diikaz. Vime, Ze je komutativni s jednotkou, zbyva ukazat, ze kazda nenulova t¥ida A ma
tfidu inverzni. Dtikaz provedeme netplnou matematickou indukci podle m = st A, pricemz
0<m<stP.

(m =0) Plati A= a2’ a a # 0. Potom az? - '2° = 12°, a tedy A 120 = 129.

(m > 1) Necht kazdy polynom stupné mensiho neZ m ma inverzni. P = AQ + R. Pak R = 0
nebo st R < st A = m. Nebot P je ireducibilni, je R # 6, jinak by bylo P = AQ, kde
st A <stP.

Tedy podle indukéniho predpokladu existuje R a déle plati: 6

vynasobeni (R)~! dostdvame § = AQ (E)fl + 12° a konecné (A

P=AQ+ R apo
-am’

-1

~—r

O

> 1.1.30. PRIKLAD. Mgjme redlny polynom P := z°+1 € R[z]. Pak R[z] / Ip = {a + bz | a,b € R}.
Plati

ay + bll’ + as + bgl' = (a1 + GQ) + (bl + b2)$

a1 + blx cag + bQIE = (alaQ) + (a,lbg + agbl)l' + (blbg)w2.

A nebof 22 =, —1, je 22 = —1, a tedy

ay + blx - Qg + bgl’ = (CllCLQ — blbz) + (Glbg -+ &le)l'.

Vime R[x] / Ip je komutativni téleso a operace jsou stejné jako v C'. To ndm umoziuje pomoci
R definovat komplexni ¢isla, stac¢i misto x psat vsude .

° 1.2. ADJUNKCE

» 1.2.1. DEFINICE. Méjme dvojici téles T € U a A C U*. Pak definujeme téleso T'(A) :=
N{V eU |T*UA®* C V} atikame, Ze vznika télesovou adjunkei A k 7.
Je-li A jednoprvkova, A = {a}, pak pouzivime oznaceni jednoduché adjunkce, a zna¢ime

T(a) :=T({a}).

> 1.2.2. PRIKLAD.
(1) Jeli ACT,jeT(A)=T.
2) Q({v2}) ={a+0v2]|a,beQ}.
(3) R(i) =C.



» 1.2.3. DEFINICE. ProT € U a a € U definujeme T[a] := {P(a) | P € T'[z]}.
» 1.2.4. LEMMA. TJ[a] je podokruh T'(«).

o Dikaz. Pro libovolny polynom P € T'[z] je P(a) kombinaci a a prvkt z T', tedy T'[o] C T'(«).
Snadno se ukaze, ze je okruhem. O

» 1.2.5. LEMMA. T/[a] je obor integrity.
o Dikaz. T[a] je podokruhem komutativniho télesa T'(«), tedy je oborem integrity. O
» 1.2.6. LEMMA. Téleso T'(«) je izomorfni s podilovym télesem oboru integrity 7[«].

o Diikaz. Ozna¢me H = T|a]. Pak téleso zlomki Uy je izomorfni s podilovym télesem 7.
Definujeme h : Uy — T'(«) jako h (%) =ab ' proa,b € Hab+# 0. Tedy existuji P,Q € T'[x]
takové, ze a = P(a) ab = Q(«). Korektnost definice a fakt, ze h je monomorfismus jsme ukazali
difve pro obdobny piipad, tedy Uy = h(Uy) € T(a).
Ukazeme, ze T U {a} C h(Uy), coz uz staci pro to, aby T'(a) @ h(Ug). Zvolime Q = 129,
tedy b = Q(a) = 1. Volbou P = z dostaneme a = P(a) = v a tedy h ($) = a. Volbou P = ta’
pro libovolné ¢ € T dostaneme a = P(a) =t a tedy h () = t. O

» 1.2.7. LEMMA. Budte T' € U télesa, o € U® a necht h : T[z] — T[a] je definované jako
okr.
h(P) = P(«a). Potom T[a| = T|x]/ker h, pii¢emz ker h = {P € T|z] | P(a)) = 0}.

o Dikaz. Je h(P+ Q) = (P+ Q)(a) = P(a) + Q(a) = h(P) + h(Q) a podobné pro h(PQ),
tedy h je homomorfismus. Soucasné h je z definice T[] na, tedy h je epimorfismus. Tvrzeni
lemmatu jiz plyne z véty o homomorfismu. 0

» 1.2.8. DEFINICE. Budte T" € U télesa, a € U®. Pomoci zobrazeni h z predchoziho lemmatu
délime prvky U do 2 skupin.

(kerh = E = {0}) Pak a nazyvame transcendentni prvek nad télesem 7'

Déle podle lemmatu je T|a] = T'[z] / E = T[z] a izomorfni obory integrity maji izomofni
podilova télesa, tedy T'(«) = T'(x), kde symbolem T'(z) zna¢ime podilové téleso k T'[z],
tj. téleso racionalnich funkci.

(ker h # E) Pak o nazyvame algebraicky prvek.

Dale ker i je idedlem a my jsme v okruhu hlavnich ideald, tedy ker i = I pro néjaké
Q € T[z], Q # 0. Ze vSech takovych Q) vybereme polynom s nejmensim stupném n, ktery
je normovany (koeficient u 2™ je 1), a nazveme jej minimalni polynom prvku « nad 7" a
budeme jej znac¢it MT. Cislo n nazveme stupném prvku « a budeme jej znacnit st .

Navic T[] = T[x] /I, kde prava strana je téleso, a tedy z izomorfie i T'[a] je téleso
(pro algebraické a). A dale T'(a) = Tpjo) = T'|a) = T'lx] [/ Inr.

» 1.2.9. LEMMA. Minimalni polynom je ireducibilni nad 7.



» 1.2.10. VETA. Bud « algebraicky prvek nad télesem 7". Potom T'(«) = T[] / Iyr.

[

» 1.2.11. PRIKLAD.
(1) Vsechny prvky a € C jsou algebraické nad C a plati MS =z — a.

(2) Vsechny prvky a € C jsou algebraické nad R. Pro a € R plati M =2 —a aproa ¢ R
plati M® = (z — a)(z — @) = 22 — 2Re ax + |a|’.

(3) Algebraické ¢islo (bez udéni télesa) znamen4 algebraické nad Q. TotéZ pro transcendentni.
Priklady transcendentnich jsou 7 a e.

» 1.2.12. LEMMA. Bud « algebraicky prvek nad T. Potom T[a] = T'(«).

o Dikaz. Pro € T definujeme P = o~ '3z, pak P(a) = 3; polozme P = 12!, pak P(a) = a.
Tedy T'(«) C T'[er]. Opaé¢nou inkluzi jsme ukazali diive. O

» 1.2.13. VETA. Bud « algebraicky prvek nad télesem 7" a nechf st & = n. Potom dimy T'(«) =
n a jednou z bazi T'(a) je soubor (1,,a?,...,a" 1), a tedy libovolny prvek 8 € T(a) lze psat
ve tvaru = 3.0 ba’, kde b; € T*.

o Dikaz. Meéjme libovolné 5 € T'(a) = Ta]. Tedy (IP € Tz])(8 = P(a)). Pak podle véty o
déleni se zbytkem je P = M,Q+ R, kde R = 0 nebo st R < st M, = n, aplati R(a) = P(a) = 5.
Je-li R=S""""bia?, pak B =37 ba', a tedy definovany soubor generuje.

Ukazeme, ze je nezavisly. Necht existuje nenulové linedrni kombinace souboru, pak je tato
kombinace polynomem s niz$im stupném nez n, ktery mé v bodé o hodnotu 0, coz je spor

s minimalitou stupné M, . Tedy dany soubor je bazi a dimenze je n. ([l
» 1.2.14. VETA. Libovolny ireducibilni polynom ma kofen (obecné v nadtélese).

o Dikaz. Mame ireducibilni P € T[z]. Je-li st P = 1, je P = ay + a;x a mé kofen v T". Tedy
necht st P > 2.

Ozna¢me U := T[x]/Ip a nebot P je ireducibilni, je U komutativni téleso. Definujeme
zobrazeni h : T — U jako h(a) := az0. Snadno se ukaze, Ze h je okruhovy monomorfismus,
tedy T = h(T') € U. Zndmym postupem najdeme k télesu 7" nadtéleso V' tak, ze z U vyjmeme
h(T) a nahradime jej 7', tedy V = (U ~ h(T')) UT = U. Definujeme izomorfismus g : V. — U

jako
_Jnp)BeT
9(8) —{5 1BeV T

Ukazeme, 7ze kofenem P je prvek a € V, a = ¢g~' (7). Plati

zma?) =g (zo—x> — ' (P)=g(B)=0.

=0

Pl) = S = (L atw) gt ) =g
U

» 1.2.15. DUSLEDEK. Libovolny polynom stupné vétsiho nez nula méa kofen.



» 1.2.16. PozNAMKA. V piedchozi vété je a algebraicky nad T' a navic P je jeho minimalnim
polynomem.

o Dikaz. Méme P(a) =0, tedy M | P (z véty o déleni). Navic P je ireducibilni, tedy P nem4
netrivialni délitele, a je tedy minimalnimu polynomu roven az na normovani koeficientu u
nejvyssi mocniny na 1. 0

» 1.2.17. DEFINICE. Budte T téleso a P € T[z]|. Rozkladové téleso polynomu P je nejmensi
nadtéleso U o T takové, ze v ném lze P rozlozit na soucin linearnich polynomd, tj. Ze v ném
lezi vSechny koreny P.

» 1.2.18. VETA. Libovolny polynom stupné alespori 1 ma rozkladové téleso.

o Dikaz. Méme P € T[x] a necht P = P,--- P, pro P; € T[x] je rozklad na ireducibilni

polynomy. Jsou-li vSechny P; stupné jedna, je T' samo rozkladovym télesem. Tedy nechf napt.

P, ma stupen alespon 2. Pak existuje V' 3 T' takové, ze P, ma ve V koten «, tedy lze rozlozit
na polynom a linedrni polynom.

Tedy mame P = ;- --Q, rozklad v télese V', kde jisté ¢ > k, nebot jsme P, rozlozili. Je

mozné, ze jsme rozlozili vic, nez jen P;. Pokud opét zbydou néjaké stupné alespon 2, proces

opakujeme. O



