1. TEORIE SVAZU
° 1.1. Svazy

» 1.1.1. DEFINICE. Svazem (angl. lattice) rozumime algebru S = (M, A, V) se dvéma bindrnimi
operacemi takovou, zZe pro libovolné a, b, c € M plati:

(1) aANb=bAa, aVb=>Va (komutativni zékon);
(2) (aAb)Ac=aNn(bNc), (aVb)Ve=aV (bVc) (asociativni zdkon);

(3) an(bVa)=a, aV (bAa)=a (zikon absorpce).

Operaci A nazyvame priisek a operaci V spojeni.

» 1.1.2. LEMMA. Ve svazu S = (M, A, V) plati pro libovolny prvek a € M, ze a Aa = a a
aV a = a (tzv. idempotentnost)

o Dikaz. aANa=aA(aV(bAa))=a,drubd rovnost symetricky. O

» 1.1.3. VETA (PRINCIP DUALITY V TEORII SVAZU). Maéme-li formuli v teorii svazi, kterd
plati ve vSech svazech, pak dudlni formule vznikla prohozenim operaci priseku a spojeni opét
plati ve vsech svazech.

o 1.2. SVAZOVE USPORADANA MNOZINA
» 1.2.1. POzZzNAMKA. Pripomeneme dulezité pojmy pro usporadané mnoziny (M, <).
(1) Horni zdvora mnoziny A C M je kazdé takové a € M, ze (Vz € A)(x < a).
(2) Ma-li mnozina hornich zavor prvni prvek, nazveme jej supremum A. Pro s = sup A plati:

(a) (Va € A)(a < s);
(b) (Ve M)((Vae A)(a<t)=s<t).

(3) sup® je prvni prvek mnoziny M (pokud existuje).

(4) sup M je posledni prvek mnoziny M (pokud existuje).

» 1.2.2. DEFINICE. Rekneme, Ze uspofadana mnozina (M, <) je svazové usporadans, ma-li v ni
libovolna 2prvkova mnozina infimum a supremum.

» 1.2.3. LEMMA. Pro libovolné prvky svazu plati, ze

aANb=a < aVb=0b.

o  Dukaz.
(=) avb=(aAb)Vb=b.

(<) anb=aAN(aVb)=a.



> 1.2.4. VETA.

(1) Bud S = (M, A, V) svaz. Definujeme-li na M binarni relaci < jako a < b < aAb = a,
pak (M, <) je svazové usporadana.

(2) Bud (M, <) svazové usporadand mnozina. Definujeme-li na M binérni operace A,V jako
aANb:=inf{a,b} a aVb:=sup{a,b}, pak (M, A, V) je svazem.
o Dikaz.

(1) (reflexivita) a <a < aNa=a.
(antisymetrie) a Ab=a a b/ a = 0>, a z komutativity plyne a = .
(transitivita) Necht a <bab<c¢,pakaAc=aAbAc=aAb=a.
(je svazové) Ukéazeme, Ze inf{a,b} = a A b. Obdobné sup{a,b} = a V b.

(2) (komutativita) a A b= inf{a,b} = inf{b,a} =bAa.

(asociativita) (a Ab) A c = inf{inf{a, b}, ¢} = inf{a,b, c} = inf{a,inf{b,c}} =a A (bAc)
s vyuzitim nasledujiciho lemmatu a faktu, ze kazda 2prvkova ma infimum.

(pohlceni) inf{a,sup{b,a}} = a z definice.

Druhy z kazdé dvojice axiomti dokdzeme podobné.

O

» 1.2.5. LEMMA. Méjme uspotfddanou mnozinu (M, <) a a,b,c € M. Potom pokud existuje
inf{inf{a,b},c} =: 4, je i = inf{a,b,c}. Pokud je navic (M, <) svazové uspofadand, plati
i = inf{a, inf{b, c}}.

o Dikaz.
(i <a,b,c) Jei<cai<inf{a,b}, tedy i < a,b.
(d <a,b,c=d<i) Nebotd <aad<b, jed<inf{a,b} asoucasnéjed < ¢, tedy d < inf{c, inf{a,b}} =1
Pokud je navic uspofadani svazové, pak existuje infimum 2prvkové mnoziny {b,c} a také

infimum 2prvkové mnoziny {a,inf{b,c}}. A tedy je podle prvniho tvzeni inf{a,inf{b,c}} =
inf{a, b, c} =i. O

» 1.2.6. PozNAMKA. Operace jsou jednoznac¢né svazané, nebof napf. pomoci A definujeme <
a to nam definuje V.

» 1.2.7. LEMMA. Bud S = (M, A, V) svaz a necht a,b,c € M. Potom plati

(a<b)=(aNc<bAcet aVc<bVec).
o Dukaz. 7 definice: aNcAbAc=aANc,aVecVbVe=bVec. 0]

» 1.2.8. DEFINICE. M¢éjme svaz S = (M, A, V). Pak pro N C M je T = (N, A, V) podsvazem
svazu S, pokud je T svazem, tj. pokud je N neprazdna a uzaviend vuci obéma operacim.
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> 1.2.9. PRIKLAD.

(1) Mnozinovy svaz S = (M,N,U), kde M je systém mnozin uzavieny na operace. Specialnim
ptipadem je M = P (A), kde snadno ovéfime platnost axiomt svazu. Svazové usporadani
mnozinového svazu je inkluze C.

Méjme A mnozinu a B C A jeji podmnozinu. Pak (P (B),N,U) je podsvazem svazu
(P(4),N,V).

Déle napt. ¢-algebry tvori mnozinové svazy.

(2) Pro libovolné a € S* je ({a}, A, V) podsvazem S.
Pro libovolné a,b € S*® je ({a,b}, A, V) podvazem S, pokud jsou srovnatelné.

(3) Uplné uspotfadana mnozina je usporadana svazoveé a supremum a infimum pfechazi v ma-
ximum a minimum (vzdy to bude jeden z obou prvkii). Piikladem jsou ¢iselné mnoziny

(Np, <) ¢i (R, <).

(4) Mé&jme usporadani (N, |) s usporadanim ,,déli“. Pak k Al je nejvétsi (podle |) takové d,
sed|kad|l,tj. k Al =g§(k,1). Obdobné k VI = v(k, ).

(5) Mé&jme G = (M, -) grupu a ozna¢me M systém vsSech jejich podgrup. Ozna¢me (A) = (N).
Pak umime definovat (<) jako a < b < anNb = a < a C b. Tedy prisek i relace jsou stejné
jako v mnozinovém svazu, ale vime, ze sjednoceni nemize byt spojenim. Definujeme ji
a Vb := sup{a,b}, to je nejmensi podgrupa G obsahujici a i b, coz je ab. Tedy plati

(v) = ().

(6) Ng = (N2&,N,-) je svaz v8ech normalnich podgrup grupy G. Pak N je podsvazem svazu
Sa.

(7) Podobné tvori svazy systémy podokruhti, ideald, podtéles, podprostori vektorového pro-
storu, doplnéné o prinik a soucet.

» 1.2.10. DEFINICE. Mg¢jme a,b € S°, a < b. Pak intervalem nazveme mnoZinu (a,b) =
{z |a <z <b}.

» 1.2.11. LEMMA. Interval (a,b) je podsvazem S.

o Dikaz. Mé&me x,y € (a,b). Ukdzeme, ze x Ay € (a,b). Plati x > a ay > a, tedy x Ay >
a ANy > a/a=a. Obdobné pro b a pro druhou operaci. O
° 1.3. IDEALY

» 1.3.1. DEFINICE. Bud S = (M, A, V) svaz. Idedlem rozumime libovolny jeho podsvaz [ ta-
kovy, ze plati
(Vael)(Vse M)(aNnsel).



» 1.3.2. LEMMA. Budte S = (M, A, V) svaz a I jeho podsvaz. Nésledujici tvrzeni jsou ekviva-
lentni:

(1) Mael)(Vse M)(aNnsel) (tj. 1 jeidedl);
2) (VaeD)(Whe S)b<a=bel),
(3) Va,be S)lavbel=a,bel).

o Dikaz.

(1=2) Méjme a € I a b < a. Pak podle predpokladu a A b € I, ale soucasné a A b = b, tedy
bel.

(2=3) Budavbel.Platia<aVbab<aVbapodle (2)jeaVbel.

3=1) Mé¢meaclase M.Paka=aV(aNs)el,atedyarsel.

O

» 1.3.3. DUSLEDEK. Idealy ve svazu S jsou takové I C M, I # (), ze plati (Va,b € M)(a,b €
I<savbel).

» 1.3.4. LEMMA. Budte S svaz a a € M. Pak mnozina [, := {z € M |z < a} je idedlem.
o Dikaz. I, je uzaviend vuci V a plati (2) v 1.3.2. O

» 1.3.5. DEFINICE. Idedl I, := {z € M |z < a} nazyvame hlavni idedl generovany prvkem a.
Je-1i ve svazu kazdy ideal hlavni, nazveme jej svaz hlavnich ideald.

» 1.3.6. DEFINICE. Bud S = (M, A,V) svaz. Filtrem rozumime libovolny jeho podsvaz F
takovy, ze plati
(Va € F)(Vs € M)(aV s €F).

1.4. IZOMORFISMUS SVAZU

» 1.4.1. DEFINICE. Budte 57 = (M, A, V) a Sy = (M, A, V) svazy. Zobrazeni h : M; — M,
nazveme homomorfismus, plati-li

(Vz,y € My)(h(z Ay) = h(z) A h(y) et h(z V y) = h(z) V h(y)).

Izomorfismus je takovy homomorfismus, ktery je bijektivni.
» 1.4.2. LEMMA. Homomorfismus svazi je izotonni zobrazeni.

o Dikaz. Méme h: S — Sy ax,y € S}, x <y. Potom h(x) A h(y) = h(zx Ay) = h(x), tedy
h(z) < h(y). O

» 1.4.3. VETA. Budte S; = (M1,A,V) a Sy = (Ms, A\,V) svazy. Zobrazeni h : M; — M je
izomorfismem svaz pravé tehdy, je-li izomorfismem svazové usporadanych mnozin.
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Diikaz. Pro obé implikace je pfedpokladem bijekce, a tedy existence h~!.

(=) Podle pfedchoziho lemmatu je © < y = h(x) < h(y). Zbyva tedy opacéné implikace.
Predpokladejme h(z) A h(y) = h(x). Potom diky bijekci je x Ay =z, a tedy = < y.

(<) Plati x Ay < 2, tedy h(z Ay) < h(z) a h(z A y) je dolni zévora h(z) a podobné je
dolni zavorou h(y). Mé&jme libovolné d € S3 takové, ze d < h(x) a d < h(y). Nebot h je
bijekce, existuje ¢ € S takové, ze h(c) = d. Plati h(c) < h(z) a h(c) < h(y), ¢ili ¢ < x
ac<uy,atedy ¢ <inf{z,y} a koneéné d = h(c) < h(zx A y). Tedy kazda dolni zévora
h(x),h(y) je nejvyse rovna h(x A y). Tedy h(z) A h(y) = h(z Ay). Obdobné ukizeme, Ze
W) Vv h(y) = hz Vv y).

[
1.4.4. DEFINICE. MA4-li svaz nejmensi (prvni), resp. nejvétsi (posledni) prvek, nazveme jej
nulou, resp. jednotkou a znacime 0, resp. 1.

1.4.5. PRIKLAD.

(1) Mé&me mnozinu A a mnozinovy svaz (P (A4),N,U) s usporadanim C. Pak jednotkou je A
a nulou je ().

(2) Mé&jme svaz (N, §,7) s usporadanim (]). Pak jednotkou je ¢islo 0 (plati n|0) a nulou je
¢islo 1 (plati 1|n).

1.4.6. LEMMA. Libovolny minimalni prvek svazu je nulou. Libovolny maximalni prvek svazu
je jednotkou.

Dikaz. Ukézeme pouze prvni tvrzeni, druhé lze ukazat obdobné. Méjme m miniméalni a libo-
volné x € S®. Pak x Am < m, ale to je mozné jen tehdy, kdyz x Am = m, a tedy m < z. Tedy
m je prvni a je nulou. O

1.5. UPLNE SVAZY

1.5.1. DEFINICE. Svaz S = (M, A, V) nazveme Gplnym svazem, mé-li v ném libovolna podm-
nozina N C M infimum i supremum.

1.5.2. PozNAMKA. V kazdém svazu existuje infimum a supremum koneéné podmnoZiny.
V tplném svazu vyzadujeme existenci infima a suprema pro kazdou (prazdnou, konec¢nou,
spocetnou, nespocetnou) podmnozinu.

1.5.3. LEMMA. Uplny svaz mé nulu a jednotku.

Diikaz.
(1) 1 =sup M = inf ().
(2) 0 =inf M = sup.



» 1.5.4. PRIKLAD. V mnozinovém svazu S = (P (M),N,U) je infimem A C P (M) mnozina
(A C M a supremem | J A C M, tedy S je Gplny svaz.

» 1.5.5. VETA (O PEVNEM BODE). Bud S = (M, A, V) aplny svaz a bud f : M — M izotonie.
Pak existuje pevny bod izotonie f, tj.

(Fu € M)(f(u) = u).

o Dikaz. Definujeme U = {a € M | f(a) > a}. Jiste 0 € U, tedy U je neprazdni. Ozna¢me
u = sup U. Mé&jme libovolné a € U, pak u > a a z izotonie je f(u) > f(a) > a, tedy f(u)
je horni zévora U, a tedy u < f(u). Z izotonie déle dostavame, ze f(u) < f(f(u)), a tedy
f(u) € U, tedy f(u) < u. Celkové mame f(u) = u. O

» 1.5.6. VETA. Bud (M, <) uspofddand mnozina. Ma-li kazdd podmnozina M infimum, pak
ma kazda podmnozina M supremum.

o Diikaz. Mé&me N C M. Necht Z je mnozina hornich zdvor N. Dale Z # (), nebot v ni je
nejvétsi prvek M, coz je inf (). Pokud N = (), pak sup N je inf M.

Nyni mame (Vn € N)(Vz € Z)(n < z). Tedy kazdy prvek N je dolni zavorou Z a plati

n < inf Z, jehoz existenci predpoklddame. A nebot (Vn € N)(n < inf Z), tedy inf Z je horni

zévora a je nemensi z nich. Tedy sup N = inf Z. 0

» 1.5.7. DUSLEDEK. Bud (M, <) uspofaddand mnozina. M4a-li kazd4d podmnozina M supremum,
pak ma kazda podmnozina M infimum.

» 1.5.8. DUSLEDEK. Bud (M, <) uspofddana mnozina. Ma-li kazda podmnozina M infimum,
nebo ma-li kazdad podmnozina M supremum, pak (M, A, V) je Gplny svaz.

» 1.5.9. LEMMA. Bud S = (M, A, V) tplny svaz. Potom prunik libovolného systému ideala v S
jeideal v S.

o Dikaz. Oznacme J, jednotlivé idedly a [ := () J,. Nebot 0 € M a0 € J,,je0 eI al#0.
Déle plati a € I < (Va)(a € J,) a pro vSechna « je (Va € J,)(Vs € M)(aAs € I), tedy mame
(Va e I)(Vs € M)(aAsel), cozje definiéni podminka idealu. O

» 1.5.10. DEFINICE. Rekneme, Ze svaz S; lze izomorfné vnoiit do svazu Sy, existuje-li mono-
morfismus h : S; — Sy. Potom plati S; = h(S;) € Ss.

» 1.5.11. VETA. Libovolny svaz lze izomorfné vnotit do tiplného svazu.

o Dikaz. Predpokladejme, ze svaz Sy = (M, A, V) nema nulu. Pak definujeme mnozinu M :=
My U {0} a pokladame (Vz € Mj)(0 < z). Tedy Sy € S := (M, A, V).

Ozna¢me Jg mnozinu vSech idedld svazu S. Je neprazdnd, nebot napt. {0}, S € Jg. Pak
(Js,C) je usporddana mnozina. Pro libovolné N C Jg je inf N = (N € Jg, a pokud oznacime
Zn mnozinu vSech hornich zavor N plati sup N = inf Zy = (" {I € Is | (VJ € N)(J C I)}. Tedy
pokud polozime IANJ :=1INJalVJ:=N{KecJs|l,JC K}, jeUs := (Ig,A,V) tplny
svaz.



Definujeme zobrazeni h : M — Jg jako h(a) = I,. UkdZeme, Ze h je monomorfismus svazi,
tj. pokud oznac¢ime Hg mnozinu vsech hlavnich ideald S, méame h : M =2 Hg.

(h je prosté) Necht h(a) = h(b). Pak I, = I, tedy a < b a b < a, tedy a = b.

(h je mnozZinovy izomorfismus (M, <) a (Hg,C)) Méme a,b € M. Paka <b< I, C [, &
h(a) C h(b).

(h je svazovy izomorfismus) Vyplyva z predchoziho bodu a predchoziho vykladu.

0

» 1.5.12. PRIKLAD. Véta nam umoznuje prechod od @Q k R. Hlavnimi idedly v (Q, <) jsou
I,={x € Q |z <a}. Avsemiidealy jsou{z € Q |z <r}a{r € Q|z <r} provSechnar € R.

° 1.6. DISTRIBUTIVNI SVAZY

» 1.6.1. VETA. Bud S = (M, A, V) libovolny svaz. Pak pro libovolné prvky a,b,c € M plati:
(1) an(bVe)>(anb)V(aAc);
(2) aV(bAc)<(aVD)A(aVc);

(3) jellia<e platiaV (bAc) < (aVb)Ac.

o  Dukaz.

(1) Platib <bVe=aAb<aA(bVc)apodobné aAc<aA(bVc). Tedy aA (bV c) je horni
zavora {a A ¢,a A b}, a tedy je vétsi nebo rovno nez sup{a A c,a Ab} = (a Ac)V (aAD).

(2) Symetricky z duality.

(3) Plati a V¢ = ¢, tedy podle (2) jeaV (bAc) < (aVb)A(aVec)=(aVb)Aec.
0J

» 1.6.2. DEFINICE. Svaz S = (M, A, V) nazveme distributivni, pokud pro libovolné a,b,c € M
plati:

(D1) aAN(bVe)=(aAb)V(aAc)

(D2) aV(bAc)=(aVbd) A(aVec).

» 1.6.3. POZNAMKA. Pro rovnosti mame ve vSech svazech zaruceno platnost jedné nerovnosti.
Staci tedy dokazat nerovnosti opacné nez v predchozi vété.

» 1.6.4. LEmmA. (D1) = (D2).

aVe) = ((avb)Aa)V((aVb)Ac) =

o Ditkaz. Vyjdu z pravé strany (D2) a pouziji (D1): (
a bAc)=aV (bAc). O

aVb)A
aV((avb)Aec)=aV((anc)V(bAc)) = (aV( (

(
Ac))V



1.6.5. PRIKLAD. Ptiklady distributivnich svazi:
(1) mnoZinové svazy;
(2) uplné usporddané mnoziny;

(3) (N07 D = (N(Jvé?y)‘
1.6.6. PRIKLAD. Svazy podgrup, normalnich podgrup, ...nejsou obecné distributivni.

1.6.7. VETA. Libovolny podsvaz i libovolny homomorfni obraz distributivniho svazu je dis-
tributivni.

Diikaz. Distributivita je obecnd podminka, tedy se nemtze po zmenseni nosice porusit. Ho-
momorfismus zachovava prisek i spojeni, tedy zachovava distributivitu. [l

1.6.8. DEFINICE. Bud S = (M, A, V) svaz. Filtr F' se nazyva ultrafiltr, je-li F' # M a plati
(Va,be M)(aVbe F = (a € FvelbeF)).

Mnozinu vSech ultrafiltrt na S oznacujeme Us.
1.6.9. POzZzNAMKA. V definiéni podmince ultrafiltru plati z definice filtru i zpétné implikace.

1.6.10. PozNAMKA. V matematické logice hraji filtry dilezitou roli, pokud polozime spojeni
jako ,nebo® a prusek jako ,a zaroven“, pak podminka ultrafiltru vyjadiuje, kdy je konjunkce
pravdiva. Podminka filtru pak bude aAb € F < (a € Fetb e F).

1.6.11. PRIKLAD. Mg¢gjme S = (P(A),N,U)aa € A, tedy {a} € P(A). Pak definujeme hlavni
filtr Fi,y :={B € P(A) |{a} C B} ={B C A|a € B}. Pak Fi,) # 0, tedy Fio} # P (A).
Méjme By, By € P(A) a nechf a € B, U By, pak a € By nebo a € By, tedy By € F{q) nebo
By € Figy. Tedy Fy,y je ultrafiltr.
Ale Fy,py pro a # b neni ultrafiltr.

1.6.12. DEFINICE. Bud S = (M,A,V) a necht ) # N C M. Pak definujeme (N) jako
nejmensi filtr ve svazu S obsahujici N:

(N)=({FeFs|NCF}.

1.6.13. LEMMA. Budte S svaz, F filtr ve svazu S a bud ay € S°®, dale ozna¢me H :=
{reS*|(3de F)(x>dAay)} Potom (FU{ap}) = H.

Dikaz.

(D) Pokud d € F,jedANag € (FU{ag}), atedy z =z V (dAag) € (FU{ap}).



= A ) 0y = . ) - . ] )

(S) Ukéazeme, ze F'U{ag} C H. Pro d € F plati, Ze d > d A ag. Déle mé&jme libovolné d € F
pak ag > d A ag. Pokud ukézeme, ze H je filtr, bude nutné nejmensi filtr nad F U {ao}
jeho podmnozinou.

Méjme T Zdl/\aoal’g ng/\ao pro néjakédl,g S F, pakxl/\xg Zdl/\ao/\l'g Z
di N\ ag N\ dy A ag. Polozme d :=dy ANdy € F, pak x4 Az > d A ag, tedy 1 Axy € H.

O
1.6.14. LEMMA. Sjednoceni fetézce filtri R je filtr.

Dikaz.
1) acUR,be S b>a. (IF)(ae FeR), tedy b e F, tedy b € R.

(2) a,b € |JR. Pak a € F}, b € Fy, bez ijmy na obecnosti necht 77 C Fy. Potom a,b € Fy, a
tedy aNbe F, CUR.

O

1.6.15. LEMMA. Budte S = (M, A, V) distributivni svaz, a,b € M a necht neplati a < b (tedy
a > b nebo nejsou srovnatelné). Potom existuje ultrafiltr F' svazu S tak, Ze a € F' a soucasné
b¢ F.

Dikaz. Necht F je mnozina vSech filtrti, které obsahuji a, ale neobsahuji b, tedy plati F =
{FeFslacFetb¢ F}. Nutné F, = {r € S|z >a} F b, tedy F, € F. V F usporddané
inkluzi mé libovolny fetézec R horni zavoru F' = | J F, kterd podle predchézejiciho lemmatu je
opét filtrem, a tedy trividlné F' € F, nebot a € F et b ¢ F. Dle Zornova lemmatu existuje v F
maximalni prvek Fj. Ukdzeme sporem, ze Fj je ultrafiltr.

Necht Fy neni ultrafiltr. Tedy existuji aj,as € S takové, ze a; V ay € Fy, ale a; ¢ Fp
ani ay ¢ Fy. Definujme Fy := (FoU{a1}) a Fy := (FyU{ag}), pticemz F; 2 Fy Ukadzeme
sporem, ze F) € JF vel F, € J a tim vytvorime spor s maximalitou Fj. Tedy musime ukazat, ze
b¢ Fyvelb ¢ Fy.

Necht b € Fy et b € Fy. Plati F; = {z | (3¢; € Fy)(z > ¢; N a;)}, tedy i pro b existuji ¢; tak,
Zeb>ciANayp ab>cy N ag. Polozme ¢ := ¢y Acy € Fy, tedy b > cANap ab > cA ay, tedy
b>(cAay)V (cAay) adiky distributivité je b > ¢ A (a1 V ag) € Fy, nebot ¢ € Fy, a1 V as € Fy.
Ale filtr je uzavieny vuci vétsim prvkam, tedy b € Fy, coz je spor.

Tedy mame F} € F vel Fy, € F, coz je spor s maximalitou £y v F. 0J

1.6.16. VETA (STONE). Libovolny distributivni svaz je izomorfni s néjakjm mnozinovym
svazem. Jinymi slovy: libovolny distributivni svaz lze izomorfné vnotit do svazu vSech podm-
nozin néjaké mnoziny.

Dikaz. Méme S = (M, A,V) distributivni svaz. Oznaéme U = (P (Us),N,U). Definujeme
h: M — P(Us) jako h(z) := {F € Us |z € F'}. Ukadzeme, Ze h je monomorfismus.

(injekce) Méjme a,b € M, a # b, tj. (non a < b) vel (non b < a). Pak (IF, € Us)(a € Fret b ¢
Fy) vel (3F, e Us)(b € Fy et a ¢ Fy), tedy (3F1 € h(a) \ h(b)) vel (IF, € h(b) \ h(a)),
tedy h(a) # h(b).



(h(a Ab) = h(a) N h(b)) Mé&jme libovolné F' € Us. Pak F € h(a ANb) < aNbE F o (a € Fet

be F) < (F€hla)et F € h(b)) < F € ha) N h(b).

(h(aV b) = h(a) Uh(b)) Méjme libovolné F € Us. Pak F € h(aVb) & aVb e F &Y (4

Fvelbe F) < (F € h(a) vel F € h(b)) < F € h(a) U h(b).

svaz

Celkové tedy mame S = h(S) € U. O

1.7. MODULARNI SVAZY

1.7.1. DEFINICE. Svaz S = (M, A, V) nazveme modulérni, plati-li pro libovolné a,b,c € M,
a<cvztahaV (bAc)=(aVb)Aec.

1.7.2. VETA. Libovolny distributivni svaz je modularni.

Dikaz. Necht a < ¢, tedy c=aVcPakaV (bA-c) 2 (@aVb)A(aVe)=(aVb)Ac. O

1.7.3. LEMMA. Svaz S je modularni pravé tehdy, kdyz pro libovolné a, b, c € S*® plati

aV(bA(aVe)=(aVb)A(aVc).

Dukaz.

(=) V defini¢nim vztahu polozime misto ¢ spojeni a V ¢ > a. Dostaneme primo dokazovanou
rovnost.

(<) Prolibovolné ¢ > aje aVe = ¢, atedy aV(bAc) = aV(bA(aVe)) = (aVb)A(aVe) = (aVb)Ac.

O
1.7.4. VETA. Svaz vSech normalnich podgrup libovolné grupy G je moduléarni.

Dikaz. Nerovnost > v defini¢ni podmince plati vzdy, tedy ukazeme, ze
(VA,B,C <1 G,A* C C*)(ABNC C A(BN(Q)).

Méjme libovolné x € (ABNC)*, tedy = € (AB)®* = A*B® aexistuji = ab, kdea € A* C C*®
abée B* tedy b =a'z,alealixzlezi v C° tedy b € C*. Tedy x = ab, kde a € A® a
beB*NC*=(BNC)°. O

1.7.5. VETA. Svaz vsSech idealt libovolného okruhu je modularni. Svaz vSech podprostortu
libovolného vektorového prostoru je modularni.

1.7.6. DEFINICE. Bud S = (M, A, V) svaz s nulou a jednotkou. Normalni fada ve svazu S
je libovolna posloupnost (a;)™, prvki z M takova, Ze 1 = ag > a; > -+ > a,, = 0. Cislo m
nazveme délkou normaéalni fady.

1.7.7. DEFINICE. Rekneme, %e norméln{ fada (b;)", je zjemnénim normélni fady (a;)™,,
pokud {a;}1, C {b;}7,. Zjemnéni nazveme vlastni, pokud n > m.
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» 1.7.8. DEFINICE. Normalni fada, kterd nema zadné vlastni zjemnéni, se nazyva hlavni fada.

» 1.7.9. VETA (SCHREIER). Libovolné 2 normalni fady v modularnim svazu maji zjemnéni
stejnych délek.

» 1.7.10. VETA (JORDAN, HOLDER).
(1) Libovolné 2 hlavni fady v moduldarnim svazu maji stejnou délku.

(2) Existuje-li v modularnim svazu hlavni fada, pak libovolnou normalni fadu lze zjemnit na
hlavni radu.

o Dikaz.

(1) Necht je (a;) kratsi hlavni fada. Pak ji podle Schreierovy véty lze zjemnit (vlastnim
zjemnénim), coZ je spor s tim, Ze je hlavni.

(2) Bud (a;) hlavni fada a (b;) libovolna normalni fada. Necht (b;) nelze zjemnit na hlavni
fadu. Pak existuje zjemnéni (c;) delsi, nez (a;) a podle Schreierovy véty lze najit jejich
zjemnéni stejnych délek. Protoze (ci) je delsi nez (a;), museli bychom (a;) zjemnit, coz je
spor s tim, ze je hlavni.

O

» 1.7.11. DEFINICE. Budte S = (M,A,V) svaz a a,b € M. Pro interval (a,b) pouzijeme
oznaceni b/a, tedy b/a := (a,b) ={xr € M |z > a et x < b}.

» 1.7.12. VETA. Budte S = (M, A, V) modularni svaz s nulou a jednotkou a a,b € M, a < b.
Pak (aVb)/a = b/(aAD).

o Diikaz. Definujme 2 zobrazeni, f : (a,aV by — (a Ab,b) jako f(z) =xAbag: {(aANbb) —
(a,a VvV b) jako g(y) = y V a. Ukdzeme korektnost definice, tedy mé&me a < x < a V b, pak
xAb>aNbaxAb< (aVb)Ab=D; korektnost druhé definice ukédzeme obdobné.

Zkoumejme zobrazeni g o f, tedy méjme = € (a,a V by, pak g(f(x)) = g(x Ab) = (x AD) Va,
a nebot z > a, je g(f(z)) =x A (bVa), anebot z < aVb,je g(f(x)) = . Podobné ukizeme,
7e fog =1id, a tedy f i g jsou bijekce. Ukdzeme, 7Ze f a ¢ jsou izomorfismy usporadanych
mnozin, tedy = < y & f(x) < f(y) < g(z) < g(y). Smér vpravo je snadny, pokud = < y, je
f(z)=xzANb<yAb= f(y) a podobné pro g. Pro smér vlevo predpokladejme, ze f(x) < f(y),
pak dostavame x = g(f(z)) < g(f(y)) = vy, a podobné pro g. Tedy jsme nasli mnozinovy, a tim
i svazovy izomorfismus obou intervali. 0

» 1.7.13. VETA. M¢&me modularni svaz, ve kterém existuji hlavni fady (tedy svaz musi mit
nulu a jednotku). Definujeme-li |a| jako délku libovolné hlavni fady hlavniho idealu prvku a,
pak plati [a V b| + |a A b| = |a| + |b].

o Dukaz. Dle predchozi véty je |a VvV b| — |a| = |b] — |a A D]. O
» 1.7.14. DUSLEDEK. 1. véta o dimenzi.
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» 1.7.15. POozNAMKA. Pokud ve svazu najdeme 2 hlavni fady rtzné délky, tak vime, Ze svaz
neni modularni.
. 1.8. KOMPLEMENT

» 1.8.1. DEFINICE. Bud S = (M, A, V) svaz s nulou a jednotkou. Rekneme, Ze prvek o’ € M
je komplementem prvku a € M, plati-li:

(1) aNd =0;

(2) avd =1.

» 1.8.2. POZNAMKA. Zvl4$té v mnozinovych svazech pouzivdme ¢asto pro komplement prvku
A znacku CA.

» 1.8.3. PRIKLAD. Ve svazu S = (P(A),N,U) plati pro B C A, ze B’ = A\ B a komplement
existuje prave jeden.

» 1.8.4. PRikLAD. 0'=1;1 =0.

» 1.8.5. PRIKLAD. Komplement nemusi existovat, ale mize jich i existovat vice.
(1) Mé&jme svaz s prvky {0, a, 1}, pak prvek a nemé komplement.
(2) Méjme svaz N5 nazyvany pentagon:
d
_—
ax
| i
a2

\
C

Prvek c predstavuje nulu, prvek d jednotku. K prvku a existuji 2 rtizné srovnatelné
komplementy a; a ay. Déale svaz Ny ma 2 hlavni fady rtzné délky (d,a,c a d,aq, as, c),
tedy neni modularni, a neni ani distributivni.

» 1.8.6. VETA. V moduldrnim svazu nema zadny prvek 2 rizné srovnatelné komplementy.

o Dikaz. Necht a; a as jsou komplementy a a nechf a; < ay. Pak plati a; = a3 A1 = a3 A(aVag) =
(ay Na)Vas =0V ay = as. O

» 1.8.7. VETA. Svaz je modularni pravé tehdy, kdyz neobsahuje jako podsvaz Ns.
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o  Dukaz.

(=) Sporem, tedy nechf obsahuje pentagon. Pak plati (ay Va) Aa; = dAa; = a1 # ay =
as Vc=ayV (aAay), coz je protipiiklad proti podmince modularity.

(«) Sporem, tedy necht neni modulérni. Tedy existuji a, b, ¢ takové, ze a < cale a A (bV ¢) <
(a Ab) V c. Ukdzeme, Ze a # ¢ a b je s nimi nesrovnatelny.
Necht a = ¢, pak a A (bV a) =a = (a Ab) V a, coz je spor, tedy a < c.
Necht b < avelb < ¢, pakjistée b<caaA(bVe)<a<c<(aAb) Ve

O

> 1.8.8. POZNAMKA (ALGEBRAICKY VTIP, KTERY NEZAZNEL NA PREDNASCE). Vite, pro¢ je
Sovétsky svaz modularni? Protoze nemé Pentagon.

» 1.8.9. PRIKLAD. Definujeme svaz Mj nazyvany diamant:

Pak M5 je moduléarni, ale neni distributivni, prvek a ma 2 komplementy, které nejsou srovna-
telné.

» 1.8.10. VETA. V libovolném distributivnim svazu s nulou a jednotkou ma kazdy prvek nejvyse
jeden komplement.

o Dikaz. Meéjme a a ay, ay jeho komplementy. Pak a; = a1 A1 = a;A(aVay) = (a1Aa)V(asAhay) =
0V (asAay) = ajAas, tedy a; < as. Ale distributivni svaz je modularni a a;, as jsou komplementy
stejného prvku, tedy a; = as. 0

» 1.8.11. VETA. Svaz je distributivni pravé tehdy, kdyz neobsahuje jako podsvaz ani Nj, ani
Ms.

» 1.8.12. DEFINICE. Rekneme, Ze svaz s nulou a jednotkou je komplementdrni, ma-li v ném
libovolny prvek alespon jeden komplement.

» 1.8.13. DEFINICE. Rekneme, e svaz s nulou a jednotkou je Booletiv, je-li distributivni a
komplementarni.

» 1.8.14. PRIKLAD. Piikladem Booleovych svazli jsou svazy mnozinové.
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» 1.8.15. PRIKLAD. Vratme se k 12prvkové alternujici grupé Ay, kterd neni jednoduché a nema4
zadnou 6prvkovou podgrupu (prestoze 6 | 12), a nakresleme schéma svazu jejich podgrup.

As 12 prvka

4 prvky Ky
Aél) A:())z) A§3) AéA‘) 3 prvky

2 prvky L(I) L

N

Vidime, Ze svaz vSech podgrup A, neni modulérni, nebot mé hlavni fady rizné délky. Je to
protipiiklad, kdyby si nékdo myslel, Ze svaz vSech (nejen normadlnich) podgrup je modularni.
Déle svaz podgrup A, ani svaz podgrup X, neni distributivni. Navic vSechny podgrupy X,
jsou normaélni, tedy neplati, Ze by libovolny svaz normalnich podgrup byl distributivni.

1 prvek

. 1.9. BOOLEOVA ALGEBRA

» 1.9.1. DEFINICE. Mg¢jme Booleuv svaz S = (M, A, V). Pak algebru @Q = (M, A,V,’,0,1), kde
operace () je komplement a je unarni a operace 0 a 1 jsou nularni, tedy konstanty, nazveme
Booleova algebra.

» 1.9.2. VETA. Bud A Booleova algebra a necht a,b € A°®. Pak:
(1) 0=1, 1"=0
(2) (a) =
(3) anb=0sb<d, aVb=1sb>d;

(4) (anb) =d Vv, (aVvd) =d ANV (De Morganovy zékony).

o Dikaz. Ukézeme pouze tvrzeni 3 a 4.
B) b=bAl=bA(aVd)=0bANa)V(bAd)=0V(bAd)=bANd < b<d

(4) (anb)AN(@VY)=(aANbDANA)V(aNbAY)=0V0=0,
(anb)V(dVV)=(aVdVU)ANDbBVAVY)=1AN1=1;

» 1.9.3. LEMMA. Filtr F' ve Booleové svazu je ultrafiltr pravé tehdy, plati-li

(Ve eS*)(ze F&a' ¢ F).
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o  Dukaz.

(=) Méjme libovolné z. Pak x Va2’ =1 € F, tedy = € F vel 2’ € F. Kdyby z,2' € F, pak
0=z Az € F, coz je spor s tim, ze ' # S°.

(«<) Méjme libovolné prvky a,b. Necht a Vb € F, ale a,b ¢ F. Pak a/,b' € F, tedy a’ NV =
(aVb) € F, coz je spor.

O

» 1.9.4. VETA. Libovolna Booleova algebra je izomorfni s néjakou mnozinovou Booleovou al-
gebrou.

o Diikaz. Definujeme zobrazeni f(z) = {F € Us |z € F'}. Vime, ze f zachovava prusek a spo-
jeni.

() fla')={F eUs|v e F} ={F el |v ¢ F} =Cf(x)
0) f(0)={FelUs|0€F}, ale0 e F = F=S5* cozneni filtr. Tedy f(0) = 0.
(1) f)={FelUs |1 eF}=1Us.
0

» 1.9.5. VETA. Libovolna konecnéa Booleova algebra je izomorfni mnozinové Booleové algebie
tvofené vSsemi podmnozinami vhodné mnoziny.

» 1.9.6. VETA.
(1) Libovolna konecna Booleova algebra ma pocet prvka roven ¢islu 2", n € N.

(2) K libovolnému n € N existuje az na izomorfii pravé jedna Booleova algebra s 2" prvky.

» 1.9.7. PRIKLAD. 2-, 4- a 8prvkova Booleova algebra.

<O &
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