1. MODULY A LINEARNI ALGEBRY
1.1. MobuLYy

» 1.1.1. DEFINICE. Mg¢jme aditivni grupu G = (M, +) a mnozinu skaldri S # (). Pro kazdé
a € S definujeme endomorfismus znaceny stejné o : G — G. Pak systém Gg = (G,S5)
nazyvame grupa s operatory.

» 1.1.2. DEFINICE. Pfipustnou podgrupou grupy s operatory nazveme takové H € G, ze (Vo €
S)(Va € H*)(aa € H®).

» 1.1.3. PRIKLAD.

(1) Méjme libovolnou grupu G a mnozinu celych ¢isel Z jako skalary. Definujme pro k € Z a
x € G* hodnotu kz := k x x. Pak Gy je grupa s operatory.

(2) Necht G je Abelova grupa. Ozna¢me E; mnozinu vSech endomofrismi a definujme pro
h,g € Ez operace (h @ g)(z) :== h(x)+g(x) a (h® g)(x) := h(g(x)). Pak (€, @, ®) tvoii
okruh nazyvany okruh endomorfismi. Pak pfipustnou podgrupou grupy s operatory Ge,
je takova podgrupa, ktera je uzaviena vici vSem endomorfismim. Pripustné podgrupy
Geg,, se nazyvaji uplné charakteristické.

(3) Pripustné podgrupy G4, se nazyvaji charakteristické.

(4) Pripustné podgrupy Gz, se nazyvaji normalni. (Narozdil od g nejsou Aq ani Zg okruhy,
pfesto mohou jejich prvky byt skalary.)

» 1.1.4. DEFINICE. Modulem rozumime grupu s operatory Gr, kde R je asociativni okruh
s jednotkou a (Va,B € R*)(Va € G*)((a + B)a = aa + Ba A a(Ba) = (af)a). Modul Gg

nazveme unitarni, pokud 1-a = a.

» 1.1.5. DEFINICE. Unitarni modul G nazveme vektorovym prostorem, pokud R je télesem.

» 1.1.6. PRIKLAD. Vezméme G = R, a R = R. Pak (R,, R) je modulem.

° 1.2. LINEARNI ALGEBRY

» 1.2.1. DEFINICE. Mgé&jme okruh R a mnozinu skalart S # (). Pak (R, S) je okruh s operétory,
pokud (R4, S) je grupa s operatory a plati (Va € S)(Va,b € R®)(a(ab) = (aa)b = a(ab)).

» 1.2.2. DEFINICE. Lineéarni algebra je dvojice (R, S), kde R je okruh, S je téleso a plati:

(1) (R4, S) je unitarni modul;

(2) (R,S) je okruh s operatory.

» 1.2.3. PozNAMKA. Pokud zapomeneme nasobeni skaléry, je linedrni algebra okruhem. Pokud
zapomeneme okruhové nasobeni, je vektorovym prostorem.



> 1.2.4. PRIKLAD.
(1) (C™™ +,-) je linearni algebra nad C.
(2) (C™™, +,-) je linearni algebra nad R.
(8) Cpg je linearni algebra C' nad R.

(4) Rp je linearni algebra R nad R.
» 1.2.5. DEFINICE. Algebry definované nad télesem realnych ¢isel nazyvame realné.

» 1.2.6. POzNAMKA. Méjme U téleso a T' € U jeho podtéleso. Pak U je linedrni algebra nad
T a U,y je vektorovy prostor nad 7'.

° 1.3. ALGEBRA KVATERNIONU

Vymyslel ji Hamilton v Dublinu 16. fijna 1843.
Vezméme algebru C?? nad R a uvazujme podmnozinu

(2

Ukézeme, ze K je podalgebra C?2. Uzavienost v séitani matic je zjevnd, stejnd tak vaci
nasobeni redlnym cislem. Zbyva ndm uzavienost vici soucinu:

a b c d B ac —bd ad+ be
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Tedy K nad R je algebrou, kterou nazyvame kvaternionova algebra a jeji prvky nazyvame
kvaterniony.

Je asociativni, neni komutativni, ma jednotku ( (1) (1)) a je algebrou s délenim (tedy K jako
okruh je télesem) — ukazeme. Pro dané a, b hledame ¢, d, aby ac —bd = 1 a bc + ad = 0. Zbylé
dvé rovnice jsou linedrné zavislé na téchto dvou. Matice soustavy s neznamymi ¢, d je (% _ab) a

a,bE(C}.

jeji determinant je D = |a|® + |b]>. Tedy podle Cramerova pravidla je ¢ = Lad= 2, tedy

d= =L
D
ZapisSme a = a1 + awi a b = By + [Bat, kde a9, B12 € R. Pak
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Tedy dim K = 4 a (e, i, j, k) tvofi bazi K. Prvky baze se nasobi podle nasledujici tabulky (prvni
¢initel vlevo, druhy nahote):
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Oznacme Qg = {1,—1,i,—i,7,—j,k, —k}. Pak Qs s nasobenim podle tabulky je grupa
nazyvanéd kvaternionova grupa. V uvahu prichazeji ¢tyr- a dvouprvkové podgrupy. Jsou tfi
4prvkové podgrupy, napt. {1, —1,7,—i}, a jedna 2prvkova {1, —1}. Prvni 3 maji index 2, a jsou
tudiz normalni, taktéz 2prvkova je normalni. Tedy Qg je priklad neabelovské grupy, kterda ma
vsechny podgrupy normaélni. Takové grupy se nazyvaji hamiltonovské.

1.3.1. VETA (FROBENIUS). Bud A realna asociativni kone¢nédimenzionalni linearni algebra
bez déliteli nuly. Je-li A komutativni, potom je izomorfni s algebrou Cgr nebo Rg. Neni-li A
komutativni, pak je izomorfni s algebrou kvaternionii.



