1. OKRUHY
° 1.1. OKRUH

» 1.1.1. DEFINICE. Rekneme, 7e algebra R = (M, +, ) je okruh (angl. ring), pokud plati:

(1) algebra (M, +) je Abelova grupa; nazyvame ji aditivni grupa okruhu R a zna¢ime R, ;

(2) algebra (M, ) je grupoid; nazyvame jej multiplikativni grupoid okruhu R a znacime R,;

(3) distributivni zakon, tj.

(Va,b,c € M)(a(b+c) = (ab) + (ac) N (b+ c)a = (ba) + (ca)).
» 1.1.2. PozZzNAMKA. Nékdy se v literatufe ocekava od okruhu jesté asociativita.

» 1.1.3. PRIKLAD. Z = (Z,+,-) je okruh celych &isel.

» 1.1.4. POozZNAMKA. Jak jsme zvykli, ma operace nasobeni vétsi prioritu nez operace séitani,
tj. ab+ ¢ := (ab) + c.

» 1.1.5. DEFINICE. E = ({0}, +, ) je trividlni okruh.

» 1.1.6. DEFINICE. Rekneme, ze okruh R je asociativni, resp. je komutativni, resp. mé jednotku,
ma-li stejnou vlastnost i multiplikativni grupoid R,.

> 1.1.7. PRIKLAD.
(1) Okruh Z = (Z,+, ) je asociativni, komutativni a m4 jednotku.
(2) Okruh (C™", +,-) je asociativni, mé jednotku (jednotkovou matici), ale neni komutativni.

(3) Vektorovy prostor (V,+) s vektorovym sou¢inem x tvoii okruh (V, 4, x), ktery neni ani
asociativni, ani komutativni.

» 1.1.8. DEFINICE. Zerovy okruh je okruh R = (M, +,-), kde (Va,b € M)(ab :=0).
» 1.1.9. DEFINICE. Definujeme rozdil prvki, (Va,b € M)(a —b:=a+ (=b)).
» 1.1.10. VETA. Bud R = (M, +, ) okruh, necht a,b € M. Potom plati:

(1) ¢(a—b) = ca — cb; (a —b)c = ac — b

(2) 0-a=a-0=0;

(3) (—=a)b = a(=b) = —(ab);

(4) (—a)(=b) = ab.



>

Diikaz. VSechno je podobné, ukazeme prvni dve.
(1) cla—b)=cla—b)+cb—cb=cla—b+b) —cb=ca— cb.
(2) 0-a=(b—b)a=ba—ba=0.

U

1.1.11. DerFINICE. Ciselny okruh je libovolny okruh s pfirozenymi éiselnymi operacemi a
s nosicem, ktery je ¢iselnou mnozinou.

1.1.12. DEFINICE. Délitelé nuly jsou libovolné a,b € R® takové, ze a,b # 0, ale ab = 0.
Okruhem bez délitelii nuly rozumime okruh, ve kterém neexistuji délitelé nuly.

1.1.13. PrixLap. Napi. (o) (70) = (00)-

1.1.14. VETA. Ciselné okruhy jsou bez déliteli nuly, tj. pro a,b € R® plati, Ze

(ab=0=(a=0V b=0)).

1.1.15. DEFINICE. Oborem integrity rozumime asociativni a komutativni okruh bez délitelu
nuly.

1.1.16. DEFINICE. Bud R = (M, +,-) okruh. Formalnim polynomem nad okruhem R rozu-
mime libovolnou nekone¢nou posloupnost (a,)52, prvka z M, v niz je koneény pocet prvki
nenulovych.

Takové n € Ny, Ze a, # 0a (Vi > n)(a; = 0), nazveme stupeti polynomu. Pro nulovy polynom
0 =0000... nedefinujeme stupen.

Posloupnost (a,,)5%, oznac¢ime 3 a,z™ nebo ag+az+ asx®+. ..+ a.x®, kde s je stupeii po-
lynomu. Jde o formalni zapis, nikoli sumu. Mnozinu vSech polynomi nad okruhem R oznac¢ime

R[z]*.

1.1.17. PozNAMKA. Skalni algebraici fikaji « neurc¢ita (nejedna se o proménnou).

1.1.18. DEFINICE. Mg¢jme okruh R a polynomy P = " a;2°, Q = >_ b;x'. Potom definujeme

soudet polynomt jako P + Q := > (a; + b;)z* a soucin polynomil jako PQ := > cpa®, kde
k

= 3y aibis.

1.1.19. POZNAMKA. Soudet i souéin polynomi jsou opét polynomy a operace jsou prirozené,
jaké zndme z analyzy.

1.1.20. DEFINICE. R|z] = (R|x]*, +,-) nazveme okruh polynomut nad okruhem R.

1.1.21. LEMMA. Pokud okruh R je asociativni, resp. je komutativni, resp. ma jednotku, ma
odpovidajici vlastnost i R[z]. Jednotkou v okruhu polynomi je 12° = 1000.. ..

1.1.22. LEMMA. Nemaé-li okruh R délitele nuly, nemé je ani okruh R[z].



Diikaz. M&jme P,Q € Rlx] ~ {0}, P = > a;x*, Q = >_ bz’ a necht stupent P je p a Q je q.
Méjme soucin PQ = > c;2*, pak je specidlné c,y, = > 0 a;b, 4. Pro i > p je a; = 0 a pro
i<pjep+q—i>qab; =0.Tedy cprq = a,b,, a nebot oba jsou nenulové a R nema délitele

nuly, je cp1q # 0, a tedy PQ # 0. O
1.1.23. DEFINICE. Méjme xy, ..., x, soubor neucitych. Pak definujeme R[xy,...,z,| indukeci
jako R[xy,...,x,] == (R[z1, ..., Tpo1])[n)-

1.1.24. VETA. Bud R obor integrity, pak také R[zy,...,z,] je obor integrity.
Dikaz. Dikaz provedeme snadno indukci podle n s vyuzitim predchoziho lemmatu. 0

1.2. TELESO

1.2.1. DEFINICE. Okruh R = (M, +,-) je téleso, pokud plati, ze algebra (M ~ {0}, ) je grupa.
Grupu (M ~ {0}, ) nazyvame multiplikativni grupa télesa a znac¢ime T,. Téleso zna¢ime T, a
je-li T, Abelova, fekneme, Ze téleso T’ je komutativni.

1.2.2. LEMMA. Téleso vzdy obsahuje alespon 2 prvky, a to nulu a jednotku.

1.2.3. DEFINICE. Definujeme trivialni téleso F' = ({0, 1}, +, ). Operace na trividlnim télese
se definuji pomoci Cayleyovych tabulek:

+[0[1] [o]1]
001 010
11/0] 1]o[1

1.2.4. DEFINICE. Zakladni ¢iselnd télesa:

(1) @:=(Q,+,);
(2) R = (Ra -+, ');
3) C:=(C,+,").

1.2.5. POzZNAMKA. Okruh celych ¢isel Z = (Z,+, -) neni télesem!

1.2.6. PRIKLAD. Polozme M = {a +/2b ‘ a,b e Q}, pak (M, +,-) je téleso takové, ze Q &
a—v/2b

a?—2b2%"

M ¢ R. Jediné zajimavé je ukézat piftomnost inverzniho prvku: (a +/2b)~' =
Obecné lze definovat Q 5 = ((Q + /nQ), +, ) pro libovolné n € N.

1.2.7. VETA.
(1) Téleso nemé délitele nuly.

(2) Komutativni téleso je obor integrity.



o  Dukaz.

(1) Nenulové prvky télesa tvoii grupu, tedy jsou uzaviené vic¢i nasobeni, a tedy nemiize
ab = 0.

(2) Teleso je vzdy asociativni, tedy je-li i komutativni, je oborem integrity z definice.

» 1.2.8. DEFINICE. Budte R = (M, +,) okruh a T' = (N, +, -) téleso.

(1) Rekneme, ze A C M, A # ) je uzaviena v okruhu R, plati-li
(Va,be A)(abe A N a—be A).

Algebru @ = (A, +, -) nazveme podokruh okruhu R a znacime ) € R.

(2) Rekneme, 7e B C N, B # () je uzavien v télese T, plati-li

(Va,be B)(b#0= (ab-' € B A a—b€ B)).

Algebru U = (B, +, ) nazveme podtéleso télesa T a znacime U € T'. Téleso T nazyvame
nadtéleso télesa U a relaci € rozsifenim téles.

> 1.2.9. PRIKLAD.
(1) Ozna¢me S = {2k |k € Z}. Pak plati (pro okruhy) (S, +,) €o (Z,+,") €o (Q, +, ).

(2) Pro télesa plati (Q,+,-) €r (R, +,) €r (C,+,-).

» 1.2.10. VETA. Budte R = (M,+,-) okruh, resp. téleso a necht Q; € R,i € I je systém
podokruhii, resp. podtéles. Pak (,.; G; je podokruh, resp. podtéleso R.

» 1.2.11. DEFINICE. Budte R = (M,+,-) okruh, A C M. Pak (A) == N{Q e R|ACQ}
nazyvame podokruh generovany mnozinou A.

> 1.2.12. LEMMA.

<A>. = {k)l X 11 .. Gy + 4k, X Apl - - - Ay, |n€No,mi e Nk € Z,aij S A}
o Dikaz. Mnozina obsahuje A, nelze nic vyjmout a je uzaviena v R. 0

» 1.2.13. DEFINICE. Budte R = (M, +,-) okruh a necht ); € R,i € I je systém podokruhd.
Pak definujeme soucet podokruhii jako » ., Q; := <UZE s Q;>

° 1.3. KONGRUENCE

» 1.3.1. DEFINICE. Bud R = (M, +,-) okruh a = ekvivalence na M. Rekneme, Ze = je
kongruence na okruhu R, plati-li:

(Va,b,c,de M)((a=b A c=d) = (a+c=b+d A ac=bd)).
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1.3.2. DEFINICE. Bud = kongruence na okruhu R. Pak R/ = := (M /=,+,-) s operacemi
T,+ Ty, =T, a Ty :=1T,T, nazyvame faktorokruh okruhu R podle kongruence =.

1.3.3. LEMMA. Bud = kongruence na okruhu R. Pak faktorokruh R /= je okruh.

1.3.4. VETA. Je-li okruh R asociativni, resp. komutativni, resp. ma jednotku, potom ma
tutéz vlastnost i faktorokruh R/ =.

1.3.5. PozNAMKA. Neplati obecné, ze faktorokruh télesa je télesem (nepfenasi se vlastnost
nemiti délitele nuly).

1.3.6. DEFINICE. Necht ) € R je okruh a jeho podokruh. Pak definujeme ekvivalenci =¢ na
R tak,zea=gb&sa—-beqQ.

1.3.7. POZNAMKA. R, je Abelova, tedy = je kongruence na grupé R, ne vSak kongruence
na okruhu R.

1.3.8. DEFINICE. Podokruh I okruhu R nazyvame idedl v R a znac¢ime I < R, plati-li, ze

(Va € I*)(Vr € R*)(ra € I* A ar € I°).

1.3.9. POZNAMKA.

(1) Pii ovérovani, ze I je idedl, je nejprve nutno ovéfit, ze je podokruhem, a pak teprve
definujici podminku idealu.

(2) Definujici vlastnost idealu je siln€jsi nez uzavienost viici nasobeni, tedy staci ovétit tuto
podminku a uzavienost viic¢i sc¢itani.

1.3.10. VETA. Ekvivalence = na R je kongruenci pravé tehdy, je-li ekvivalenci indukovanou
idedlem, tj. (31 < R)((=) = (=/)).

Dukaz.

(<) Vezméme tiidu T kongruence = a ukazeme, ze [ = (T, +, -) je hledany ideal.
Platia=0ab=0,tedya—b=0,atedya—beTy. Dilea=0ar=r,tedy ar =0 a
ra =0, a tedy ar,ra € Ty.

Z grup vime, ze (=) = (=q,), coZ jsme chtéli ukazat.

(=) Méjme I <« R. Pak a =; b & a — b € I°*. Ekvivalence =; je kongruenci na R, tedy
zbyva ukazat druha podminka, tj. Ze ac =; bd, pokud a =; b a ¢ =; d. Plati ac — bd =
ac — ad + ad — bd = a(c — d) + (a — b)d, a nebot (¢ — d), (a — b) € I a idedl je uzavieny
na nasobeni vSemi prvky R a na s¢itani, je i a(c —d) + (a — b)d € 1.

O



1.3.11. PRIKLAD. Méjme okruh celych éisel Z = (Z,+,-). Pak pro libovolné m € Ny defi-
nujeme =, jako a =,, b < (3s € Z)(a — b = sm). Pak I, := {sm |s € Z} je idedl a I, jsou
vSechny idedly na Z.

Zjevné splyva 7 /=,, a Z/I,. Budeme proto pouzivat spoletnou znacku Z,, a nazev
okruh zbytkovych tiid modulo m.

1.3.12. VETA. Necht m € N (tedy m # 0). Pak v jedné tiidé Z,, lezi 2 ¢isla a, b pravé tehdy,
davaji-li stejny zbytek po déleni m. Okruh zbytkovych tiid Z,, ma rad m.

1.3.13. VETA. Budte R okruh s jednotkou, I <t R a necht 1 € [°*. Pak [ = R.

Dikaz. Méjme libovolné r € R* a1l € I*. Pak nutné r-1 € I, a tedy R®* C I°. Opacné inkluze
plyne z definice idealu. 0

1.3.14. VETA. Bud R okruh. Pak:
(1) R< R,
(2) E < R.

1.3.15. DEFINICE.
(1) Ideal I < R nazveme netrivialni, pokud [ # R a I # E.

(2) Okruh R oznacujeme jednoduchy, pokud nemé netrivialni idealy.

1.4. JEDNODUCHE OKRUHY
1.4.1. VETA. Necht R je okruh a I < R. Pak I, < R,. (Tedy je-li I idedl, pak je i normdlni
podgrupou aditivni grupy R..)
1.4.2. VETA.
(1) Okruh R prvociselného fadu p je jednoduchy.

(2) Libovolné téleso T je jednoduchy okruh.

Dukaz.

(1) Pokud by R mél netrividlni idedl, pak by R, méla netrividlni norméalni podgrupu, ale
z prvociselnosti fadu vime, ze takova normalni podgrupa neexistuje.

(2) Méjme libovolny ideal I < T. Ukazeme, ze [ # E = I =T, tedy existuji pouze trivialni
idealy. Idedl je nenulovy, tedy (Ja € I* \ {0}). Pak a™' € T, tedy aa™' =1 € I°*, a tedy
I1=T.

O

» 1.4.3. POzZNAMKA. Lze definovat jednostranné idealy, ale z dikazu je vidét, Ze téleso nema

ani jednostranné idealy.



» 1.4.4. VETA. Prinik i soucet libovolného systému idealti v okruhu R je ideadl v R.

o Dikaz. Méjme systém I, < R pro a € J. Ozna¢me A =(\I,a B=>_1,

(prunik) Prinik je podokruhem, tedy staci ukazat definiéni podminku idealu. Méjme libovolné
ac€Aare R Pak (Va € J)(a € 1,), tedy (Va € J)(ar € 1,), tedy ar € A.

(soucet) Soucet je podokruhem, tedy opét staci ukézat definiéni podminku idedlu. Méjme
libovolné @ € B ar € R*. Pak a jetvarua = k; X ay1...Q1n, + -+ Kkm X Q1 -+ - G,y s
kde k; € Z a ay € |J I, Tedy zvIasté a; € I3, (a; vybere piislusny idedl). Pak soucin
Ao - - . Qipn, je tvaru a;r; pro néjaké r; € R®, tedy nebot 1, je idedl, je anr; € I, a také
b; = k; x apr; € 1,. Potom a = by + - - -+ b,,. Pro libovolné r € R® je ra =rb; +---+1b,,
a plati (Vi)(rb; € 1,,). Ale I,, CJ I, C (U I.) = B. Z uzavfenosti B na soulty je ra € B
a podobnym zpiisobem ukazeme, ze ar € B.

O

» 1.4.5. DEFINICE. Bud R = (M, +,-) okruh. Hlavnim idedlem generovanym prvkem a € M
(zna¢ime I,) rozumime nejmensi ideal v R obsahujici prvek a.

» 1.4.6. POzZNAMKA. Definice je korektni, nebot kazdy prvek lezi v néjakém idedlu (pfinej-
hor$im a € R < R), a existuje nejmensi, nebof prinik systémem idealt obsahujicich a je ideal
obsahujici @ a je nutné nejmensi:

L=()J

J<R
acJ

» 1.4.7. LEMMA. Nechf R je asociativni a komutativni okruh, a € R a ozna¢me J, := {ra |r € R*}.
Pak J, je idedl a plati:

(1) M&-li R jednotku, je I, = J, (tedy J, je hlavni ideal generovany a).
(2) Nema-li R jednotku, je I, = (J,U{a}) ={ra+k xa|re R keZ}.
o Dikaz. Meéjme libovolné b = ra € J,, kde r € R a a € J, a libovolné q € R. Pak bqg = gb =
gra € R*a = J?, tedy J, splituje defini¢ni vlastnost idedlu. V hlavnim idealu generovaném a lezi

vSechny souciny tvaru ra, tedy nutné J, C I,. Pokud navic existuje jednotka, je a = la € J,,
a tedy J, = I,. Pokud jednotka neexistuje, je nutné J, rozsitit o nasobky a. O

» 1.4.8. DEFINICE. Asociativni a komutativni okruh nazveme okruhem hlavnich idealu, je-li
v ném kazdy ideal hlavni.

» 1.4.9. PRIKLAD. Ukazeme, ze Z = (Z, +, -) je okruh hlavnich ideélu. Idedly [, = {sm |s € Z}
jsou hlavni. Vezméme si libovolny idedl I <1 Z, pak vime, Ze I, je normalni podgrupa Z,. Ale
7, je cyklicka, tedy i I, je cyklickd, a tedy existuje generator m takovy, ze I = I, = (m) =
{kxm|keZ}={sm|seZ} Tedy I = I, a je hlavni.



° 1.5. HOMOMORFISMY

» 1.5.1. DEFINICE. Budte R;, R, okruhy, R; = (M;, +,-). Rekneme, 7e h : M, — M, je
homomorfismus okruhti, pokud plati:

(Va,y € My)(h(x+y) = h(x) + h(y) A h(zy) = h(x)h(y)).

(Tedy h je homomorfismus na okruhu, pokud je homomorfismem na aditivnim i multiplikativ-
nim grupoidu.)
Znacime h : R; — R,.

» 1.5.2. DEFINICE. Podobné, jako na grupach, definujeme na okruzich monomorfismus, epimorfismus,
izomorfismus, endomorfismus, automorfismus.

» 1.5.3. DEFINICE. Okruhy R; a Ry jsou izomorfni (znac¢ime R; = Ry), pokud existuje izomor-
fismus A : Ry — Rs.

» 1.5.4. LEMMA. h(R;) € Rs.

» 1.5.5. VETA. Je-li R; asociativni, resp. komutativni, resp s jednotkou, pak tutéz vlastnost
mé i h(Ry).

» 1.5.6. POZNAMKA. Nepfenasi se vlastnost nemiti délitele nuly a byti télesem.

» 1.5.7. DEFINICE. J4drem homomorfismu h : Ry — Ry rozumime mnoZinu ker h := A1 ({0}) =
{z € R} | h(x) = 0}.
» 1.5.8. LEMMA. Nechtf A je homomorfismus. Pak
(1) kerh < Ry;
(2) h je monomorfni (prosty) pravé tehdy, kdyz ker h = {0}.

» 1.5.9. VETA. Podokruh okruhu R je idedl pravé tehdy, je-li jadrem néjakého homomorfismu
definovaného na R.

» 1.5.10. VETA (O HOMOMORFISMU OKRUHU). Budte R;, Ry okruhy a necht h : Ry — Ry je
homomorfismus. Potom h(R;) = R, / ker h.

» 1.5.11. VETA. Budte R;, Ry okruhy, h: Ry — Ry monomorfismus. Je-li R; bez délitele nuly,
resp. télesem, pak mé odpovidajici vlastnost i podokruh h(R;) okruhu Rs.
° 1.6. PODILOVA TELESA

» 1.6.1. VETA. Necht m > 2. Okruh Z,, je okruhem s déliteli nuly pro m slozené a je komuta-
tivnim télesem pro m prvociselné.



Dikaz.
(1) Méjme m = uv takové, ze u,v < m. Pak Ty =T,, =T, T, a T,,T, jsou délitelé nuly.

(2) Mé&jme m € P a necht k je takové, ze 0 < k < m. Pak, nebot §(k,m) = 1, existuji u,v € Z
takova, ze uk +vm = 1, z éehoz T, T, = Ty — T, T,, = Th, a tedy T, = T, *.

O

1.6.2. LEMMA. Bud R okruh. Potom R je bez déliteltt nuly pravé tehdy, lze-li v jeho mul-
tiplikativnim grupoidu R, kratit nenulovym prvkem, t;j.

(Va,b,c € R*,c # 0)((ac = bcV ca = cb) = a=b).

Dikaz.

(=) Plati 0 = ac — bc = (a — b)c. Nebot ¢ # 0 a R je bez délitelii nuly, je a — b = 0, a tedy
a = b. Kraceni zleva se ukdze obdobné.

(<) Necht ab=0=0-bnebo ba =0 =1>b-0. Tedy pro b # 0 je a = 0, coz znamena, Ze nejsou
oba nenulové.

1.6.3. POzZNAMKA. Ma4-li se okruh R vnofit do télesa, nutné nesmi mit délitele nuly.

1.6.4. LEMMA. Necht okruh R; lze izomorfné vnofit do okruhu Ry a necht R} N RS = (). Pak
existuje okruh @ takovy, ze Ry € Q a Q = Rs.

Diikaz. Definujme Q* = (RS ~\ h(R;)) U R} a definujme zobrazeni g : Q* — R$ nasledovné:

| h(z) proz € R}
9(x) = { x jinak

Zjevné g je bijekce. To nadm umoziuje definovat ) = (Q°,®,®) s operacemi a G b :=
97 (g(a) +g(b)) aa®b:= g (g(a) - g(b)). Pak g(a ®b) = g(a) + g(b) a g(a © b) = g(a) - g(b),
tedy ¢ je homomorfismus, a tedy izomorfismus.

Celkové tedy mame, ze QQ = Ry a Ry € Q). O

1.6.5. VETA. Libovolny obor integrity R lze vnofit do komutativniho télesa.

Dikaz.  Je-li R = FE, pak jej lze vnorit do trividlniho télesa F'. Tedy predpokladejme R # E.
Definujme mnozinu M := {(a,b) |a,b € R*,b # 0}. Déle definujeme = jako (a,b) = (c,d) <
ad = bc a ukazeme, Ze je ekvivalenci. Reflexivita a symetrie je zfejma, ukazeme transitivitu.
Necht ad = be a cf = de. Pak adf = bef = bed a z predchoziho lemmatu, z nenulovosti d a
z komutativity vidime, ze af = be.
Vezméme faktor-mnozinu M /= a oznacujme
(a,b) € § € M /=. ,Zlomky*" se chovaji pfirozené:

kratit nenulovym prvkem: 3= = 7.

tiidu M /= obsahujici prvek (a,b), tedy
= ¢ ¢ (a,b) = (¢, d) & ad = be. Lze také

eI



Definujeme okruh Ug := (M /=, ®,©) jako § & = “db;bc a $©f = 5. Nebot R neobsahuje

délitele nuly, nemame ve jmenovateli nulu. Zbyva ukazat korektnost deﬁnice: Méjme 3 = 7,
tj. a’'b=al, a 2—1 =5, tj. dd=cd.

Ukézeme, 7e 2tbe — ddAVe i pi(a/d + 1) = Vd'(ad + be), tj. bdd'd + bdb'd = V'd'ad +
b'd'be, tj. (a'b)dd + ('d)bb < (ab')dd + (cd' )bb', ale a'b = ab’ a dd = cd', tedy rovnost plati.

Podobné 1ze rozepsat operaci ©. U
Déle definujeme h : R — Ug jako h(z) = %2 pro a # 0 (nezavislost na vybéru a je zrejma)
Uk4Zeme, Ze h je monomorfismus. Plati h(z + y) = Hy)a = ot — (m)ﬁ(ya)a =Z g

h(z) © h(y) = &2 © L = Z2 — 22 Necht h(z) = 0, tJ ar = 0 ale a # 0 a nerou dehtele

aa

nuly, tedy x =0 a h je proste
Celkové tedy mame R = h(R) € Ug a podle piedchoziho lemmatu existuje téleso Tg takové,
ze R €@ Tgr = Ug.

1.6.6. DEFINICE. QOkruh Ug z predchozi véty nazveme téleso zlomkii.

1.6.7. POZNAMKA.
1) Kazdy zlomek tvaru 2 je nulou.
y b J
(2) Kazdy zlomek tvaru £ je jednotkou.
(3) Plati —t=7=%
a

(4) Proa #0 je (%)71 =5,

(5) Ug je obor integrity s jednotkou, tedy téleso.

1.6.8. DEFINICE. Té€leso Ty z pfedchozi véty nazveme podilové téleso oboru itegrity R.

1.6.9. LEMMA. Budte Ry, Ry obory integrity a T, T» jejich podilova télesa. Pak Ry & Ry =
T, =2T,.

Dikaz. Ex1stuJe izomorfismus h : Ry — R, a definujme izomorfismus h : U; — U, jako

h (%) = h(b Je tieba trividlné ukazat, Ze obraz nezavisi na reprezentantu ¢, ze h(b) # 0 a Ze

h je izomorfismus. Tedy mame 77 = U; = Uy = Ts. ]
1.6.10. LEMMA. Téleso T je nejmensi téleso obsahujici obor integrity R.

Dikaz. Necht S je libovolné téleso a R € S. Definujeme h : Uy — S jako h (%) = ab™!, coz
muzeme, protoze a, b jsou prvky télesa a b £ 0. Opét definice nezavisi na reprezentantu.

UkéZeme, Ze zobrazeni h je homomorfismus. h (¢ & <) = h (%“t<) = (ad + be)(bd) ™ =
add™'0~" + bed o7t = ab™' 4+ cd™t = h (%) + h(%). Zachovani soudinu se ové{ podobné.
Opomnéli jsme ovéfit, Ze prvky inverzni k prvkim z oboru integrity komutuji. Tedy necht
vy = yx, pak y = v yx, a tedy ya ' =27'y. Opét h (¢) =0 ab™' =04 a =0, tedy h je
prosté.

Celkové dostédvame, ze Tp = U = h (Ug) € S. O

10



1.6.11. DUSLEDEK. Podilové téleso komutativniho télesa T' (jako oboru integrity) je izomorfni
sT.

1.7. CHARAKTERISTIKA TELESA

1.7.1. POzNAMKA. RAd jednotky 1 jako prvku aditivni grupy 7' télesa T' je nejmensi p¥iro-
zené Cislo n € N takové, Ze n x 1 =1+ -+ 1 = 0. Pokud (Vn € N)(n x 1 # 0), m4 jednotka
—_——

n-krat
nekonecny fad.

1.7.2. LEMMA. Jednotka ma v 7T Tad nekonec¢ny nebo prvociselny.

Diikaz. Lemma dokazeme sporem. Necht n = uv a u,v <n. Pak (ux1)-(vx1)=(1+...+
Dl+...41)=(uw) x1=nx1=0, tedy u x 1 av x 1 jsou délitelé nuly, coz je spor. [

1.7.3. DEFINICE. Rekneme, Ze t&leso T mé charakteristiku (znac¢ime ch T) p € P, resp. 0,
ma-li jednotka v T, 7ad p, resp. nekonecny.

1.7.4. DUSLEDEK.
(1) Vsechna ¢iselna télesa (napf. @), R, C') maji charakteristiku 0.
(2) Kazdé konecné téleso ma nenulovou charakteristiku.

(8) Teleso zbytkovych tfid Z, ma charakteristiku p.

1.7.5. VETA. Bud T téleso charakteristiky p, resp. 0. Pak libovolny prvek a € T*, a # 0 ma
v T’y tad p, resp. nekonecny.

Dikaz. Platinxa =a+...+a =1la+...+1la = (1+---+1)a = (n x 1)a. Tedy
nxa=0<%<nx1=0, coz jsme chtéli ukazat. 0

1.8. PRVOTELESO

1.8.1. DEFINICE. Prvotélesem télesa T' rozumime jeho nejmensi podtéleso (prinik vSech jeho
podtéles). Prvotéleso znacime Pr.

1.8.2. VETA. Bud T téleso charakteristiky p, resp. 0. Potom prvotéleso T' je izomorfni s téle-
sem zbytkovych tiid Z,, resp. s télesem raciondlnich cisel Q).

Diikaz. Oznacme Pr prvotéleso télesa T'. Pak nutné 1 € Pr. Definuji S := {k x 1|k € Z} a
nutné S C Pr. Plati (kx1)—({x1)=(k—¢)x1eSa{lx1)(kx1)=lkx1eS, tedy S
je podokruh okruhu 7'.

Definujeme h : Z — S jako h(k) = k x 1. Snadno ukézeme, Ze h je epimorfismus. Podle
véty o homomorfismu je h(Z) = S = Z / ker h.

Zkoumejme nasledujici 2 mozné pripady:

(chT=peP) Pak kerh = {k€Z|kx1=0} =1, Tedy S = Z/I, = Z,, a protoze p je
prvocislo, je Z, téleso. Z izomorfie S je také télesem a plati S C Pr, a nebot S je téleso
a Pr je nejmensi podtéleso, plati S = Pr a Pr = Z,.
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(chT=0) Pakkx1=0<k=0akerh=FE = {0}. Atedy S =2 Z/F = Z, ale Z neni
télesem, je pouze oborem integrity, tedy i S je oborem integrity a existuji podilova télesa
Ts a Ty, kterd jsou izomorfni. Vezméme Ug a definujme g : Us — T jako g (%) =ab !
O tomto zobrazeni jsme jiz diive ukézali, Zze je monomorfismus, tedy Ug = g (Ug) € T
(podtélesem). Ukazeme, ze g (Us) = Pr.

(S) Pr je nejmensi podtéleso, tedy Pr C g (Us).

(2) Méjme libovolné y € g(Us), y = ab™', kde a,b € S C Pr. Ale Pr je téleso, tedy
Yy € PT-

Tedy celkové mame Pr =g (Ug) 2 Us =Ts =Ty = Q.

» 1.8.3. POZNAMKA.

(1) Okruh Z nema délitele nuly, ale Z,,, pro m slozené maji délitele nuly. To dava protipriklad
k domnénce, Ze obecny homomorfismus zachova vlastnost nemiti délitele nuly.

(2) Necht T je jednoduchy okruh, tj. jediné jeho ideély jsou E a T. Ale vSechny idedly jsou
jadra vSech homomorfismi. Tedy bud ker h = E a h je monomorfismus, nebo kerh = T
a h(T) = {0}, coz zjevné neni télesem. To dava protipiiklad k domnénce, Ze obecny
homomorfismus zachovava télesovost.
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