1. USPORADANE MNOZINY
1.1. USPORADANE MNOZINY. RETEZCE
» 1.1.1. DEFINICE.

(1) Mnozina M s uspofadanim < se nazyva uspofadand mnozina (M, <).

(2) Pfirozenym zptisobem jsou na M definovany operace >, <, >.

(83) Necht R C M je tplné usporadand, pak ji nazveme Fetézcem.

» 1.1.2. DEFINICE. Necht (M, <) je uspofdadana mnozina, a € M. Pak a je:
(1) nejvetsi prvek (posledni prvek) <= (Vz € M)(z < a);

(2) nejmensi prvek (prvni prvek) <= (Vo € M)(z > a);

(3) maximalni prvek <= (Vo € M)(x > a = = = a);

(4) minimélni prvek <= (Vox € M)(x <a =z = a).

> 1.1.3. LEMMA.
(1) Je-li a € M posledni, je maximalni.

(2) Je-li a € M prvni, je minimalni.

» 1.1.4. PRIKLAD.

(1) (N, | ). Relace ,,déli“: a | b < (3¢ € Z)(b = ac). Prvni prvek je 1, posledni neni.
(2) (Np, | ). Prvnim prvkem ztstéava 1, ale poslednim je 0, nebot n | 0 pro vSechna cela ¢isla.

(3) (N~ {1}, | ). Neméa nejmensi, ale ma minimalni — jsou to vSechna prvodcisla.

» 1.1.5. DEFINICE. Necht (M, <) je usporddana mnozina, N C M. Pak:
(1) z € M je horni zavora podmnoziny N <= (Vz € N)(z < z).
(2) z € M je dolni zavora podmnoziny N <= (Y € N)(z > 2).

(8) N je shora omezend <= existuje horni zavora V.

(4) N je zdola omezend <= existuje dolni zavora V.

» 1.1.6. DEFINICE. Necht (A4, <) a (B, <) jsou 2 uspofddané mnoziny, f : A — B. Pak fekneme,
Ze f je izotonni (izotonie) <= (Va,y € A)(z <y = f(z) < f(y)).

» 1.1.7. DEFINICE. Necht (A, <) a (B, <) jsou 2 usporddané mnoziny. Pak:
(1) f: A — B je izomorfizmus, pokud je bijektivni a f i f~! jsou izotonni, tj.

(Va,y € A)(z <y & fz) < fy))-

(2) A a B jsou izomorfni (zna¢ime A = B), pokud existuje izomorfismus A — B.



) 1.2. EKVIVALENCE, SUBVALENCE MNOZIN

» 1.2.1. DEFINICE.

(1) Rekneme, 7ze M a N jsou ekvivalentni (ekvipoten¢éni) <= existuje bijekce M na N.
Znacime M ~ N.

(2) Rekneme, %e M je subvalentni N <= existuje injekce (prosté zobrazeni) M do N.
Znacime M < N.

(3) Rekneme, 7e M je ostfe subvalentni N <= M < N A M #% N. Znac¢ime M = N nebo
M < N.

> 1.2.2. POZNAMKA.
(1) ~ je ekvivalence.

(2) Tiidam ekvivalence U~ pfifazujeme kardinalni ¢islo.

(3) =< neni uspotradani, nebot A X BAB x A = A =~ B, nikoli A = B (X je reflexivni,
tranzitivni, ale neni slabé antisymetricka). Lze tedy usporddat kardinalni ¢isla.

» 1.2.3. VETA (CANTOR, BERNSTEIN). Necht M a N jsou libovolné mnoziny. Pak

M<xN AN NM = M=xN.

o Dikaz. Vime, ze existuji injekce f : M — N a g : N — M. Oznaéme N; := f(M), M; :=

g(N), N{ == N~ Ny, M{ := M~ M. Pak f: M 2% Ny ag: N 25 M.
Definujme posloupnost z,, nasledovne:

(1) x € M;

(2) pokud x; € M, definuji x5 := g~ 'z, jinak je z; posledni v posloupnosti;
(3) pokud x5 € Ny, definuji 3 := f~'x,, jinak je 2, posledni v posloupnosti;
4) ...

Posloupnost je jednoduse rekurentni (kazdy prvek zavisi pouze na nejblizsim pfedchozim),
tedy se mnozina M direktné rozklada na 3 podmnoziny:

(1) =z € My; C M, pokud posledni ¢len posloupnosti obsahujici x je v M;
(2) z € My C M, pokud posledni ¢len posloupnosti obsahujici x je v N;
(3) r € My, € M, pokud je posloupnost obsahujici z nekonecna.

Obdobné definujeme Ny, Ny a Ny
Potom nutné Ny C Ny, a tedy plati, Ze f/ar,, : My LN Ny je prosté, protoze f je prosté,

a na, protoze Ny C f(M). Obdobné g/n, : Ny Dl My a konecné f/n, : My N Ny. Tedy
My =~ Ny My =~ Ny a My, = N4, z ¢ehoz diky disjunktnosti rozkladt plyne M ~ N. ]



» 1.2.4. VETA (CANTOR).

°  Dikaz.
(M < P(M)) Polozme f(x) := {x}.

(M % P (M)) Dutkaz sporem. Piedpokladejme, ze M ~ P (M).
Pak (3g : M N P (M)). Ozna¢me D :={zx € M |z ¢ g(z)}, d = g ' (D). Pak
e deD=d¢g(d) =D,
e d¢ D=deg(d) =D,

coz je spor. (Tento typ dikazu se nazyva Cantortv diagondlni argument.)

1.3. UPLNE USPORADANE MNOZINY

» 1.3.1. DEFINICE. Necht (A, <), (B, <) jsou 2 Gplné uspofddané mnoziny. Potom fekneme,
ze A je podobnd B (relace podobnost; zna¢ime A = B), pokud existuje zobrazeni f : A — B
nazyvané podobnost, které je bijektivni a izotonni.

» 1.3.2. LEMMA. Podobnost je ekvivalence na tiidé vsech uplné usporadanych mnozin.

o Dikaz.
(reflexivita) Podobnosti je identita.
(symetrie) Podobnosti g : B — A je inverzni zobrazeni k podobnosti f : A — B.

(transitivita) existence podobnosti f : A — B a g : B — C zajistuje existenci podobnosti
h:A—=C,h=gof.

U

» 1.3.3. DEFINICE. Ordinalni typ je charakteristickd vlastnost tiid ekvivalence na vSech tplné
usporadanych mnozinach podle =. Znaci se ord A.

» 1.3.4. PRIKLAD.
(1) ord () =: 0.

(2) Necht K je iplné uspoiradand a |K| = k € N. Pak ord K =: k. (Jednoznacnost lze ukazat
matematickou indukei, kazdd mé prvni prvek.)

(8) ord(N, <) =: w.

» 1.3.5. VETA. Necht A a B jsou podobné mnoziny. Pak ma-li A prvni prvek, m4 jej i B.



o Dikaz. Necht p je prvni v A a f: A — B je podobnost. Ukdzeme, Ze f(p) je prvni v B, tj.
(Vy € B)(3z € A)(y = f()). Ale p je prvni v A, tedy > p = y = f(z) > f(p). O

» 1.3.6. LEMMA. Libovolné 2 tplné uspotfadané konecné mnoziny o stejném poctu prvku jsou
podobné.

© Dikaz. Ukazeme indukci podle poctu prvkii:
(1) n=1,n = 2: zfejmé

(2) n>2:|A|=|B|=n.
Definujeme p, ¢ jako nejmensi prvky v A resp. B, A = A — {p}, B'= B — {q}. Pro A’ a
B’ mame z indukéniho pfedokladu podobnost f': A" = B’
Pro A, B definujeme podobnost:

[ fl(x) proxeA
f<x)_{q prox =p

> 1.3.7. PRIKLAD.
1) S={2n|neN} =N, f: S =N, f(z)=2x/2.
(2) No =N, f(z) ==+ 1.
(3) (Z,<) 2 (N, <), nebot N mé prvni a Z nikoliv, ale Z ~ N.

» 1.3.8. DEFINICE. Rekneme, 7e tiplné uspoiadani (M, <) je husté, prave kdyz:

Vr,y e M,z < y)(Fz € M)(z < z <y).

» 1.3.9. PRIKLAD.
(1) (Z, <) neni husté usporadani.
(2) (Q, <) je husté usporadani.

» 1.3.10. VETA (CANTOR). Libovolna spocetna husté usporadand mnozina, kterd nema ani
prvni, ani posledni prvek, je podobna (Q, <).

» 1.3.11. DEFINICE. Nechf A je uplné usporddand mnozina, a € A. Pak tsekem mnoziny A
uréenym prvkem a rozumime A, :={zr € A |z < a}.

» 1.3.12. VETA. A uplné usporadana:
(1) Jeliaprvniv A < A, =10.
(2) Je-li a posledni v A, pak A, = A~ {a}.
(8) Ze 2 ruznych tsektt mnoziny A je jeden tsekem druhého.

(4) a<b < A, C A,



(5) ({Aa|a € A}, C) je tplné usporddand mnozina.

(6) ({Aalae A}, C)=(4,<).

° 1.4. DOBRE USPORADANTI

» 1.4.1. DEFINICE. Rekneme, Ze mnozina M je dobfe usporddand, ma-li libovolna neprazdné
podmnozina M prvni prvek.

» 1.4.2. VETA. Dobré usporadani je uplné.

o  Dikaz. Meéjme libovolné a,b € M, a # b. Pak mnozina {a,b} C M ma prvni prvek, a tedy
a < bnebo b < a. O

> 1.4.3. VETA.
(1) Neprazdna dobfe usporddand mnozina ma prvni prvek.
(2) Libovolnd podmnozina dobfe usporadané mnoziny je dobfe usporadana.

(3) Mnozina podobna dobfe usporddané mnoziné je dobfe uspofadana. (Dobie usporadané
[

mnoziny maji tedy vlastni tiidy ekvivalence podle = a jejich ordinalni typ nazyvame
ordinélni ¢islo.)

(4) Libovolny prvek dobfe usporddané mnoziny M, ktery neni posledni (posledni vSak nemusi
existovat), ma néaslednika, t;.

(Vo € M,z neni posledni)(Jy € M)(Vz € M)(z <z Vz>y).

> 1.4.4. PRIKLAD. Mgé&jme (Z, <) s uspofadanim definovanym néasledovné:
1) z,y>20 z<yez<y;
(2) z,y<0 z<y&e —x<—y;
B)rz<0<y y=<ux
Pak ord (Z, <) = w4+ w # w (ordN = ord Ny = w).

» 1.4.5. Axiom (A9. AXioM VYBERU). Nalibovolném M # () existuje selektor (vybérova funkce)
¢:P (M)~ {0} — M aplati: (VA C M, A #0)(¢(A) € A).

» 1.4.6. DEFINICE. Zermelova-Frankelova axiomatika s axiomem vybéru se oznacuje ZFC.

» 1.4.7. VETA (ZERMELO, Vv ZFC). Na libovolné mnoziné existuje binarni relace, ktera je
jejim dobrym usporadanim.



» 1.4.8. VETA (v ZFC). Necht M je iplné uspotddand mnozina. Pak nasledujici vyroky jsou
ekvivalentni:

(1) M je dobre uspotadana;

(2) na M plati indukéni podminka:

(vN S M) (Ve e M(Yy e M(y<z=yeN)=zeN)=N=M)

(3) na M plati podminka konecnosti klesajicich fetézct (kazdy ostie klesajici Fetézec ma ko-
nec¢nou délku).

o Dikaz. Pro M = () je dikaz trividlni. Tedy necht M # (.

(1 = 2) Dikaz sporem. Necht (3N C M)(Vz e M(Vye M(y<x=>ye N)=z € N)AN &
M). M je dobfe usporddand, tedy mé prvni prvek p a podle predpokladu (neexistuje
y<p)jep€ N, tedy N # (. Didle M ~ N # () (N je vlastni podmnoZina), tedy existuje
prvai prvek ¢ € M ~ N. Potom (Vy < ¢)(y € N) = q € N, coz je spors g € M ~ N.

(2= 3) Nechf N je mnoZina vSech z € M, pro které neexistuje nekoneény ostte klesajici
fetézec zacinajici v z.

(3 = 1) Dokazeme sporem. Necht M neni dobfe usporadand, tedy nechf existuje neprazdna
N C M, ktera nema prvni prvek. Pak pro libovolné a € N je tsek N, neprazdny (jinak by
a byl prvni prvek) a podle axiomu vybéru (3¢ : P (N) ~ {0} — N)(¢(z) € z). Definujme
posloupnost (ay)?° nasledovné: ay := ¢(N); ars1 = ¢(N,, ). Protofe N, je neprazdna pro
vSechna a a a1 < aj (vlastnost tseku), je (ax) nekoneény ostte klesajici fetézec, coz je
spor.

[l

» 1.4.9. PRIKLAD. 0 je dobfe usporddand, N je dobfe uspoiadané, ord N = w = ord N,
7 neni pri pfirozeném usporadani dobie usporadana, Q také neni.

» 1.4.10. LEMMA. Budte A, B podobné dobfe usporadané mnoziny. Pak existuje pouze jedna
podobnost A na B.

o Dikaz. Necht f: A — B, g: A— B, f#g, M:={zecA|f(x)#g(x)} #0, M
A, p prvni prvek v M. by = f(p), ba = g(p), necht b; < b2. Necht a € A takové, ze g(a)
b1, g(a) < by = g(p). Z izotonie méame f(a) < f(p) = by = g(a). Z toho dostavame a € M, co
je spor.

I

N«

O

» 1.4.11. VETA. Uspofddand mnozina (N, <) je usporddand dobte.

» 1.4.12. VETA. Necht A je dobfe usporddand mnozina, B C A, B 2 A, f : A — B je
podobnost. Pak (Vx € A)(f(z) > x).

o Dikaz. Oznatme M :={z € A| f(x) < x}. UkdZeme sporem, ze M je prazdna.
Necht M # (). Pak M C A, tedy mé prvni prvek p. Plati f(p) < p, tedy z izotonie f je
f(f(p) < f(p), a tedy f(p) je prvek M mensi nez p, coz je spor. O
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1.4.13. VETA. Ze 2 dobfe usporadanych mnozin je vzdy jedna podobna druhé nebo jejimu
useku.

1.4.14. DUSLEDEK. Dobfe uspoifadand mnozina neni podobnd zaddné podmnoziné svého tiseku
ani zadnému tseku své podmnoziny, tedy ani zadnému svému tseku.

1.4.15. VETA (PRINCIP MAXIMALITY, ZORNOVO LEMMA, KURATOWSKEHO LEMMA). Necht
(M, <) je usporddand mnozina. Pak ma-li libovolny fetézec z M horni zavoru v M, pak libovolny
prvek a € M je srovnatelny s néjakym maximalnim prvkem v M. (A tedy existuje alespon jeden
maximalni prvek v M.)

1.4.16. VETA (SPECIALNI PRIPAD ZORNOVA LEMMATU). Necht (S,C) je systém mnozin
uspofadany inkluzi. Pokud pro kazdy fetézec R z S je |JR € S, pak (VA € S)(3B €
S, B maximélni)(A C B).

1.4.17. VETA. Relace subvalence je trichotonické na t¥idé vSech mnozin (tj. libovolné 2 prvky
jsou srovnatelné).

Diikaz. Méjme 2 neprazdné mnoziny A, B € U. Ozna¢me M mnozinu vSech prostych zobrazeni
z Ado B, tedy M = {f ‘ fo(A) 2 B}. Kazdé f je specidlni podmnozina A X B, tedy (M, Q)
je uspofadani. Necht R C M je fetézec. Oznacme g := |J R Ukazeme, ze g € M.

(g je zobrazeni) Necht (a,bi),(a,b2) € g. Pak (3f1, fo € R)((a,b1) € f1,{a,b2) € fs). Bez
Ujmy na obecnosti je fi C fo, a tedy (a,by),{a,by) € fo, tedy (nebot f; je zobrazeni)
bl - bQ.

(g je injekce) Vezmeme (ay,b), (as,b) € g. Stejnym postupem dostaneme a; = as.

Tedy v M existuje maximalni prvek f. UkdZeme, Ze je budto def f = A nebo f(A) = B.
Necht (Ja € A)(a ¢ def f) a (b € B)(f~1({b}) = 0). Pak f' := f U (a,b) je bijekce z A do B
a f < f', coz je spor s maximalitou f. O

1.4.18. VETA. Libovolny netrividlni vektorovy prostor V' ma (kone¢nou nebo Hammelovu)
béazi.

Diikaz.  Oznacme S systém vsech linearné nezavislych podmnozin V' usporadany inkluzi. Ukazeme,
ze pro libovolny Fetézec R = {A4;|i=1,...,n,00} C Sje A:=JR € S. M&mé konecnou
linearni kombinaci Z?Zl aja; prvki z A. Pro kazdé a; existuje A;; takové, ze a; € A;;. Ozna-
¢me i, = max; g i;. Pak (Vj € k)(q; € 4;,, € S), tedy Z?:l aja; =0 < (V))(a; = 0), coz
znamena, ze A € §. Tedy podle Zornova lemmatu existuje maximalni prvek B € S.

Ukazeme, ze By, = V. Zjevné B, C V, tedy zbyva ukéazat, ze generuje: Vezméme v € V \ B.
Pak BU{v} 2 B je linearné zavisla (jinak by B nebyla maximalni v §). Tedy existuje kone¢néa
linedrni kombinace z BU{v} a nutné je koeficient u v nenulovy (jinak by kombinace byla nulova
a z B, ale B je linedrné nezéavisld). Tedy v € B,. O

1.4.19. VETA (HAUSDORFFUV PRINCIP, V ZFC). V libovolné usporfadané mnoziné je kazdy
fetézec Casti néjakého maximalniho fetézce (ve smyslu inkluze).
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» 1.4.20. VETA. V ZF axiomatice jsou nasledujici vyroky ekvivalentni:

(1) axiom vybéru;
(2) princip dobrého uspotradani (Zermelova véta);
(3) princip maximality (Zornovo lemma);

(4) Hausdorftav princip.

1.5. USPORADANI KARTEZSKEHO SOUCINU

» 1.5.1. DEFINICE. Necht (A, <), (B,<), Ax B={{(a,b) |ac A,be B}.

Pak definuji lexikografické usporadani:

(a,b) < {c,d) <= (a<c V (a=cNb<d)).

1.5.2. LEMMA. Jsou-li A, B dobfe usporadané, pak i lexikografické usporadani na A x B je
dobré.

Dikaz. Necht ) £ M C A x B. Polozme My :={a € A|(3b € B)({a,b) € M)}. 0 # M C A,
tedy mé prvni prvek p. Polozme Mp := {b€ B |(p,b) € M}. ) # Mp C B, tedy ma prvni
prvek q.

Ukézeme, ze (V{(a,b) € M)((p,q) < (a,b)). Z definice M, je p < a a pokud p = a, je
z definice Mp q < b. U

1.5.3. DEFINICE. Necht A, B jsou dobfe usporadané mnoziny, o = ord A, = ord B. Defi-
nujeme soucin ordinélnich ¢isel:

a-f:=ord(B x A).

1.5.4. PRIKLAD.

(1) ordN = w.

(2) w-w=ord(N x N) =: w?

(3) w-2=ord({a,b;a <b} xN) =w +w # w.

(4) 2-w=ord(N x {a,b}) =ordN =w. Tedy w-2 # 2 - w.
1.5.5. DEFINICE. Necht & = {4, |i € I} je systém po dvou disjunktnich mnozin (disjunkt-
nost lze zarucit polozenin A} := {i} x A;. Necht (I, <;) je usporadani, stejné tak pro vsechna

i €1 je (A;, <;) usporadéani. Pak definujeme uspotadané sjednoceni usporddanych mnozin na
mnoziné A = JS. Necht a,b € A, a € A;, b € A;. Pak

a<bs (i<;jV(ii=jNa<;b)).
1.5.6. LEMMA. Usporadéani < na A je uplné/dobré, pokud <; i vSechna <; jsou uplna/dobra.

Dikaz. Obdobné jako pro kartézsky soucin O



» 1.5.7. DEFINICE. Necht A;, Ay jsou dobfe usporfddané mnoziny, « = ord Ay, 8 = ord A,.
Definujeme soucet ordinalnich ¢isel:

a+ f:=ord U{Al’ Ay}
» 1.5.8. PRIKLAD.
(1) 1+w=ord|J{A = {a}; Ao =N} =w.
(2) w+1=ord|J{A1 =N; Ay = {a}} #w.



